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Vier Briefe von Arthur Cayley tiber elliptische Modulfunctionen. 


Herausgegeben und erliutert 
von 


H. Weser in Strassburg. 


Als kostbares Andenken an Arthur Cayley bewahre ich vier Briefe 
des grossen Mathematikers an mich aus seinem letzten Lebensjahr, die 
eine mit den elliptischen Modulfunctionen in nahem Zusammenhang 
stehende Frage aus der Reihenlehre in Anregung bringen, die, so 
interessant und wichtig sie ist, bis jetzt noch wenig behandelt worden 
ist. Ich glaube den Mathematikern einen Dienst zu erweisen, wenn 
ich diese Briefe, aus denen zu ersehen ist, mit welchen Fragen und 
Gedanken Cayley in der letzten Zeit seines Lebens beschiiftigt war, 
in wortgetreuem Abdruck verdéffentliche. 

Wie aus dem zweiten Briefe zu ersehen ist, bestand schon vor 
einem Jahre die Absicht, die Briefe in den Annalen zu publiciren, und 
Cayley war damit einverstanden. Die Herausgabe hat sich etwas ver- 
zogert, weil ich tiber einige der in den folgenden Briefen angeregten 
Fragen noch mehr ins klare zu kommen suchte und dartber ist Cayley 
gestorben. Ich will aber jetzt nicht mehr linger damit zuriickhalten. 
Meine Antworten lasse ich nicht mit abdrucken. Ihr Inhalt ist aber 
in den am Schlusse zugefiigten Bemerkungen enthalten. 


Strassburg, Juli 1895. 


1. Dear Sir: 

I have obtained with respect to the functions f(@), /,(@), f,(@)*) 
some results possibly requiring correction and which I do not well 
understand, but which seem noticeable. I find by a process such as 
in my last paper in the Comptes Rendus*) 


*) Vgl. H. Weber, elliptische Functionen und algebraische Zahlen, 8. 63, 85 u. f. 
**) Comptes Rendus 1893, Bd. 161. 


Mathematische Annalen. XLVII 1 











9 Caytey-Weser. 


‘ 1 1 1 1 

log f(@) = sls tase ++ ht- 
. © 1 1 1 

log f, (@) = in |— i — ge tag Ss + ag So — 9g Sst 


log fy(@) = log V2 + ix} Bt spot ag 51 — gp 52 +3 5s} 


giving as they should do 
fhh= y2 ° 
Here S, = > we a positive fraction 4 v 
in its least terms odd odd 


do do odd, even 
do do even, odd 


8, 


! 


with I think the Condition that altho u,v may be each as large as we 
please or say each infinte we must have ‘= Co. 


Writing —- for @, suppose that S, becomes S,’, S, becomes S,'; 
S, becomes S,': we have 


1 is 1 1 ’ 1 , 1 Ye? 
bg fi(—s)= it otptaS + 345s’ — 595}, 
S . 1 1 1 


and we should have 


log f, (— +) = log f, (o), 
that is 


log /2 + - {8, — 8 — 2(8, —8,'/) + (8; — 8;)} =0 


S,', S,', S,° are the same functions as S,, S,, S,, except only it would 
seem that instead of = co. But I am not able to verify this equation 


I have ventured to submit to you these results: the formulae for 
log f(@), log f,(@), log f,(@) seem to me to be in so far interesting, 
as they put in evidence the infinities of these functions. 


Cambridge, 9. Jan. 1894. 
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Il. 
Cambridge, 24. Jan. 1894. 


I have to thank you very much indeed for your answer to my 
letter: I did not have in my mind your section 113, and the formula 
(27) p. 462 gives exactly the clue which I wanted viz. this is the 
precise form of an expression for log y(@), which I investigate roughly 
in a different manner. You in fact have 


. 1 2 a 1 —1 
log (©) == == r (1) + } log (= 








; my 
tm@ on v . @ 
> “12” Re + x Lim ae 
x and y positive integers. 
I find the second line of this expression thus: 
1 
n(@) = g*(1—g*) (L—g') (1—g') --- 
whence 
log 4(@) = *%° + log (1— q?) = — gt — tg! — ig... 
+ log (1—q!) = —q— ¢ —ig?. ? 
1 19 1 
+O -g) <9 —g 
__ tro he 2 2. : 
~ 2 I—@ 21—q@ 81-—¢ 
= + = Qm 
where 
1 ¢™ _ 1 er minw ; 
em =m gqu—1 m @minw 4 


Q» has an infinity = 0, giving e term 
-. ue Nap 
m2mino’ ix m* 
and the whole series of these is 
1 1 1 ) ae —inx 
teal tet) - 2imo 6 
Qm has also an infinity mo — n = 0 (n a positiv or negative integer). 
. . . A 
Say the corresponding term is ————., we have 
maoa—-n 


@ 


1° 
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; 
_ § (“3 (mo =9) 1 etitm 1 § 
m emino 4 _ - Qmine™** ~ Qmin ' 
o=— i 
Mm 
wt 5 | 
2% m ' 
Or the term is ; 
$+ 1 1 


227 m moa—n’ 
and uniting with this the term 
ey 1 


27 m ma+n 





for — n, the two together are 


a 1 1 + 1 ) av (a) 
22% m\mo+n mo—ns x m?o? — n? 


thus log »(@) has the terms 


ix@ ix a O) 
12 l2@ a a m?@? — n?? ' 


or for n, m writing x, y the terms 


‘ , . = 

‘zr @ om a oo 

2” ie - x be ay? 
(x, y positive integers) 


which is the result in question. I shall be very glad if you will as 
you propose send the correspondence to the math. Annalen . 


IIL. 
Cambridge, 7. Febr. 1894. 
Dear Sir: 
I have just received your last letter and return here with that of the 
15. Jan. I cannot help thinking that there should be some more simple 
proof than the one you have given of the formula (16) p. 459 of 
your book 


2 W = 9(0) + S'fo+0) + p-(v)}, 


—2, on 1,@ 


or of the form which this assumes in regard to the double sum 


PP een viz. > W = 9(0) + 2 Soo. 


—R, aw 


Starting from this form the remainder of the investigation for the limite 
of the double sum is very straight forward and satisfactory .. . 





2 eg RN ORT 
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IV. 


Dear Sir: 


Thanks for your letter just received. There is I think an analogous 
point in the theory of Weierstrass function o(w), I start from the 
definition 

a 1 
, UN wi! 2 w 
G(u) = wT, (1 _ “Ve ; 
w= 2ua + 2u'o’ 


uw, w integer values lying within a symmetrical closed curve of 
arbitrary form which ultimately becomes infinite. 
We may write 


ee 
TT (w —_ u) 2 _ w sv l 0) 
6 (wu) = TI (ee) (= > u 
- (u-+--2m)?=’ 7 
/ P Ti(w—2a@—wu) 2 oo aan 
6(u-+2ea)— — — 9 


TT (w) 
and thence 


3 
o(u+2@)  W(i—u—2a-+w) (u4-a)8e2'S 


o(u) Ss T1(—w-+-w) . : 
I do not see how, the boundary curve being arbitrary it can be 
directly shown, but it is necessary to assume that the TT-factor is of 


the form — e+, where the value of M depends on the form of 
the boundary curve: this being so we have 


ee 

o(u +20) _ he + w) (+203 wi) 2n (uo) 
Ps —— é =—é ? 
6 (w) 


whence 
| ¢ se 
2y4=M+2a2"- 


[id 
for 2” ~, depends on the form of the boundary curve — and it is only 


in this way, that we can obtain for 7 a value independent of the 
form of the boundary curve. We can directly calculate M for the 


two cases w= 2u@-+2y'a, i= 0 and i= co respectively — but 


not I think, or at any rate not easily for any other form of the 
boundary curve. 
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Bemerkungen zu den vorstehenden Briefen. 
Von 


H. Weer in Strassburg. 


I. 


Was ich zu der im ersten Brief angeregten Frage beizubringen 
habe, beruht auf einer Kronecker’schen Formel, von der ich im § 113 
meines Buches: ,,Elliptische Functionen und algebraische Zahlen‘ 
(Braunschweig 1890) eine Ableitung gegeben habe. Ich fiihre diese 
Formel hier an: 

Es sei Az? + 2Bay + Cy? eine positive quadratische Form mit 
beliebigen reellen Coefficienten A, B, C, deren Determinante AC — B? 
mit m bezeichnet werde. x, y sollen alle ganzzahligen Werthe durch- 
laufen mit Ausnahme des Werthepaares x = 0, y=0Q. Dann ist 


zy 
° 1 7 
1 iin \> (Aa? + 2Bay + Cy)’ (s—1) 7a 
we — 22F (1) 1 8 ioe 4 _ 38 
— Vm + Vu, 8 4m Vm log 9(@) n(@.), 


worin 


@ 





B+ivm 
eecoeeene” lame 2 


_ —B+ilm 
= : 
Ym positiv und die Logarithmen alle reell zu nehmen sind und (@) 
die aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannte durch das 
unendliche Product 


nmiw v 


(1) n(o) =e" | [a—ee) 


dargestellte Function ist, die hierdurch nur so lange definirt ist, als 
@ einen positiven imaginiren Theil hat. 
Ich setze nun wie in § 29 meines oben erwihnten Buches 


ni o-+1 ) 
-& n(z asia 





woraus die Relationen folgen 
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, fo = f,(@)* + f(@)’, 
(3) “% 
V2 = f(@) f,(@) f,(@), 


die in dem ersten Briefe vorkommen. 
Man setze nun 


o=a+ fi, o,=-—a+ Bi 
A=1, B=a, m=C—2?=f? 


also 


wodureh sich aus I. ergiebt 





zy au 
; 1 1 
4 S sl — = ————_ - 
@) 2 ((a — wy)® + By*)’ 2 (@ —a, y)5(x-+o,y)* 
Qnf' (1 a 2 
oat aes » 3 log 46% — “Flog (a) (a), 


worin, wie in der Folge immer, solche Glieder weggelassen sind, die 
mit s — 1 zugleich verschwinden. 

Wenn wir in dieser Formel «, 6 durch 2a, 28 ersetzen, so hat 
dies auf der linken Seite denselben Erfolg, als wenn wir y durch 2y 


ersetzen, d. h, die Summationsbuchstaben y auf geradzahlige Werthe 
beschrinken. Demnach ergiebt sich 


(5) 289 — Di eae ais (mod. 2)) 


2a" (1) =| 
ol” to F —_lo og 4p? — = log 2.y(2a@,) y(2@,). 


Ersetzt man in (4) «, 6B durch ta, +6. und multiplicirt mit 


1 1 —1 , 
Y =m ’ too : 2 log 2 
so folgt 
(6) 28 = D4 abies ves (mod, 2)) 
2x 1"(1) 
— amy GO — Goede — F ben) 0G 


und wenn man endlich a@, 6 durch 5 (1 +a), 5B also @,, @, durch 
=s. mat Be ersetzt, so findet man in iihnlicher Weise durch 
Benutzung der Formel 


log 9 (=++) = log q (5%) — #3, 
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(7) 280 — 2 "= re (x =y (mod. 2)) 


a . @P'(1) n AR? Qn ito ito 

“~(s—1)p  B — 5a ay log n( 2 ') af 2 *) 
in? 
6B 


Aus (4) bis (7) ergieht sich nun nach (2) 
S — 280 = "Flog f(@,) f(a), 
(8) S — 28 = = log f,(@,) f,(@.), 
S — 280) =“ log f4(0,) fol). 
Betrachtet man die Summe S, + S, + S,, so kommen darin alle Glieder 


der Summe S vor, darunter aber die Glieder dreifach, in denen 2, y 
beide gerade sind. 


Demnach ist 
SO + gm +4 ge =(1 + 3) fs 
4° 
und wenn man also 
I+o=, — (s—1) log 2 
setzt mit Riicksicht auf (4) 


(9) 2(S 4+ SM +4 §®) = 3S — + log 2. 


Demnach ergiebt sich durch Addition der drei Formeln (8) in 
Uebereinstimmung mit (2) rechts und links der Werth 7. log 2. 


Die linken Seiten der Formeln (8) lassen sich in je eine einzige 
Summe zusammenfassen, niimlich 


’ ’ (—1yety 
25 — § = 
80 — 8 = Demag + Pe) 


991) _ o — (—1° 
(10) we a 


2992 g—_ Yr__( 1" 
Me ((x — wy)? + Bey?) 
Darin ist die Summation nach z, y zuersi fiir s > 1 auszufiihren, 
und dann der Grenzwerth fiir s = 1 zu nehmen. 
Es lisst sich aber zeigen, dass, wenn man die Glieder der Reihen 
so anordnet, dass die (c—ay)? + B*y* in wachsender Grissenordnung 








ee 





iad 
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aufeinanderfolgen, dieser Grenzwerth auch so erhalten werden kann, 
dass man in den Summen ohne Weiteres s = 1 setzt. 

Man hat dann die Summation so auszufitihren, dass man zuniichst 
alle Glieder der Summen nimmt, in denen 2, y fiir ein beliebiges 
positives n der Bedingung 
(11) (— ay)? + By? <n 
geniigen, und dann » ins Unendliche wachsen lisst. 

Um dies fiir die erste Summe (19) nachzuweisen, bezeichnen wir 
mit Z,, Z,’ die Anzahl der der Bedingung (11) geniigenden ganzzahligen 
Werthepaare, in denen x-+-y gerade oder ungerade ist. Man kann diese 
Werthepaare dadurch abzihlen, dass man in einem rechtwinkligen Co- 
ordinatensystem §, die Punkte mit den Coordinaten 


us & a i 
g Vn’ o7] Vn’ 
(Gitterpunkte) bestimmt, die innerhalb der Ellipse 
(§—an) + Bn? = 1 
liegen. Diese Gitterpunkte zerfallen in zwei Arten, je nachdem 7+ y 
gerade oder ungerade ist. Durch die Gitterpunkte der ersten Art ist 
ein unter 45 Grad gegen die Coordinatenaxen geneigtes rechtwinkliges 
Gitter bestimmt, dessen Maschen den Flicheninhalt - haben. 
Die Anzahl aller dieser Maschen, deren linker unterer Eckpunkt in 
der Ellipse liegt, ist dann Z, und ihr Gesammtflicheninhalt 2 Z, :n. 
Achtet man auf die Maschen, die auf dem Rande der Ellipse liegen, 
so ergiebt sich, dass der Fliicheninhalt 22Z,:n bis auf einen Fehler 


von der Ordnung 1://n mit der Fliiche der Ellipse 2: # itiberein- 
stimmt, und dass also 


Zag ty Va, 
LZ, = a + y Yn , 
und folglich 
Zn —— Zn “7 Yn, 
worin y, 7, y’ mit unendlich wachsendem » nicht unendlich werden. 
Wir setzen nan 


(12) 280 —S— S 42434.. oe: 
ke kg ' Rg 

worin 

(13) k,< kh, <k,.,. 


die der Grésse nach geordneten Werthe von 


(way)? + Bry? 


sind, und a,, a, 4@,,... den Werth + 1 haben. 
? 1 oe "S? wlhes 
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Ist k, die letzte der Bedingung (11) geniigende Zahl der Reihe 
(13), so ist 


@ + a, +-+> +a = Zy — Zy = A, hy 
worin A, mit unendlich wachsendem »v nicht unendlich wird, und es ist 


ay = A, Vky —_ A,-1 Vivi; 
woraus 


280 —S=—A, Vk, (5 —h) t+ aVE(G—-p)t 
ra 2 2 3 





Wir betrachten den Rest dieser Reihe 


R, = A,VE,(3—p-) + don (G-— pe) +°* 
ky k v1 Kyat Wye : 


und wenn nun die A, simmtlich kleiner als A bleiben, so ergiebt sich 


|) re a a ee ae ee 
(i g-t grt pot 


v vy+1 v-+1 v+2 





oder 
A 

w-t 
2 


Es bleibt also die Convergenz und Stetigkeit von 2S, — S be- 
stehen, so lange s > ist, und besteht daher sicher fiir s = 1. Ebenso 


kénnen wir fiir die beiden anderen Summen schliessen, und finden, 
wenn die Summation in dem durch die Formel (11) ausgedriickten 
Sinne verstanden wird 


2m log a a. 
3 log f(@,) f(@2) (a — ay)? + pty?? 
2x of . a a (—1)* 

(14) B log f,(@) f, (@) aaa > (a — wy)*® + Bty?? 


“Flog f:() fy(@.) = — > ge 


way + oe 
Dies ist die strenge Form der Cayley’schen Formeln. Um dies 
nachzuweisen, setzen wir immer unter der Voraussetzung (11) 


> erat sa = Soo x, y gerade 
(a — ay)? + py? , »IF Sd ? 

== So. 2% gerade, y ungerade, 
=S;» & ungerade, y gerade, 
=S,, <2, y ungerade. 





POS POET PS 
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Dann geben die Formeln (14) fiir unendliches n 
Flog £() Fox) = — Soo + S10 + Soa — Si, 
=F log f,(@) fx(@2) = — Soo + S10 — Soa + Sia, 


F log f.(,) fe(@2) = — Soo — Sio + Soa + S11 
und nach (3) 


Qa 


B log 2=— — 3 So,0 oe S10 + Soa + Sit 


woraus durch Elimination von So» 
Flog f(@,) F(@2) = Fp log 2 + 5 Sio + § Soa — F Saas 
(15) “Flog f,(@) fh(@.) = 55 log 2 + § S10 — 5 Soa + 5 Sia, 
=F log f2(@) fa(@2) = Fy !og 2 — F Soa + § Soa + § Sis 


Jede einzelne der Summen S19, Soi, Si. wird mit » zugleich unend- 
lich, aber die in (15) vorkommende Verbindung derselben bleibt endlich. 
Wir wollen noch die Summen Sj, So, Si{1 einfiihren, die aus 
Si,0, Soi, Sia dadurch entstehen, dass fiir 2, y nur solche Zahlenpaare 
gesetzt werden, die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 
Setzen wir fiir den Augenblick, wenn (x—ay)* + By? < m ist 
S10 + Sor —28,,—T,, Lim T,=T 
und bezeichnen mit 7'?) die Summe, die aus 7’, entsteht, wenn alle 
die Glieder ausgeschieden werden, in denen x, y beide durch die 
ungerade Primzahl p theilbar sind, so ist 


Ty = T, — 5s 7, 
und fiir » = co 
T) = (1—;,) 7. 
Ist g eine zweite Primzahl, so schliesst man ebenso 


ro = (1 — 4)(1—24)7, 
und folglich, wenn 


Bio + 861 — 28j, — 7” 
gesetzt wird, 


7’ —1(1—5) 7, 
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worin sich das Productzeichen TT auf alle ungeraden Primzahlen p 
bezieht. 


Nun ist, wie man durch Entwicklung nach steigenden Potenzen 
von p—® findet 


~~ =1+5 statatat:: 
TT (- a 
P 
und mithin 
T= aa >. 


Hiernach gehen die Formeln (15) in folgende iiber 


. . 1 ve +? aoa 
log f(@,) f(@,) =Flog2+2%( Sot Sia -- 28/1), 


» . 1 ¢ P ’ oq yr 
(16) log f, (@,) f, (@) = 5 log g2+8 a { Sio —2S8o1 + Sia), 
i, + &% Y7 g’) 
log /,(@,) fy(@.) = 3 lo 7 (—3 Sto+t Sor + Sia). 
Setzt man a = 0, so wird 
o,=—@a,=— pi=—ao. 


Es wird 
a x ungerade, y gerade 
1,0 = “1 2 ay? $s ae, y gerade 


und dafiir kann man, wenn man die zwei Glieder y=0, x =-+ 1 


absondert, setzen 
Syo = 2 2 + 4 ao Bye? 


worin jetzt «, y nur noch positive Werthe annehmen. Ebenso ver- 
fahrt man mit So,, Sii:, und erhilt in der Bezeichnung des ersten 
Cayley’schen Briefes: 


’ 9; . @ 
BSio = — 2i@ 4. 4% > Fee 
= — 2ia+ 4i8,, 


- 2¢ a 
BSo. = + ~ + 478, 


BSi; = 4i S,, 
und folglich 

log f() = 5 log/2 + 5 =(— «+ + — 48, + 28, + 28,), 
(17) log f,() = } log72 + S(— o — e 28, + 28, — 43,), 


log f,() = + log? + 2( 20 + +428, — 48, + 28,). 





EC aPo 


eta Ta 





lei} 


Vv 
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Diese Formeln gelten aber nur fiir reelle i@ und die Summen sind 
ausserdem so zu verstehen, dass 2, y an die Bedingung 

x = & y’ @? << n 
gebunden sind, und dann » ins Unendliche wichst. 

Diese Formeln unterscheiden sich von den Cayley’schen durch das 
Glied ; log V2. Wenn man aber andere Arten des Grenziiberganges 
wihlt, so kénnen natiirlich ganz andere Werthe herauskommen. 

Aus den Formeln (17) lassen sich nun die Relationen 

f(@) f,(@) f(@) = V2, 
1 , 1 
fo) =f(—<), fo) =f(—+) 


ohne weiteres verificiren, weil durch die Vertauschung von @ mit 


—-— die Summen S, und S, in einander iibergehen, wiihrend S, un- 
- 2 3 8 ’ 1 
geiindert bleibt. 
Da die Art des Grenziiberganges von @ abhingt, so wird man 


die Formeln (17) wohl nicht als eine ,,Darstellung“ der Functionen 
log f(@) bezeichnen diirfen, 


Il. 


Man kann die Frage, von denen die Cayley’schen Briefe handeln, 
noch aus einem anderen Gesichtspunkte betrachten. 
Wenn wir in der Formel (4) gleich von vorn herein « = 0, 





@, = @, = 76 —@ annehmen, so ergiebt sich fiir s = 1 
xy ; 
2ait T(t) v 2 
ll. eee ee ee 
(x? — wy?)® (s—1)@ o o ; 
te log n(@), 


eine Formel, die zuniichst nur fiir ein rein imaginiires @ abgeleitet 
ist, und uns die Resultate (17) direct liefern wiirde. 

Man sieht aber leicht, worauf hier der Kiirze wegen nicht niiher 
eingegangen werden soll, dass die Formel IJ. auf demselben Wege, 
auf dem an der erwiihnten Stelle meines Buches die Formel I. fiir reelle 
A, B, C bewiesen ist, fiir complexe  bewiesen werden kann, wenn 
der imaginiire Theil von @ positiv ist, 

Die Logarithmen sind nach dem Princip der Stetigkeit dadurch 
eindeutig bestimmt, dass sie fiir ein rein imaginires w reell werden 
sollen, 
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Es ergeben sich dann die Formeln (14) in der Gestalt 


———— 


4ni ; (—1*t+ 

| ef) = in Sy 
i mat a 

: (18) = log f (@) pg ite 2 Lim mae ? 
h nor ae 
= 98 f(@) = — Lim Dh oF 


wo die linke Seite so zu verstehen ist, dass zunichst fiir s > 1 iiber 
alle ganzzahligen Werthpaare x,y (mit Ausnahme von 0,0) zu sum- 
miren und dann s=1 zu setzen ist. Die weitere Aufgabe wiirde 
dann die sein: man soll in der x, y-Ebene eine nach einem be- 
stimmten Gesetz sich ins Unendliche vergréssernde geschlossene Curve 
abgrenzen (boundary curve, nach Cayley), derart, dass man eine bis 
s = 1 einschliesslich stetige Function von s erhilt, wenn man die in 
(18) vorkommenden Summen so nimmt, dass zunichst nur die Werthe 
“,y genommen werden, deren repriisentirende Punkte im Innern jener 
Curve liegen, und dann die Curve ins Unendliche ausdehnt. 

Diese Curve wird, wenn sie iiberhaupt existirt, von @ abhiingig 
sein, und fiir den Fall eines rein imaginiiren ist es eben die Ellipse 
a? — wy? =n, die sich selbst ahnlich ins Unendliche riickt. Fiir ein 
complexes @ bin ich nicht im Stande, die Frage zu beantworten. 


Til. 


Eine andere Art der Auffassung dieser Summen, die mit der ur- 
spriinglichen Cayley’schen im Wesentlichen iibeveinkommen diirfte, er- 
giebt sich aus den bekannten Formeln: 


xz 


>) = es +4 mi gi+t 
a*y?— 2 2ay* 2y @¥—1 


1,” 


x 
(—1)*@ 1 nt SI 
aif-o~~-aa-Gat™ 


1,@ 
worin wie gewohnlich 

qd = eri 
gesetzt ist. Wenn wir diese Ausdriicke abermals iiber alle positiven 


ganzzahligen y summiren, so findet sich, wenn man von den bekannten 
Formeln 





RS RT PT 
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1 a? (— 1)” x 
ee 35 


Gebrauch macht, 


y x 
(—1* to ne Para ; 
> atyt—at — ade ve t tt logf(a), 
12 1,0 
cy - 
—1)"@ nm 1* oO . 
a) PGMs -- B-Bt4 xilegho, 
1jo 1,e@ 


y x 

> ~ ved. 
at y? — x* —_ 

1,o Ilo 


Die Doppelsummen auf der linken Seite dieser Formeln sind so zu 
verstehen, dass zuerst die Summation in Bezug auf x, dann die in 
Bezug auf y auszufiihren ist. Betrachtet man aber den Rest dieser 


Summen, in der Form 
Ly x y z 
72+22 


n,@ 1n—1l mo 


a? a? w : 
240 + 2. + ut log f,(@). 


so ergiebt eine einfache Betrachtung, dass die Doppelsummen auf der 
lnmken Seite der Formeln (18) auch so genommen werden k6énnen, 
dass man fiir z,y alle positiven ganzen Zahlen setzt, die den Be- 
dingungen 

(19) 0<zr<m, Ocy¥<n 


geniigen, und daun m und » so ins Unendliche wachsen lisst, dass 
auch m:n unendlich wird. 


Wir setzen nun, indem wir x,y an die Bedingung (19) binden, 
wie im ersten Brief 


x, 
ee | = §, 
ay? — x 0? 


x gerade, y gerade, 


=S,,  & ungerade, y ungerade, 
Y 

=S8,, xz ungerade, y gerade, 

= 8;, x gerade, y ungerade, 


und erhalten aus (18) 


S +5, —8,— 8 = 
(20) S — 5-8 +8; = 


S, — 8, + 8, — 8, = 


n2 


2? w ° . 
oa + xi log f(a), 
we + xi log f,(@), 
m2 


~~ 12 @ 
a . 
a? = + xi log f,(@), 


woraus durch Addition mit Riicksicht auf (3) 
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3S, —S, — 8, —S, = wi log f2*), 


und wenn man hierdurch S, eliminirt: 





4 2a 2a na x @ at = : 

34, — 25,— <a, a 3 log V2 + xi log f(a), 
20 2 a a a? @ mt = . , 
—35,- 554+ 55s = po am — Foe V2 + zi log f(a), 
2a 49 2a a? 2? @ . . 

— 28, + 28, — <5, = 5 -+ 2 — = log V2 + xi log f,(@). 


Ebenso, wie wir oben die Summe 7” auf 7’ zuriickgefiihrt haben, 
kénnen wir auch hier, wenn wir links den Factor z?: 8 hinzufiigen, 
bei den Summen S,, S,, S, die Zahlenpaare z,y auf relative Prim- 
zahlen beschriinken. Wenn wir also die S jetzt in diesem Sinne ver- 
stehen, so erhalten wir 


“( 1) 1 Y 9a og 
log f(@) = ;I0 og V2 + ! =(- o + — — 458, + 28, + 28), 
(12) log f,(@) = + log2 + =! (— o —= — 28,428, —48,), 


log f,(@) = 5 log? += (2044428, — 48, + 28,). 


Dies System stimmt der Form nach auffallender Weise vollstiindig 
mit dem System (17) iiberein, mit den Cayley’schen Formeln nicht ganz. 


iV. 
Die Weierstrass’sche o-Function ist durch ein unendliches Pro- 


duct definirt, deren einzelne Factoren 


u 1 


u w + 2 w? 
(1 — —)e . 
w 
(w = 2u0 + 2y'o) 
sind, und welches in diesem Sinne unbedingt convergent ist, und eine 
ganze analytische Function von w definirt.**) Nimmt man aber die 


Exponentialfactoren fiir sich und die binomischen Factoren 1—- fiir 


*) Diese Formel kann auch direct aus der Betrachtung der Summen ab- 
geleitet werden, ohne die Eigenschaften der Functionen f(@) zu verwenden. 

**) Vgl. Schwarz, Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen nach Weierstrass. Zweite Ausgabe. Berlin 1893. 
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sich, so erhalt man divergente, oder wenigstens nur bedingt conver- 
gente Producte. 

Stellt man die Zahlenpaare uw, w’ als Gitterpunkte in einer Coordi- 
natenebene dar, so kann man nach Cayley in dieser Ebene eine geschlos- 
sene Curve ziehen, von der zur Vereinfachung angenommen wird, dass 
sie durch die Coordinatenaxen in vier symmetrische und congruente 
Theile getheilt wird (etwa eine Ellipse) und dann das Product aller 
der Factoren nehmen, deren repriisentirende Punkte in dem von dieser 
Curve umschlossenen Flichenraum liegen. Man erhilt so, da jetzt 


Z’ + an 0 ist, 
w 


Tw—«) 3° 
—~ Ww) ° ’ 
wo der Accent bei Summen- oder Productzeichen die Bedeutung hat, 
dass das Werthepaar « =0, uw’ =O auszulassen ist. Die Function 
o(w) kann dann als der Grenzwerth dieses Productes definirt werden, 
den man erhilt, wenn die begrenzende Curve sich allseitig ins Un- 
endliche ausdehnt. 


Man erhilt dann, wenn jetzt 7 die Bedeutung wie bei Weierstrass hat*) 


=, 1 
o(u + 20) TT( ~ u— 2@ + w) (u+o) 2w 2’ — 


ote) TWi-«+0) ° soa ial 
und wenn man mit Cayley den Productfactor = — el“+)4" setzt, 
(22) 2y = M+ 202’... 


Hiernach ist fiir jede besondere Art der Grenzcurve die Grenze M 
zu bestimmen, was demnach, ausser von der Natur dieser Grenzcurve, 
nur von @ und @, nicht von w abhingt. 


Diese Grenze M lisst sich in der folgenden bemerkenswerthen 
Weise darstellen : 


Ich bezeichne mit @ wie friiher eine Grésse mit positiv imagi- 
nirem Bestandtheil. Dann ist 


x 


(23) Lim >) D cyeph = 3 + 2 him > — 


s==1 1,2 —@,@ (e+ yo)?* 

Und mit Hilfe der Formel 
(2s) a 
((— 226 (@ + wy))** 





— fenietint §2s—1 dé, 
v 


und nach der Fourier’schen Reihe: 


*) S. Formeln und Lehrsiitze Art. 7', 8. 


Mathematische Annalen. XLVII. 


ro 
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x z 1 2 
2 = - Sean anige NS) 2niwy 6+») a" 
06 Ss Boia fe 2° (+n) a 
0 





n 
= > etinyn y2s—1 », 
1,@ 


wenn die Summation in Bezug auf x gleichmdssig zu positiven und 
negativen unendlichen Werthen von x auszudehnen ist. 


Fiihrt man in (24) noch die Summation in Bezug auf y aus, so 
ergiebt sich 


Ts) > 7 1 | Sea 
(— 2mi)** & actw 2 2naiwn " 





l—eé 


n ‘ 

= » 2 dlog(i- ***") n2s-2 

‘on: Ps da ? 
lo 


und wenn man nun den Grenzwerth fiir s = 1 aufsucht, 


‘ I~ 1 sas - dlog n (a) a? 
Lim > tee ties “wie 1 


so dass die Formel (23) ergiebt 


, 1 —_ - dlog n(@) 
(25) Lim >? bs oy) = — 4m ~—— ° 


Nun ist, wenn die Perioden 2, 2m’ der o-Function mit @,, @, 
und ihr Verhiltniss @,:, mit w bezeichnet wird, nach § 32 meines 
Buches iiber elliptische Functionen 





22% d log n(a) 
~ & do ? 
worin 4 dieselbe Bedeutung hat wie in der Formel (22), und hiernach 
ergiebt sich aus (25) 


j= 


*) Dedekind hat mich in einem Briefe vom 27. Februar 1894 auf folgenden 
eigenthiimlichen Umstand aufmerksam gemacht. Auf der rechten Seite der 


Formel (24) steht eine durchaus stetige Function von s, die fiir =; in den Werth 
n 
Sn 
= e~? miwy 4 
iibergeht, waihrend sich aus der in Nr. II] angewandten elementaren Formel ergiebt 
: a : 
— 2ni (a+ ay) 2 ° e—2%xioy—1 


Die Summe 2 (a+ wy)~** ist also eine bei s=5 unstetige Function von s. 
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Setzt man dies in (22) ein, so a sich, wenn map @, wieder 
durch 2 ersetzt, 


B= we 2-22) 
M wiirde sich also dann =O ergeben, wenn man die Glieder der 
Reihe 2’w-** durch die Wahl der Grenzcurve so anordnen kénnte, 
dass man eine bis s — 1 stetige Function von s erhilt. 

Alle diese Resultate sind aber bis jetzt nicht, wie zu wiinschen 
wire, direct aus dem Ausdruck der o-Function durch das Doppel- 
product abgeleitet, sondern mit Hilfe anderweit bekannter Perioden- 
eigenschaften der o-Function, die in Art. 6 der ,,Formeln und Lehr- 
siitze “ durch Umwandlung der 6-Function in ein einfach unendliches 
Product abgeleitet werden. 


Fiir besondere Arten des Grenziiberganges wiirde die directe 
Untersuchung wohl durchzufiihren sein. 


9* 











Sur quelques propriétés des ensembles d’ensembles et leurs 
applications & la limite d’une ensemble variable. 


Par 


C. Buraui-Fortr 4 Turin. 


Nous nous proposons d’exposer quelques propriétés remarquables 
de la limite d’un ensemble variable. Ces propriétés, qui se trouvent 
réunies dans le § 3, s‘obtiennent assez facilement par des propriétés 
générales des ensembles d’ensembles que nous avons exposées au § 2. 
Dans le § 3 nous nous servirons seulement d’une partie de ce que 
contient le § 2 mais nous avons cru utile d’indiquer les groupes complets 
de propositions 1—7, 13—18, 19—22, qui expriment des propriétés 
pas encore connues des ensembles d’ensembles. Dans le § 1 nous 
rappelons la définition de la limite selon l’acception moderne,*) et 
nous rapportons, pour commodité du lécteur, quelques-unes de nos 
formules (voir la note*)) dont nous nous servirons au § 3. 

Les ouvrages que nous avons cités, sont les seuls, du moins nous 
le croyons, que l’on a sur la limite d’une fonction selon |’acception 
moderne de la limite. 

Pour énoncer et démontrer tous les tnhéoremes, nous ferons usage 
des symboles de la logique mathématique, aujourd’hui assez connus 
pour pouvoir omettre |’ explication de leur signification et de leur emploi. 
Pour les éclaircissements ultérieurs nous renvoyons le lécteur a 1’« Intro- 
duction au formulaire de mathématique» et au «Formulario di mate- 
matica» publiés par la Rivista di Matematica.**) Nous indiquerons ces 
deux ouvrages avec les abréviations «Int Form», «Form». — 

*) G. Peano. Sulla definizione del limite di una funzione, Rivista di Mate- 
matica. Vol II, pag. 77. — Sur la définition de la limite d’une fonction, American 
Journal Vol, XVII, pag. 38. 

R. Bettazzi. Sui punti di discontinuita delle funzioni di variabili reale. 
(Rendiconti Circolo Matematico di Palermo VI). — Parte VII del «Formulario» 
publié par la Rivista di Matematica. 

C. Burali-Forti. Sul limite di una classe variabile. Atti Accademia di 
Torino Vol XXX. 


**) On peut aussi consulter: Logica Matematica. Manuali Hoepli (C. Burali- 
Forti). 
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§ 1. 


___ La limite d’une classe se présente en plusieurs questions de géométrie 
différentielle.*) La sphére qui passe par quatre points d’une ligne est 
une classe (de points) variable selon les variations du groupe des 
quatres points sur la ligne; lorsque ceux-ci tendent vers un point A de 
la ligne, la sphére tend vers une limite qui est la sphére osculatrice 
en A. 

Suivant les méthodes de Grassmann,**) nous pouvons considérer un 
point P fonction de deux variables uw, v qui peuvent prendre toutes 
les valeurs des classes a, b. Si P(u, v) est la fonction que nous 
considérons, P(a, v) est une classe (de points) variable avec la variation 
de v; pour chaque valeur speciale de v, P(a, v) représente une ligne, 
faisant tendre v & une valeur v de b il faut considérer la position 
limite de la ligne (classe de points) variable, ***) 

Dans plusieurs questions de Physique et de Mécanique il faut 
considérer des quantités qui dépendent de toutes les valeurs qu'une 
fonction acquiert dans un intervalle donné.7) 

Il est par conséquent nécessaire de considérer une fonction d’une 
classe. Si la classe est variable la limite de la fonction dépend de la 
limite de la classe. ***) 

La limite d’une classe variable a été présentée aussi dans le 
théoréme de l’integrabilité des équations différentielles ordinaires.;+) — 

Nous avons défini la limite d’une classe variable suivant l’acception 
moderne de la limite, et nous avons démontré comment une telle 
définition peut se réduire & celle qui a été donnée par M. Peano (Math. 
Ann. vol. 37 § e P pag. 197) et comme, de méme, toutes les prop. du 
§e de M. Peano continuent a subsister. Nous retrouverons quelques-unes 
de ces prop: (§3P2,3,7) comme conséquences immédiates d'autres 
propriétés générales. 

La définition que nous avons donnée de la limite d’une classe 
variable est la suivante: 


m,neN .weK qn. fe(Kqa)fu.aeDu.g-. 
1. limy fay) = da 0 Ye {h, kEQ. ux: 28 (wn(ay+ Oth) . fen (y+ Omhk) 
-=A°-=, A}- 


*) G. Peano. Applicazioni geometriche del calcolo, pag. 302 et suivantes. 
**) Grassmann, Ausdehnungslehre. 1844. 
***) Ascoli. Le curve limiti di una varieti. Memorie Acc. Lincei Vol, XVIII 
Serie 3° (Parte 2° pag. 525 et suivantes). 
+) V. Volterra. Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni, Rendi- 
conti Acc. Lincei Vol III, — Sur une généralisation de la théorie des fonctions 
Acta Mathematica Vol. 12. 
+t) G. Peano. Démonstrations de l’integrabilité. Math, Ann. Band XXXVII. 
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C’est-a-dire «Si m, sont des nombres entiers, « est une classe de 
nombres complexes d’ordre m,f est un signe de fonction qui fait 
correspondre & chaque w une classe de nombres complexes d’ordre n 
et x, est un élément de la classe dérivée, selon Cantor, de wu (Form V), 
alors: nous dirons que y est une valeur de la limite de fx, lorsque x 
en variant dans la classe wu tend 4 a, lorsque y est un q, et quelque 
soient les nombres réels et positifs h, k il existe un élément z de u 
& Vintérieur de la sphére du centre x, et du rayon h (le centre exclus) 
tel qu’il existent des valeurs de fz & l’intéreur de la sphére du centre 
y et du rayon k.» 

Remarquons que nous indiquons dans la P1 l’ensemble des nombres 
0 a1, (0 et 1 exclus), avec ©. De plus avec la notation lim, /fz,, 
ou bien lim,,,.2,f/% nous indiquons la phrase «limite de fx lorsque xz 
changeant en uw tend 4 2». Dans le signe lim, fx, lim, /f est un 
signe de fonction qui, & chaque élément de Dw fait correspondre une 
classe de q, (Sul limite .. Atti Acc. Torino. 1. ¢. pag. 10). 

A la Pl on peut donner la forme (Sul limite... pag. 9) 

2. Vimy fy = Guo FE {hEQ «On. yeC [Uf f(w nm (a + Omh))]} 
et l’hypothése de la P1 reste sousentendue. 

En celle-ci parait le signe u‘ (Form V) dont la signification est 
amplement expliquée au §2. Quant au signe C il faut rappeler que Cu 
indique la classe uw «fermée», c’est-a-dire, (Cu—wuv Du), Cu est la 
somme logique de u et de sa classe dérivée (Form V $7). 

Nous mettons maintenant la P2 sous une autre forme dont nous 


nous servirons dans le §3. Quel que soit le nombre réel et positif h 
nous mettons 


(1) bh = Cl‘ fun (a +Omh))] 


c’est-A-dire nous indiquons par w le signe de fonction qui 4 chaque 
h de Q fait correspondre la classe 


Clif (uo (%+9mh))]. 

En transportant ) dans le second membre de (1) (Int Form — pag. 33) 
on a 
(2) v = Clif (u(x, +Omh))|h 
et done w résulte exprimé par /. 

Pour la (1) la P2 prend la forme 

lim, £% = qn ye {hEQ.—n.yewh}. 

Or la partie située entre { } reste indiquée par 4‘ (YQ), (voir 

§2 P(4)), et la proposition précédente devient 


limy f% = qn a{a‘ (¥Q)}. 
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Or, comme -‘ (~Q) est une classe de q,, on peut dans la formule 
précédente supprimer q, (Form I §1 P33) et l’on a 


lim, [%) = -‘(~Q). 


En substituant & y le signe indiqué par la (2) on a 


3. lim, f%%, =,‘ Olu f(u ray (ao 4 re) mh))|hQ. 


Nous avons donné a la P1 aussi la forme suivante 


4, lim, fx, = lim,,oo[U f(u n (a+ OmA))]. 


Enfin étant r un nombre entier et 2 un élément de la classe D'u 
nous avons démontré que 


5. reN .ae Dru. oc. lim’ fa, ¢- lim, fa, 


ou, p. ex. lim? fa) = limy, pu,x, lim, f%, ... 


Nous nous servirons des P2—5 au §3. 


§ 2. 
(a) 

Soit w un ensemble d’ensembles (weKK). C’est-d-dire, soit w une 
classe dont les éléments sont d’ensembles. Avec u‘u = que l’on peut 
lire «somme logique des wu» — nous indiquons (Form. V §1 P10) la 
moindre classe qui contient tous les ensembles qui forment wu. Avec 
au — quon peut lire «produit logique des w» =, nous indiquons 
(Form. V §1 P9) la plus grand classe commune a toutes les classes 
qui forment wu. 

En d’autres termes nous disons que «x est un élément de la classe 
v'u lorsqu’il existe au moins un élément y de w & qui x appartient»; 
que «x est un élément de la classe ~‘w lorsque x appartient a chaque 
élément de w>». 


Nous exprimons cela en écrivant 
KK-9-Uu=Zé . om 
ee ee eae } (Form. V §1P 10,9). 
"Qo otu = Elyew: Oy: vey} 


On peut remarquer que les signes U‘, »‘ placés au devant d’un 
ensemble d’ensembles produisent une classe. 
Nous avons pour les signes u‘, »‘ les propositions suivantes 


u,veKK.9-. 
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lL. M(wuv) = (4) U (0) 
(Hp. Form. V §1 PIO: su‘ (Woe) = HE {ye(urv) -wey-——=yA}- 
Form. 1 §4 P4, § 2 P22:9:U' (wu) 
= {ysu-veyruiyev-Ley:—=, q\- Form, I§3P10:9: 
(wor) = %é {yeu LEY my Ar YEV- LEY —=y A}: 
Form.1 §4P4, V§1P10:9: Ts], 


N 


af (Wov) = (nf U) a (Af v) 
[Hp. Form. V §1 P9:¢: a‘(wuv) = %é {ye(wuv) Oy: wey}. 
Form. 1§4 P4, §2 P17: g: 4‘ (wu) 
= HE {yeu Dy Ley: yev-Oy- vey} - Form.1 §4 P3,V §1 P9 
2:9: Ts], 
3. ugv.g.“ugvo 
[Hp. Form.1§2 P16: g:0—=uwov.Pligiso= (‘vu (vo). 
Form.1 §2 P16: 9: Ts}. 
4 ugv.g.chvgonsu 
[Hp:9g:0v—uvv. P2:9:A'0 = (fu) A (0). 
Form.1§1P33:9: Ts], 


o 


. J (u n v) 0 (US u) ray (U v), 
[Hp.Form.1§1P5:9g:unvQu.unvgy. P3:g:'(unv) uu. 
J (unv) vf v. Form. 1 §1 P36: 9: Ts], 


6. (af u) vu (Af v) OQ at (unr) 
[Hp:g:anvgu.unvgu.P4:9: nf ugar (unv).nfvga'(uar). 
Form.1§2 P17:9:Ts], 
1 SASHA 
[Form. V §1P9:z Qi nf A = Ze {ye . Oy. vey) . 
Form.1 §3 P3:9:P7], 
T KAMA MASA (A)=—A. 


(b) 
Soit u une classe quelconque et f, m de classes fonctions des u, 
(f, peK fu). Quelque soit l x de u, fx et px sont des classes; les 
signes fu px, fxngpx ont une signification, et représentent des 
classes. — C’est-a-dire nous avons 


(1) LEW. Oe -fuxvpxr, fxengpuek, 
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De plus; si 2, y sont des éléments de u et x = y, alors f= fy, 
px = gy, et les sommes et les produits des classes fx, px, fy, py 
sont égaux. C’est-d-dire 


(2) w.pew.r=Y.Ory- fer pe=fyr py.fenpr=—fyn gy. 

On sait bien que (Korm.1§5P1,2) nous disons, p. ex., f est une 
correspondance (wnivoque) parmi les w et des classes, ou, f est une 
classe fonction des w, lorsque: quel que soit |’ x de u, fx est une classe 
déterminée, et lorsque aux éléments égaux entre eux de u correspondent 
de classes égales», 

Les hypothéses précédentes restent, si quel que soit |’ x de w nous 
écrivons 4 la place de fx pa le signe (fu m)a, alors il suit: 1., par 
la (1) que (fv g)x est une classe quel que soit |’ z de w; 2., par la (2) 
que (fug)x =(fug)y quel que soient les éléments égaux 2, y de u. 

Done on peut considérer fv m comme un signe de correspondance 
univoque entre les w et des classes. 


Nous pouvons faire des considérations semblables en écrivant 
(fn )x & la place de fz. ma quel que soit l’ x de w. 
Nous exprimons en symboles les choses précédentes en écrivant 
weK.f, peKfu.g.. 
8. eu. de. (frg)a—farvgz, Def 
9. fugpeKfu 
[(«). Hp. P8, Form.1§1P30..9.. vew. oe: (fu g)e 
=fxvrgpx.fxrgpueK. Form.1§4P10..9 .. veu 
-Je- (fv p)vek, 
(6). Hp. P8. Form.I§2P9,12; §4P10..9..u, yeu.rmy 
Oxy: (fv pe = (fe @)y 
Hp. (a). (6). Form.1 §5 P1,2: 9: Ts], 
10. vew. Oe. (fo gp)e—fan gz, Def 
ll. fa gpeKfu. 


Nous conviendrons encore d’exprimer que, quel que soit |’ x de u, 
la classe fx est contenue dans la classe px, (fxg px), en écrivant 


fog. Cest-a-dire nous mettons, en sousentendant lhypothése com- 
mune aux P8-—11, 


12. 1OP+=:f8U- Oe feQ PL. Def 

Conservons a u,/f la signification précédente. Nous avons établi 
d'indiquer (Form.1§5 P3) avec fw la classe dont les éléments sont les 
valeurs que fx prend lorsque x prend toutes les valeurs de la classe w. 
Etant f une classe fonction des wu, fu est un ensemble d’ensembles 











26 Buraut-Fortt. 


et donc fu est une classe. Nous avons démontré (Sul limite... 
Atti. Accademia. Torino. 1. c. pag. 7) que 


(3) U fus= re {yeu-xzefy-——=, A}. 
Egalement pour la classe ~‘ fu on a 
(4) a fu=iZé {yeu. Oy. vefy}. 


Nous omettons la démonstration de cette proposition puisqu’elle 
est tout a fait semblable 4 celle de la proposition (3). 

Ayant u, f, » la signification indiquée dans |’Hp. commune aux 
P8—12, nous nous proposons d’établir les relations qui existent entre 
les classes U(fug)u, no (fog)u, ..- stfu, pu, ... ayant pour 
les P8—11 les prémiers de ces signes, recu une exacte signification. — 


ueK.f, peKfu.g.. 
13. JN (feu g)u = (‘ fu) ¥ (J pu) 
[Hp. P9, (3):9:(fup)u=Zé {yeu-ve(fop)y-—=yA} . 
P8. FormI §4P4:9:U(fug)u 
= GE {yeu.vefy:viyeu.cepy:—=, A}. Form.1 §3 P 10:9: 
(fu g)u = Zé lyeu.cefy.—=y Arviyeu. LEPY.——=yA}. 
P(3):9: Ts], 


14. at (fin pu = (n! fu) » (of pu) 
[Hp.P11,(4):9:-(fagp)u= LE {YEW Dy. LE (fn py} .P10. 
Form.1 §1 P36:9:-'(fagp)u 
—= GE {yeu.py.x efy:y ew. yx egy} .P(4): 9: Ts]. 


1. fO9-O-‘fug pu 
[Hp. P8, 12. Form.1§2P16:9:9 =fug.P13: 9: pu 
= (fu) v (US pu). Form.1 §2 P16: 9: Ts], 


16. fop.9-o' fuga‘ pu 
(Hp. P 10,12. Form.1§1 P33: 9:f—fagp.Pl4:9:.'fu 
= (a fu) n(n‘ pu): 9: Ts], 


17. (fin pug (fe) 0 ( pu) 
[Hp. P 10,12. Form.1§1P5:9:fagpof-fogpog. PIb5.. 
Form. §'1 P36 :9: Ts}, 
18. (a‘fu) v (pu) go‘ (fu g)u 
[Hp. P8,12.Form.1 §2P15:9:fofrgp.gofugm. P16. 
Form.1 §2 P17: 9: Ts]. 
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Entre les P13—18 que nous venons de démontrer et les P1—6 
de la partie (a) (de ce § 2), il y a de l’analogie mais non pas d’identité, 
Le manque d’identité est produit par le fait que la classe, p. ex., 
(fug)u, nest pas égale 4 la classe furgu. En effet si y est un 
élément de w, alors x est un élément de (fv @)u lorsque x = fy uy, 


tandis que x est un élément de fu v pu lorsque x = fy ou = —py. 


(c) 

Soient w,v, w des classes quelconques, Soit f une correspondance 
univoque entre les u et les v; et p une correspondance entre les v et les w, 
(fevfu.pewfv). Si x est un élément de uw, fx est un élément de », et 
p(fx) un élément de w. Il est aisé de reconnaitre qu’au moyen des 
correspondances univoques /, gy on établit une correspondance, pareille- 
ment univoque, entre les u et les w telle qu’a chaque élément « de u 
elle fait correspondre |’élément (fx) dew. Nous indiquons (Form. I §5) 
par of le signe d'une telle fonction, c’est-i-dire nous admettons que 
les notations m(fx), (pf)x, pfx ont une méme signification. 

Soit & présent w une classe de nombres complexes d’ordre m,(wéeK qn), 
et f une classe de nombres complexes d’ordre fonction des u, (f e(K qu) fu) j 
Si z est un élément quelconque de la classe wu, fx est une classe de 
qn, dont la classe dérivée, selon Cantor, est indiquée par D(fz), 
(Form.V §5P1). D(x) indique aussi une classe de q,; & des classes 
égales de q, correspondent des classes dérivées égales; et done D est 
un signe de correspondance univoque entre des classes de q, et des 
classes de q,. D’apres tout ce qu’on a dit précédemment, nous pouvons 
affirmer que D/ est une classe fonction des u, c’est-a-dire Df est un signe 
de correspondance univoque entre les w et les classes de q,. Les mémes 
hypothéses subsistant, il est connu que nous indiquons par C(fz) la 
classe fx fermée, (Form. V §7 P 1,2) et précisément la classe fu. D(fx). 
De ce qui précéde il résulte que Cf est une ciasse de q, fonction des u. 
De plus, étant Cfa—fx.Dfx, pour tout ce que nous avons dit 
dans la partie (b) de ce §, le signe Cf est identique au signe fv Df. 

Subsistant encore les hypothéses précédentes, fw est un ensemble 
d’ensembles; et Dfwu est aussi un ensemble d’ensembles. En Dfu nous 
entendons que les signes D,f,u sont séparés ainsi (Df)u. Le signe 
D (fu) a-t-il quelque signification? 

D’aprés sa définition, le signe D est une classe fonction de classe, 
et pour cette raison D est aussi un ensemble d’ensembles, fonction 
d’ensembles d’ensembles. En effet étant a, b des classes queleonques 
et f un b fonction des a, selon la signification donnée & fa (Form.1 
§5P3), et expliquée déja plusieurs fois, f indique aussi une classe 


de b fonctioa de classe de a(fe (Kb)f(Ka)), et aussi ensemble d’en- 
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sembles de b fonction d’ensemble d’ensembles de a, (f ée K(Kb)fK(K a)) , 
et ainsi de suite. 

Done D(fu) indique l’ensemble dont les éléments sont les classes 
dérivées de chaque classe de fu, et donc par les signes Dfu (ou (Df)u) , 


D(fu) nous indiquons le méme ensemble d’ensembles de q,. Pour les 
fonctions Df, Cf on a les propriétés suivantes 


m,neN .weKqn .fe(Kqr)fu.g-. 


19.  (Dfu) 9 Di‘ fu) 

[(«). Hp. Form. V §1P10-.9..yeu.vefy.——=y A:Oe: ver‘ fu. 
Int Form. §18 P10. FormI §1 P39 .. 9 ». yeu. gy: vefy 
Ox - ve fu. Form.1§4..9-. yeu.C,. fy gu'fu. 
Hp. (a). Form. V §5 P9.. 9 «. yew. oy. Dfyo Di fu). 
Form.I §4, §1 P39... 9... yeu. veDfy . Oxy. ve D(iK fu). 
Int Form. §18 P10 ..9 «. yew. reDfy.—-=y A 
:O2: ve D(Ui‘ fu). Form. V §1 P10». 9... we U (Dfu) 
Oe ceD(i fu) ..9.. Ts], 


20. D(x fu) 9 «' (Dfu) 

[(a). Hp. Form. V §1 P9.. 9». we(aS fu). Oe: yeu. oy. vefy. 
Form.1 §1 P39... 9 .. yew. Oy: we(o‘ fu). Oe - Ely. 
Form.1 §4...9 «. yew. Oy. oS fug fy. 
Hp. («). Form. V §5 P9..9.. yeu. Oy. D(-‘fu) o Dfy. 
Form. I §4, §1 P39..9 .. yew. veD(a‘fu).Or,-x2eDfy 
“9. ve D(A‘ fu). de: yeu.o,.veDfy. Form. V §1 P9 
“Qe Dn‘ fu). Oe. ven (Du). 9 -. Ts], 


21. U(Cfu) 9 C(‘ Su) 
[(«). Hp. Form.I §5 P12, V §7 P2. P8:9:Cf=—/fiDf 
Hp. P19: 9: (fu) v (US Dfu) ¢g (fu) v D(KM fu). P13. 
Form. V §7 P2: 9: (fUD/)ug C(' fu). (@): 9: Ts], 


22. C(A‘ fu) 0 nf (Cfu) 
[Hp. P20: 9 :(A‘ fu) D(A‘ fu) 9 (A fu) v (0S Dfu). P18. 


Form. V §7 P2:9:C(a‘ fu)ga‘ (fu D/)u. (@) P21: 9: Ts}. 








SO ETA 


PR TAIT 








); 
es 


), 


es 


). 








Ensembles d’ensembles, 29 


8 3. 
(a) 


Appliquons & la limite des classes variables les propriétés des 
ensembles d’ensembles démontrées dans le § précédent. 

Soit « une classe de nombres complexes d’ordre m, et f, p des 
classes de nombres complexes d’ordre m fonction des u. Moyennant 
les conventions faites dans le §2, fug, f-@ sont des classes de 
nombres complexes d’ordre » fonction des wu. Ktant x, un élément 
de la classe dérivée de w nous pouvons considérer les classes 


lim, (fv p)%, lim, (44 9). 
Nous nous proposons d’établir les relations entre ces classes et 
les classes lim, /%,, lim, p%. 
m,neN .ueKqn./, pe(Kq,)fu.aeDu.g-. 
1. lim, (fv p)x, = lim, fz, v lim, 9%, 
[(«). Hp. ye(Kqa)fu.heQ:g:Ay=u'(un(a+Omh)) (Def) 
(8). Hp. Form V §5 P4. heQ: 9:/, p&(Kqa)f (un(%+Omh)) - 
§2 P13. (a) -Q: Ayvp = Ayu Ay . Form. V §7 P4:9:C Ay, 
= CA;u Ay 
(vy). Hp. pe(Kq,) fu. (@) 9 2. By. =: heQ .yeCAy.=rAQ 
(Def) 
(8). Hp. («). (8). (y). Form.1 §2 PT :: Q:: Brug. =: heQ.y 
— éCA;.y—eCAg. =, A. Int Form, $18 P9:: 9:2: Bry. 
=. heQ.y—eCAy. =, ArviheQ.y—eCAy. =, Q. 
(7) 2:93: Bg = Bw By, ; 
(e). Hp. (@). (a). Form.I §3 P8, §1 P2:9: lim, pa, 
= qn oye {heQ .y—eC Ay. =, A} - (vy): 9: lim, pa, 
= dno ye(By). 
Hp. (€):¢ slimy (7p) % = GnoYé (Byug)- (0): Os lim, (Fup) xy 
= (an 0 Ve(By)) v (an0 ye (By)). (8) 2:9 TS], 
2*. fog.Q- lim. fx gc lim, 92, (Peano. Math. Ap. $e P5) 
[Hp. §2 P§,12:9:p—/fvcm.P1:9: lim, pa, 
= lim, /% v lim, pz: 9: Ts], 
3*. lim, (fag) 2%, ¢ lim, 2% - lim, pa, (Peano. Math. Ann. §e P6) 
[Hp. §2 P10, 12: 9:fagos./ag. P2*:9: Ts). 
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D’autres propriétés nombreuses, dont nous allons exposer les principales, 
sont des conséquences de la P1 et des formules du §2. 


(b) 

Soit « une classe de nombres complexes d’ordre m, / une classe 
de nombres complexes d’ordre n fonction des uw, et 2 un élément de 
la classe dérivée de u. Nous nous proposons d’établir les relations 
entre les classes lim, /x,, lim, D/x,, lim, C/x,, D lim, /2%,.... 


m, neN .ueK qn. fe(Kq.)fu.x2,eDu.g-. 


4, lim, Df ¢ lim, fx, 
[(@). Hp. Form. V §7 P2:9:Cu—wuv Du. Form.V §7 P3,4 
2:9: Cu=CuvCDu:9:CDug Cu. 
(B). Hp. heQ:g:m—un(a,+Omh).yh = C(‘fm). (Def) 
(vy). Hp(B). (8) : QO : Yosh = Clu (Dfu)]. §2 P19: : dosh 
Q CD (fu). (@): 9: ash C( FS). (B): O: Vash 2 yh. 
(0). Hp. (vy): 9: heQ. cn. Yosh Cc vyh. §2 P12: q: dos dQ y. 
§2 P16. (B): 9: 4% bop QQ oS v,Q. 
Hp. (8). $1 P3: 9: lim, Df xy = o‘ bo, Q . lim, fx, 
=‘ ¥,Q.(d): 9: Ts]. 
5. lim, C/2) = lim, /2, 
[Hp. $2 P10,12. Form. V §7 P2:9:Cf=/vcD/.P1:9: 
lim, C2 = lim, f/x, v lim, Dfa,. P4:9: Ts}. 
6. fo Df. co. lim. fx = lim, D/x 
[Hp. Form, V §7 P2: 9: Cf = D/. P5:9: Ts}. 


7*. Clim, fz, = lim, fx, (Peano. Math. Ann. §e P8) 
[Hp (6). P4.§1 P3: 9: Clim, fa = C(a‘ yy Q). §2 P22 
:9: Clim, fa, 9 -‘ (C¥,Q). Form. V §7 P3. (6) P4 
79: Clim, /% 9 o ¥/Q.§1P3: 9: Clim, fa, 9 lim, /%. 
eForm. V §7 P2: 9: Ts}. 
reN.a,eDru.g: 
8. lim,” D/a, ¢ lim, £2, 
[Hp. §1 P5:9: lim,” D/a, ¢ lim, D/a. P4:¢9: Ts}. 
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9. lim,” Cf, ¢ lim, fx, 
(Hp. §1 P5: 9: lim,” Ca ¢ lim, Cfz,. P5: 9: Ts}. 
10. Clim,’ fx, - lim, 2% 
(Hp. §1 P5:¢9:lim,’ fx olim, fx). Form. V §7 P5. P7:¢9: Ts}. 


(c) 

Soient u,v des classes de nombres complexes d’ordre m et / une 
classe de nombres complexes d’ordre » fonction des uv v. 

Cela admis, il résulte (Korm.I §5 P4,8) que / est une classe de 
qn fonction des uw et des v. Si alors z est un élément de la classe 
dérivée de uw et de v nous pouvons considérer les classes lim, ./2,, 
limune /%, lim, /%, lim, 2). Nous nous proposons maintenant de 
déterminer des relations entre ces classes 

m, neN .u, veK qm. fé(Kqn)f(urv).aeDun Dv.g.. 
11. limyee f%) = lim, £2 v lim fx, 
[(a). Hp. weK qn -/e(Kqa)fw.2eDw.heQ: 9: Ay 
= wn(x, + Omh) (Def) 
(8). Hp. (@): Q : Auue = Ay v Ay. Form.1 §5 P9: 9: fAuve 
= f Aue f Ay. §2 P19 3S Aue = (fA) v (LAs): 
(y). Hp (a). (a). §1 P4: ¢: lim, fa = lims, 04 FAw. 
Hp. (a). (B). (vy): Q: limuve £%) = limy,g,o oS SAuve- (B) : 
0: limuye £27 = lima, g,o (Hf Au) v (47-2). P12¢: limyye fy 
= (lims,g,0 Mf Ax) v (lims,g,0 o' fAe) - (¥): Q: Ts]. 
12. wgv.¢. lim, fx 9 lim, fx, 
[Hp.:9:v—=uvv.Pl1l:9: Ts}. 
13. limyne £% C lim, fx, - lim, £% 
[Hp.:g:unvgu.unvgv.Pl2: 9: Ts}. 
14. lim, f/% —= A . lim, fa — = 0. a@éeqn.- -*. litte /% = ta. 
=: lim, /% =a. lim, fr =a 
[(¢). 7, seK re =A .se eA. ge rusHie. = ir —U7 
$= 62 
Hp. (a) .. 9 .*. lim, /% v lim, fa, = ca. =: lim, / 2% 
=va.lim,/x =ta.P1l..9.. Ts]. 


Nous allons faire quelques observations sur la P14. En écrivant, 
par exemple, lim, fz, = +a nous exprimons que la classe lim, /2, 
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contient le seul élément a; en effet, si nous opérons dans les deux 
membres avec # ¢, et si nous nous souvenons que é¢ est équivalent au signe 
=, nous avons vé lim, /2, . =.“ =a, qui exprime « dire que x est un 
élément de la classe lim, fz) c’est la méme chose que dire que « est 
égal 4 a». Par la P14 nous exprimons que: «Si les classes lim, [2 , 
lim, fz, contiennent des éléments et a@ est un nombre complexe d’ordre n, 
alors dire que la classe lim,,,/x, contient le seul élément a c’est la 
méme chose que dire que chacune des classes lim, /2z,, lim, / Z, 
contient le seul élément a». 

Voila quelques conséquences de cette proposition que nous mention- 
nons rapidement. Soient u,v des classes de nombres réels c’est-a-dire 
mettons m= 1) et f une classe de nombres réels fonction des uu v 
(c’est-a-dire mettons m= 1). Si la classe p. ex. lim, /z, est définie 
de maniére qu’elle puisse contenir aussi + 00 et — oo, alors 


lim, /%—-= A; 
c’est-a-dire la classe contient toujours de: éléments. (Peano. Am. Jour. 


pag. 59). 
Alors d’aprés la P14 nous avons 


u, veKg .feqf (uvv).x2eunvn Dun Dv.o: 
limyue 2%) = tf%,.—. lim, £2, = tf 2%, . lim, £2) = tf 2. 

Si @ la place de, p. ex, lim, /xz, = «t/a, nous lisons «la fonction 
/ax définie en u est continue dans le point x,» la proposition précédente 
exprime: «Dire que la fonction fz définie en uvv est continue dans 
le point (non isolé) 2, commun & wu et v cest la méme chose que 
dire que la fonction fx est continue en x, soit qu’on la considére 
définie en uw ou en v>. 

Plus particuligrment encore, si p. ex. la fz est une fonction réelle 
définie dans un intervalle a‘'b (ou abeq), alors, nous avons: «Dire 
que la fonction réelle fx définie dans lintervalle ab est continue 
dans le point x (interne 4 a''b) c’est la méme chose que dire qu’elle 
est continue & droite de x, et continue & gauche de a)». 

Les propositions que nous avons exposées dans ce memoir donnent 
lieu & de nombreuses applications, que nous exposerons aillears. 


Turin Février 1895. 








Begriindung der Lagrange’schen Multiplicatorenmethode in der 
Variationsrechnung durch Vergleich derselben mit einer neuen 
Methode, welche zu den nimlichen Lésungen fihrt. 


Von 


B. Turxsma in Amsterdam. 


Die Beweise, welche man fiir die Lagrange’sche Multiplicat>ren- 
methode in der Variationsrechnung gewoéhnlich giebt, sind nicht ent- 
scheidend*), weil man bloss zeigt, dass die gefundenen Lésungen den 
Forderungen des Problems geniigen, nicht aber dass sie die einzigen 
sind, Der Vergleich der Lagrange’schen Methode mit einer im Folgen- 
den entwickelten neuen Methode wird aber zeigen, dass sie wirklich 
alle Lisungen des Problems liefert. 


Die Lagrange’sche Methode. 


1. Man kann bekanntlich immer voraussetzen, dass sowohl in dem 
gegebenen Integrale als auch in den Bedingungsgleichungen von den 
unbekannten Functionen keine héheren Differentialquotienten als die 
ersten auftreten. Kommen nimlich urspriinglich héhere Differential- 
quotienten vor, so braucht man nur die niederen Differentialquotienten 
einer jeden unbekannten Function neuen abhiingigen Variabeln gleich- 
zusetzen und dafiir diese Definitionsgleichungen dem Problem als neue 


*) Indessen miissen wir A, Mayer's ,,Begriindung der Lagrange’schen Multi- 
plicatorenmethode in der Variationsrechnung“ Math. Ann. Bd, 26, S. 74 (1886) 
ausnehmen. Seine vdllig befriedigende Begriindung war uns unbekannt als wir, 
von der Unzuliinglichkeit der gewéhnlichen Behandlungsweise der Lagrange’schen 
Methode iiberzeugt, den auch von ihm angestrebten Zweck zu erreichen ver- 
suchten. Weil uns das nun auf so ganz verschiedenem Wege gelungen ist, halten 
wir es nicht fiir nutzlos, auch unsere Methode der Oeffentlichkeit zu iibergeben. 
So wie wir, hat Mayer erkannt, dass es darauf ankommt, die Bedingung, dass 
nicht allein die » —m unabhingigen Variationen, sondern auch die m iibrigen 
an den Grenzen Null werden sollen, in Rechnung zu bringen, und er hat das 
wirklich mittelst seiner Gleichungen (10) und (12) gethan, 
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Bedingungsgleichungen hinzuzufiigen. Dann erhalt man wieder den 
friiheren Fall. Wir stellen daher das Problem also: 
Gegeben ist 


(1) v=/Fe, Ys Yor + +2 Yur Yrr Yors+ +r Yn) G2, 


wo die Accente Differentiationen nach x bezeichnen und die Functionen 
Yi>Yor+++) Yn m gegebenen Gleichungen: 
(2) 9; (x, Yi> Yore+ +2 Yny "1 Yor. +) Yn) = 0, (i= 1,2,..., m) 
unterworfen sind. Die Grenzen 2, und 2, sowie die Anfangs- und 
Endwerthe der Functionen y sind entweder fest gegeben oder ver- 
finderlich. Im letzteren Falle sind in der Regel auch diesen Gréssen 
gewisse Bedingungsgleichungen vorgeschrieben. 

Es fragt sich, welche Functionen von 2 hat man fiir die y zu 
setzen, damit V stationir werde? 

Nach der Lagrange’schen Methode bildet man: 


xy 
und 


ry 


(4) 8V= (F+3) a; a 


i=1 


x 


+ faxSionl 2 + Sure i‘ “f oe aa} 


und sagt nun ‘oewtbetiih: Damit V stationir sei, muss es es auch sein, 
wenn man die Grenzen festhailt, in welchem Falle dV sich auf das 
letzte Integral von (4) reducirt. Man kann dann die Groéssen 4, , 2,,...,4m 
so bestimmen, dass die Coefficienten von m von den Variationen dy 
vevechwinden, Das Integral enthilt dann nur » — m Variationen, und 
weil zwischen den » Variationen nur diejenigen m Bedingungen be- 
stehen, welche durch Variation aus den Gleichungen (2) entspringen, 
kann man die » — m iibrigen als ganz willkiirlich betrachten. Man 
erhilt so die m Gleichungen 


(5) ) eS a ie( He + ¥ 59) -° Pea 


welche mit den m Gleichungen (5) zusammen » -+- m simultane Dif- 
ferentialgleichungen bilden. 








f- 
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2. Die also gefundenen Liésungen werden gewiss den Forderungen 
des Problems geniigen, weil man dafiir gesorgt hat, dass sie dV zum 
Verschwinden bringen, so dass die durch die Lagrange’sche Methode 
erhaltenen Lésungen ohne Zweifel richtig sind. Die Beweisfiihrung 
giebt aber keine Sicherheit, dass sie die einzig méglichen Lésungen 
sind. Denn, wenn man die Grenzen festhalten will, hat man kein 
Recht zu sagen, dass die » — m iibrigen Variationen ganz willkiirlich 
genommen werden kénnen, da nicht bloss diese Variationen selbst an 
den Grenzen Null werden miissen, sondern auch die m iibrigen Varia- 
tionen, welche mit ihnen durch die, aus der Variation von (2) ent- 
springenden Gleichungen verbunden sind, von dem Werthe Null an 
der einen Grenze zum Werthe Null an der zweiten Grenze gehen 
miissen. Es ist klar, dass dies im Allgemeinen nicht erreicht werden 
kann, wenn die » — m Variationen vollkommen willkiirlich gewihlt 
sind; denn die variirten Gleichungen (2) sind bei gegebenen Variationen 
Oy,, OY, .. +, OYn—m Differentialgleichungen erster Ordnung fiir 
OYn—mtiy>- ++, OYn. Ihre Liésung enthilt also nur m Constanten, 
welche Zahl nicht hinreichend ist, den 2m Bedingungen (dass die 
Anfangs- und Endwerthe der Variationen OY,—m41,.--, yn Null sein 
sollen) zu geniigen. 

Da also diese Variationen nicht ganz willkiirlich genommen werden 
kénnen, so hat man auch keine Sicherheit, dass ihre Coefficienten 
einzeln Null sein miissen. Es wire ja méglich, dass es Functionen 
Y1> Yor+++) Yn gabe, fiir welche 


[eR Soni +a A; =~ (3 + 3a; ‘Oy; a) 


Null wire, wenn man diese zwischen den Variationen dy,,..., 0Yn 
bestehende Abhiingigkeit beriicksichtigt, aber nicht Null, wenn dieselbe 
ausser Acht gelassen wird, und diese Liésungen waren mit der 
Lagrange’schen Methode nicht zu finden. 

3. Bevor wir an eine genauere Behandlung des Problems gehen, 
aus der erhellen wird, dass soleche Lésungen nicht existiren, wollen 
wir im einfachsten Falle, d. h. bei zwei unbekannten Functionen mit 
einer Bedingungsgleichung 
(6) (©, Y1> Yas Wi» Yo) =O, 
zeigen, wie wenig Freiheit man in der Wahl der Variation dy, hat, 
wenn die Anfangs- und Endwerthe von dy, und dy, Null sein sollen. 
Nehmen wir namlich an, dass nur zwischen zwei nahe an einander 
liegenden Werthen &, und § von «x variirt wird, indem der iibrige 
Theil des Integrals ungeiindert bleibt, so darf man bekanntlich in der 
variirten Gleichung (6) 

3* 
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(7) er out fe © byt w Oy + a ©, 8 ys 


= A, dy, + 4.39, +> Boy + Boy; = 0 
in erster Anniherung dy, und dy, vernachliissigen gegen dy,’ und dy,’, 
und A,, A,, B, und B, als Constanten betrachten. Man hat dann 
in erster Anniherung . 
dy. = — B, oy; 
also 
dy, = — 3 Oy, +7 


(wobei » eine kleine Grésse zweiter Ordnung ist). Durch Substitution 
dieses Werthes von dy, in (7) erhilt man zur Bestimmung von 4, 
weil auch der Anfangs- und Endwerth 
y von 7 Null sein muss und also y wieder 
klein ist gegen 7’, 
Ss aB 
- _ ABy—4gB,— B, = 5 
OK Byy + B, * dy, =0, 
- oder 
P x 
| °A inde il Praia > 





B, y 
Pe ef — gg Oy, ae, 


& 
also ist fiir §, << # < & angenihert: 


- AB, ABi— Bigg 
— aA--Ea - - Be J dy, da. 


Damit daher dy, ebenso wie dy, Null sei fir «—&§,, muss dy, so 


genommen werden, dass annihernd J dy, dx = 0, d. h. dass der 


Inhalt des Stiickchens iiber der urspriinglichen Curve PQR gleich 
demjenigen wird, welches darunter liegt*). (Siehe Figur.) 


*) Diese Bedingung zeigt zugleich den Fehler in der folgenden Entwicklung, 
welche beim ersten Anblick richtig erscheint. 
Man soll die Functionen y, und y, bestimmen, fiir welche, bei festen Grenz- 


werthen , 
Xo 


(1) v= [¥e, Yrs Yar Vir Yo) da 
x 

stationir wird unter der Bedingung 

(2) ¥(@,%; Yor» Y2) =0. 

Man bringt in der iiblichen Weise dV auf die Form: 
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Die neue Methode und die Identitét ihrer Resultate mit denen der 
Lagrange’schen Methode. 


4. Anstatt dass wir nun, wie es Herrn A. Mayer gelungen ist, 
auf directem Wege die Richtigkeit der Lagrange’schen Methode zu 
beweisen versuchen, gehen wir dazu iiber, eine neue von der Lagrange’- 
schen unabhingigen Methode zu entwickeln, die uns zu Lésungen 
desselben Problems fiihrt. Indem man bei der Lagrange’schen Methode, 
wie wir zeigten, freier variirt als eigentlich erlaubt ist, sodass richtige 
Lésungen entschliipfen kénnen, schrinken wir bei der neuen Methode 
die Variationen mehr als néthig ein (wenigstens fehlt der Beweis, dass 
alle erlaubten Arten von Variationen auf diese Weise erhalten werden 
kénnen) wodurch & priori die Méglichkeit entsteht, dass man Lésungen 
erhalten kénnte, welche wegfallen wiirden, wenn man die Variationen 


0 v= [Pont Padyde =0 


oder, wenn mar die Variationen beschriinkt auf ein kleines Stiickchen zwischen 
zw und x-+ Az, anniihernd 


2+dez rt+dez 
(3) av=Pfoy, de+Pfdyde—o. 
x Zz 
Man erhilt weiter aus (2) durch Variation und Integration 


x-+d4ex 
i OE an 
J Gent "+ 7, ome t aT + yy oe) dx =o 


und bringt durch partielle Integration auch dieses Integral auf die Form 
a+4x 
[rn ery de =o 


x 
oder annihernd 


x +42 ew+4z 
(4) af eu de+ Of dmde—o. 
x x 
Damit (3) und (4) gleichzeitig erfiillt seien, muss nothwendig 
PHP 
@Q@ Qe 


sein, woraus zusammen mit (2) y, und y, zu bestimmen wiren, 


Dieses Resultat ist nicht richtig, eben weil in diesem Falle f dy, da und fe Sy, da 


in erster Anniherung Null sein miissen. 

Man sieht hieraus, dass die Auffassung, die » — m Variationen kinnten ganz 
willkiirlich genommen werden, zu falschen Resultaten fiihren kann, wenn dies 
auch bei der Ableitung der Lagrange’schen Methode nicht der Fall ist. 
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nicht so sehr einschrankte. Unter den erhaltenen Lésungen miissen 
aber die richtigen gewiss vorkommen. Aus dem nachtriglichen Beweise, 
dass die durch die neue Methode erhaltenen Lésungen dieselben sind, 
welche die Lagrange’sche uns giebt, ergiebt sich dann schliesslich die 
Richtigkeit von beiden. 

Der Grundgedanke der neuen Methode besteht darin, die Varia- 
tionen dy,, dy,,.-..0Yy, durch Hiilfsfunctionen so auszudriicken dass 
den variirten Bedingungsdifferentialgleichungen geniigt und zugleich 
die Variation des gegebenen Integrals zum Verschwinden gebracht wird. 

Bevor wir die Methode fiir den allgemeinen Fall von m Functionen 
und m Bedingungsgleichungen auseinandersetzen, erscheint es uns 
wiinschenswerth , zuerst einige besondere Fille zu behandeln. 


Einfachster Fall, zwei unbekannte Functionen und eine Bedingungs- 
gleichung. 


5. Wir haben in diesem Falle die Functionen y, und y, so zu 
bestimmen, dass 


(9) v=[Fe, Yr» Yor Vi» Yo) dx 
stationaér wird unter der Bedingung 
(10) D(X, yy Yas Wr Yr) = O- 
Schreibt man hier und im Folgenden zu Abktirzung 
F_ aF_ @ oF _ ao a 
— VQ, Oy dz oy, ko oO”, = A;, Oy, _ B,, 
so hat man 


td i] x 
(11) 6V=| Fact | (Gy, + Gm) +f (Poy + Prdy, de, 


wahrend die Variation der Gleichung (13) giebt 
(12) A, dy, + A,dy, + By dy, + B, dy,’ 
, ’ dB Mt dB, 8, 
= (A, —B,) dy, + (A, — By) dy, + 7. ein 4 da an = 0. 
Wir setzen jetzt 


(13) By, = aye + FF by, — as + SRE 


und versuchen die Gréssen @ und B so zu bestimmen, dass die Glei- 
chung (12) durch die Werthe (13) identisch erfiillt werde. 


Durch Substitution dieser Werthe von dy, und dy, in (12) findet 
man nach einfachen Reductionen 
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(14) {(A, — B,’)a,— (A, —B,”)6, +(A,—B,')«, —(A,’ —B,")B,} 2 
d { Bya; 4+ + (A — 2B,’)B, + + By wy + (A, —2B,’) 6, } 2 
er wr, 
*(E Zz 
+—— a ah" == (). 
Welchen Werth daher z auch habe, wir werden (14) und damit 
(12) geniigen, wenn gleichzeitig 


(15) (A, — B;') ~—— (A, — B,")B, +(A, — B,’) a, — (A, — B,") B, —_ 0, 





(16) B,a, + (A, —2B,’)B, + B,a, + (A,—2B,y)p, = 0, 
und 
(17) B,B, + B,B, = 0 


ist. Durch dieselbe Substitution (13) nimmt aber (11) die folgende 
Gestalt an 


(8) 8V =| Pde + | 10, (a2 + F4) + Qa(aye + Ue) 


Xo 


+ 7 2(P,B, + P,B.) 


+ fe(Piq, + Pye, — Pp, — Py ,) de. 


Damit nun od V verschwinde fiir alle Variationen (13), deren Coef- 
ficienten den Bedingungen (15), (16) und (17) geniigen, muss es auch 
verschwinden, wenn wir die Grenzwerthe fest halten, in welchem Falle 
6 V sich reducirt auf 

free + P,a, — PB, — P,B,) da. 
Da z iiber den ganzen Integrationsweg willkiirlich genommen werden 
kann, ausgenommen, dass es an den beiden Grenzen zugleich mit seiner 
ersten Ableitung Null werden muss, so muss also, damit V stationiir sei, 
(19) Pia, + P,a; — PB, — P,'B, = 0 
sein. Sind (15), (16) und (17) erfiillt, so muss (19) es von selbst 
sein, dies fiihrt zu der Gleichung: 


P,, P,, —P;, ‘ | 
(20) A,—B,, A,—B,y, —(A;/—B8,”), “(as -30,|_, 

B,, B,, A,—2B,;, a 

0, 0, B,, | 


welche mit (10) verbunden y, und y, bestimmt. 
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Diese Bedingung (20) kommt nun aber darauf hinaus, dass es 3 
Functionen 4,4, und 4, giebt, welche den 4 Gleichungen 


(21) P, + (A, —B,)4 + Ba, =0, 
(22) P, + (A,—B,)4 + Ba, =0, 
(23) ge P, —_ (A,'—B,")A + (A, —2B,’), + B, A, = 0, 
(24) — Py —(A;—B,’)4 + (4,—2B,)a, + B,d, = 0 


geniigen. Differenzirt man (21), so erhailt man 
Py + (Ay —B,’)4 + (A, — B,) 4 + BYA, + Bd = 0 
und hieraus durch Addition von (23) 
(A, — By’) (4 +-4,) + By (4 +4.) = 0, 
ebenso ergiebt sich aus (22) und (24) 
(A, — By’) (4 + a4) + By (4,'+4,) = 0, 
also folgt, ausser in ganz besonderen Ausnahmefiillen, 
A=W, AeA! =’, 
d. h. die Gleichungen (21) und (22) sind die nimlichen wie die, welche 


die Lagrange’sche Methode liefert, wahrend aus ihrer Differentiation 
' die Gleichungen (23) und (24) hervorgehen*). 


Der Fall von » unbekannten Functionen und einer Bedingungsgleichung. 
6. Man hat 





‘te eo * ee 
(25) 8V =| Fdz+| Soon+ [aed ron, 
| k=1 e k=1 


und die Bedingungsgleichung 


(26) DG, 945 Yor > - +s Yar Mir Yar- > +r Yn) =O 
ergiebt: 
k=n 


k=n 
(27) > Ard: +>) Bed ys = 0. 
k=1 


k=1 


Wiederum setzen wir 
dB, z 
(28) Oy, = a2 + 


dx 


(K=1,2,...,m) 


und versuchen wieder die Gréssen « und 6 so zu bestimmen, dass der 


Gleichung (27) geniigt werde, welchen Werth ¢ auch habe. Dies 
fordert 


*) Der Gedanke auf diese Weise die Identitit der beiden Lisungen zu be- 


weisen, verdanken wir Herrn A. Mayer. Urspriinglich hatten wir einen anderen 
Weg dazu eingeschlagen. 
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k=n 


(29) 2, (Ar Bid Sui —2B{) =0, 


(30) She -t- S42) Bi = 0 
und se ay 
(31) > Bibi = 0 


wihrend die Forderung, dass 0 V gleich Null sei, verlangt 


k=n t= 
(32) >) Pia, — >) Pi bs =0. 
k=1 k=1 


Sind also (29), (30) und (31) erfiillt, so muss, nach den Bedingungen 
des Problems, (32) es von selbst sein; dies fihrt zur Matrixbedingung 


| P,, P,, rey — Py, teey — Py, | 
a)“ — By, A,— By, Ps — (A, —B,”), . +» —(An -~ Bi), at 

By» B,, +++, Ay—2B/, +++, An—2Bi, | 

0, c- wae B,, pihing B,, | 


welche wieder mit (26) zur Bestimmung von y,,..., y, geniigt. 

Um die Identitit mit der Lagrange’schen Lésung zu beweisen, 
bemerken wir wieder, dass diese Matrixbedingung aussagt, dass es 
3 Functionen 4, 4, und 4, giebt, welche den 2” Gleichungen 


(34) Py +Aa(A,.—B,) + 4,B, = 0, (k=1,2,...m) 
(35) — Py — 4(A,— By) + 4,(A,—2 By) + 4,B, =0 (k—=1,2,...n) 
geniigen, Differenzirt man (38) und addirt (39) so ergiebt sich 
(4:— Bi) (+4) + Bray +4,)=0 (b= 1,2,...0) 
woraus wieder im Allgemeinen folgt: 
A=W, ae a =I, 


d. h. aber nichts anderes als dass die Gleichungen (34) mit denen von 
Lagrange iibereinstimmen. 


Der Fall von » unbekannten Functionen und m Bedingungsgleichungen. 
7. Man hat wieder 


(36) v= Fart | om fu Py dyn. 
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waihrend die Variation der m Bedingungsgleichungen giebt 


k=n k=n 
(37) >) Ardy + >) Bridye= 0. (i= 1,2,..., m) 
k=>1 k=l 
Man setze nun fiir K=1,2,...” 
da,,z a, Z a’ c 22 
(38) by, = 02 + + —- +--+ + 


und versuche wieder durch Substitution dieser Werthe der dy in (37) 
die Gréssen « so zu bestimmen, dass die Gleichungen (37) von selbst 
erfiillt werden, welche Function auch fiir ¢ genommen werden midge. 


Nun ist 
da,,2 
A; = aa? a [Arcee] _ Aj, 012, 
x 
@aoe day ‘\— = 
Ai “dat ~ dz [4s da Ai - 


i? , ad , ” 
“i 2 [ A, cz22] —_ < = [Anmee] “ 2e [ Ai p22 | oh A; Opge 





=<. [Apene 2] —- 2 3. [Aj eps 2] + Ay one 2, 
und, wie man leicht ersieht, allgemein 
ad” Wp 2 1? A 
oo oo = = [Aveipe] + (— ) i= ae or (Aneaps] 
—1 d?— ” 
122-4 P = alin - [AY ap é] 4... 
—1)- +1 q?~a 
folglich 
k=n p=s 
2 Ap dy, = ‘ae SS) (—1)? AY” arp 
=1 p=0 
ef VS (p—1) . 
_ »— —2 
ee oe ae (—1)” ee Av? a 4+... | 
k=1 p=2 a 
k=n p=s F 


at - 1)-+*(p—g-+t) 4(p— 
+20 (—1)” Pipa pak Av-o cu | 
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oder, weil wir die Summation nach p auch von p=O bis p=—s 
nehmen kénnen, da fiir p < q der Binomialcoefficient 


p(p—1)...(p—q+}) 








q! 
verschwindet, 
S stn 2S Spray 
) kl on = 
it d k=n p=s 
. ae ; (—1)?*§ ap «| 


k=n p=s 
ad %, = —1 - 


Ebenso findet man 


k=n p=s 


Boy; = —1)>* BY ee, 
k=n Si 
+ ~ us —1) ert BY” a, = 
x 
a k=n p=s , 
+m ; ye sae | fe, 


sodass die Gleichungen (37) iibergehen in 


k=n p=s 


(39) sa Pe 1)? (AY — B&*”) ax» 
+ tS Sor gare et wey] 


oe: 


i (¢—=01,2,...,m). 


! EM 


a sy" ees Ag?) _ ore BY”) «| ofevee, 





Welchen Werth z auch habe, wir werden diesen Gleichungen geniigen, 
wenn fiir i—1,2,,..,m 





sah at > a ae 
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DPX ~1)?(4? — BE”) aay = 0, 


na = 


9 
k=n p=s8 
(40) >? > (- 1)p-2(2@—0 : eet) ae PED Be (D942) Bret), oe 
k=1 p=0 


a 


PPX ])?-s-1 Pen Ag) — a a 8-+1) Be- ) ep=0, 


ist. 
Substituirt man weiter die Werthe (38) der dy in (36) und nimmt 
an, dass ¢ mit seinen s ersten Ableitungen in beiden Grenzen ver- 
schwindet, so ergiebt sich, wie leicht zu sehen, dass 
k=n p=s 
PAS 1)’ Pi Pi” a » =0 
k=1 p=0 

‘sein muss, wenn V stationiir sein soll. 

Sind also die Gleichungen (40) erfiillt, so muss (41) es von selbst 
sein. Das fiihrt wieder auf eine Matrixbedingung*) und diese kommt, 
wenn man die Abkiirzung einfiihrt: 


(41) Cun=(— 1)? —q (zie —f) et dom Alz-) _ (p+ -1)p.. ae -q+2) Bie q+ *) 


darauf hinaus, dass es m(s-+ 2) Functionen a nie muss, welche 
den » Systemen von s+ 1 Gleichungen geniigen: 


i=m q=s-+1 i=m 
P, han By.) Avo 2 lias talp—o = 0, 
i=1 q=1 i=1 
i=m q=s+1 i=m 
(42) are Beale 3 Sie digle=r = 0, 
i=1 =1 i=1 


ee 


*) Sollen die Gleichungen (40) und (41) tiberhaupt zu Bedingungen zwischen 
den Functionen P, A und B Veranlassung geben, so muss man s so wihlen, dass 


n(s-+- 1) = m(s-+-2) + 1 
(n—m) (s-+-1) = m+1. 


Wir werden aber bald sehen, dass s aus einer anderen Ursache so gewihlt 
werden muss, dass 


oder 


(n—m)(s-+-1 > n, 


wodurch die angegebene Bedingung von selbst erfiillt ist. 








pp =O. 

“2 
p=, 
{ 


ett) 
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(— 1)° Pi” +> 1)°(Ag} — BEF”) aio >) > tent ils = 0. 


Differenzirt man aber fiir r= 0,1,...,s— 1 die (r+1)” Gleichung 
und addirt die (r-+2)'*, so erhilt man nach einigen Reductionen die 
n Systeme von s Gleichungen: 


i=m q=s 


(Aus — Bui) (tion) +>) Scan (it Aves Nene —0, 


i=1 q=1 i=1 


(43) 


> (- sia (Af; — By) (Aio+ Ai 1) +> Sows (Aig Picts? 
i=1 q=1 i=l 


(kam 1,2,..., 0). 


Wir wollen nun die Zahl s so wihlen, dass man den Gleichungen (43) 
im Allgemeinen nicht geniigen kann ohne die m(s-+ 1) Grdéssen 
Kg + Aijgyi gleich Null zu setzen. Hierzu ist nothwendig 


ns >m(s+1), 
oder 
(44) (n-—m) (s+1) > n.*) 
Durch die Formeln A;,.4; = — 4;, gehen aber die m ersten Gleichungen 


von (42) iiber in: 


i=m 


(45) B+ > du ~Bidde — Bas io = 0, (kK=1,2,...,m) 


i=1 


und das sind eben gerade die Gleichungen von Lagrange, wihrend 
man, wenn man diese differenzirt, die iibrigen Gleichungen (42) erhiilt. 

8. Bisher haben wir uns nur mit der Herleitung der Differential- 
gleichungen beschiiftigt, welche die Functionen y,, y,,.. -; Yn bestimmen. 
Dazu konnten wir x,, 2, und die Grenzwerthe von y,, y2,--., Yn als fest 
betrachten. Die Functionen, welche den gefundenen Differentialglei- 
chungen geniigen, enthalten dann im Allgemeinen noch 2 Integrations- 
constanten und es handelt sich, wenn diese Grenzwerthe verinderlich 
sind, nur noch um Variationen der Grenzen 2,, 2, und der 2 Inte- 
grationsconstanten. Lassen wir nur diese Grenzen und Constanten 
variiren, wahrend wir uns fiir die Functionen y und 4 ihre Werthe, 
wie sie sich aus den Differentialgleichungen ergeben, eingesetzt denken, 
so reducirt sich 0 V auf die Glieder 


*) Man kommt folglich wie friiher mit s = 1 aus, solange » >2m ist. 
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om fe] 
| i=m NX 3 
| (# +2 101) dx + 2 (3 +2 4; 7) O yx 





und es ist hinreichend und auch nothwendig, dass diese Glieder fiir 
alle durch die Grenzbedingungen erlaubten Aenderungen der Grenzen 
von 2, 2, und der Grenzwerthe von y,, y¥,..-, Ya verschwinden. 
Hiermit ist die Methode von Lagrange auch fiir verinderliche Grenzen 
begriindet. 

Ich erwihne zum Schluss, dass dieser Aufsatz ein Abschnitt ist 
aus meiner Dissertation, die der Anregung meines hochverehrten 
Lehrers Prof. Dr. D. J. Korteweg ihre Entstehung verdankt. Ich darf 
nicht unterlassen, ihm hier meinen besten Dank ganz besonders fiir 
die Hiilfe auszusprechen, die er mir bei der Bearbeitung dieses Ab- 
schnittes bereitwilligst zu Theil werden liess, dessen Hauptidee ich 
ihm verdanke. 














Ueber Riemann’sche Flachen mit beschrinkt verinderlichen 
Verzweigungspunkten. 


Von 


P. Hoyer in Burg b./Magdeburg. 


Einleitung. 


Im Folgenden werde ich den Zusammenhang Riemann’scher Flichen 
betrachten, welche durch stetige Deformationen in einander tibergefiihrt 
werden kénnen, bei denen die Verzweigungspunkte beschrankt ver- 
inderlich sind. Die Beschrinkung, die den Verzweigungspunkten auf- 
erlegt werden soll, besteht darin, dass dieselben gruppenweise auf 
einander ausschliessende, einfach zusammenhiingende ebene Gebiete 
beschrinkt gedacht werden. 

Es bezeichne E(z, ... 0, @,,@...-) ein Element eines alge- 
braischen Gebildes der Veriinderlichen 4, ... 2 a,@)..., unter denen 
das System der Gréssen a,, a... das System der Coefficienten einer 
algebraischen Gleichung f(s, 2) = 0, das System der Groéssen 24, ... 4, 
das System der Verzweigungspunkte*) derjenigen Riemann’schen Fliache 
F repriisentirt, auf der die durch f(s, 2) = 0 definirte Function s von ¢ 
sich ausbreiten lisst. Zu diesem Element denken wir uns alle még- 
lichen Fortsetzungen construirt, fiir welche die Punkte ¢,... 2, gruppen- 
weise auf einander ausschliessende, einfach zusammenhiingende Gebiete 
der z-Ebene beschrinkt bleiben. Die Gesammtheit der Gréssensysteme 
(2, - ~~ w), welche dieser Beschrinkung unterworfen sind, bildet 
dann ein Continuum (¢), und wir wollen voraussetzen, dass durch 
die zu E(e, ... %» @,a,...) construirten Fortsetzungen zu einer 
jeden Stelle dieses Continuums eine bestimmte Anzahl endlicher und 


*) Mit diesem Ausdruck bezeichne ich ein Punktsystem, das durch Pro- 
jection der Windungspunkte der Fliche auf die Ebene erhalten wird und in dem 
jeder Punkt so oft enthalten gedacht wird, wie die Summe der Ordnungszahlen 
der iiber ihm liegenden Windungspunkte angiebt, (Man kann, wenn man will, 
sich die einzelnen Punkte auch in besonderen, tiber einander liegenden Ebenen 
denken, deren Anzahl dann gleich der Summe der Ordnungen aller Windungs- 
punkte, also gleich w ist), 
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mit (2,...%») sich stetig andernder Coefficientensysteme, also auch 
eine bestimmte Anzahl mit dem Punktsystem (2, ... %») sich 
stetig indernder Riemann’scher Flichen F als zugehdrig definirt 
wird.*) In der Gesaimtheit § dieser Flichen wird man alsdann 
je zwei Flichen dadurch stetig in einander iiberfiihren kénnen, 
dass man das Punktsystem (¢, . . . %~) eine Bahn beschreiben list, 
welche ganz in dem durch (¢) reprisentirten Continuum der Punkt- 
systeme (2,... 4%») liegt. Diese Bahn wird man offenbar immer so 
gewahlt voraussetzen diirfen, dass dieselbe kein System mit zusam- 
menfallenden Punkten enthilt, sofern nur in der Anfangs- und Endlage 
des Punktsystems (2, .. . 2) keine zusammenfallenden Punkte enthalten 
sind. Daraus werden wir nun die Beziehungen herleiten, durch welche 
die Gesammtheit jj derjenigen Flachen von § bestimmt ist, fiir welche 
das Punktsystem (¢,...2,.) keine zusammenfallenden Punkte besitzt. 
Die Gesammtheit § ergiebt sich dann durch Hinzufiigen derjenigen 
Flichen, welche aus Flichen von ¥ durch Zusammenfallen von Ver- 
zweigungspunkten entstehen. 

Unmittelbare Anwendung finden diese Untersuchungen auf die 
‘durch ein Element E(z, ...2, a, @...) definirten Flichen selbst, 
wenn durch ein solches Element mehrere**) Flichen und mithin auch 
mehrere Coefficientensysteme als zugehérig zu demselben Grdssen- 
resp. Punktsystem (2, ... 2) definirt werden. Dieser Fall wird im all- 


gemeinen dann eintreten, wenn die Stelle (2, Te te), in deren Um- 
gebung die durch E definirten Gréssensysteme (¢, .. . 2.) sich befinden, 


gleiche Gréssen enthalt. Ist dann (2, $a zn) ein vollstiindiges System 


verschiedener Gréssen 4 , 8o wird, wenn die Umgebung (2) um (e, en fe) 
geniigend klein vorausgesetzt wird, dieselbe durch ein System einander 


ausschliessender Kreisflichen mit den Mittelpunkten 2 oes 2 reprasentirt 
sein, und auf diese Kreisflichen werden wir uns also die Punkte des 
Systems (2, ...2% ) gruppenweise beschriinkt denken kénnen. Die das 
Element bildenden Gréssensysteme (2, ... 2, a@,@,...) werden wegen 
der Mehrwerthigkeit von (a,a, ...) dargestellt werden durch zwei 
Gleichungssysteme von der Form: 


A) fe — fa = Pall,... te) (21,2... 0), 
0 
B) a-~aeR...4) @ei2... 


*) Die Resultate der folgenden Untersuchungen behalten tibrigens auch dann 
ihre Giltigkeit, wenn man sich aus dem Continuum (g) Stellen einer (2w — 2), 
(2w — 4) u. s. w. fachen Mannigfaltigkeit ausgeschlossen denkt. 

**) Der Fall einer Fliche bedarf keiner Untersuchung. 
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wo ., $a gewdhnliche mit (¢,...%,) gleichzeitig verschwindende 
Potenzreihen bezeichnen, und (¢, . . . ¢~) innerhalb einer beliebig klein 
zu waihlenden Umgebung (¢) von (¢, = 0... ¢) = 0) unbeschrinkt ver- 
ainderlich ist. Ist nun, wenn die homogene ganze Function m,' 
Grades g,(t,...t¢») die Summe der Glieder niedrigster Dimension in 
P(t, ..- ty) bezeichnet, das Gleichungssystem 


Y; (b,  - - by) HO... Mult... ty) =O 

durch kein anderes endliches Gréssensystem (¢, ...t¢.), als durch 
(t; =0...¢,—0) zu befriedigen, so kann man, wie sich mittelst 
einiger der Theorie der Elimination und Convergenz von Potenzreihen 
angehorender Siitze folgern liisst, immer zu der Umgebung (¢), wenn 
nur diese unter einer gewissen Grenze angenommen wird, eine Um- 
gebung (2) um (¢, = 0... 4%, = 0) so bestimmen, dass zu einem be- 
liebigen Gréssensysteme in (2) m,m,...m,, dem Gleichungssystem A) 
geniigende Gréssensysteme in (¢) gehdren, die sich ausserdem stetig 
mit (¢,...%) tindern. Diesen Grdssensystemen werden dann durch 
B) ebensoviele Gréssensysteme (a,a,.. .) zugeordnet, sofern nicht, 
was durch die Wahl der Gréssen ¢, ...¢,, za vermeiden ist, demselben 
Gréssensysteme (2, ... 2», @,, @)...) stets mehrere den Gleichungs- 
systemen A) und B) geniigende Gréssensysteme (¢, ...¢,) in (é) ent- 
sprechen. Auf diese Weise werden nun durch A) und B) jedem 
Gréssensystem in (4) m, m,... Mm» Coefficientensysteme (a,@,...) zu- 
geordnet, die sich stetig mit (z,... 2, ) indern. Diesen Coefficienten- 
systemen wird dann eine bestimmte Anzahl Riemann’scher Flichen 
zugehdren, und auf diese Flichen sind die Resultate der folgenden 
Untersuchung unmittelbar anwendbar, wobei nur (¢) so klein voraus- 
zusetzen ist, dass die Punkte z,... 2. gruppenweise auf einander 
ausschliessende Kreisflichen beschrinkt sind. 

Da Elemente dieser Art meines Wissens bisher noch nicht auf- 
gestellt sind, so mége zur Erliiuterung des Vorstehenden es gestattet 
sein zwei solche Elemente, fiir welche die zugehérigen Flachen einfach 
und dreifach zusammenhiingend (p—0, p=1) sind, hier anzufiihren. 
Die Ausfthrung der Rechnung ist zwar nicht einfach, kann aber mit 
den gewohnlichen Hilfsmitteln der Analysis bewiltigt und daher dem 
Leser tiberlassen werden. Legen wir als Gleichung /(s, 2) =O die 


Gleichung 
f,(s) — #f,(s) = 90 
zu Grunde, in der 
f,(8) = 8 + ays + fans, 
fo(S) = bn—18"—* + By28""? + +++ Os 1 
ist, so wird w= 2n — 2, p=0. Bezeichnen wir ferner mit (s,...S2n—2) 
das System der Verzweigungswerthe von s, das zu dem durch (4, ...Z2n—2) 


Mathematische Aunalen. XLVIL 4 
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reprisentirten System der Verzweigungspunkte der Function s gehdrt, 
so besitzt das algebraische Gebilde der Gréssen 


@, - 20 Guns, 0, ... Opa, 8...» Senay 8.» Saas 
die Stelle 
(a, = 0... Gn 1 = 0, 0, =O... dni =O, 2, = 0... 1 =O, 

By = CO... Seng = CO, S, = 0... 5&1 = 0, 

Sn == CO... Seng = OO). 
In einer gewissen Umgebung dieser Stelle wird das Gebilde dargestellt 
durch ein Element der folgenden Gestalt: Setzt man: 

1 ; 1 


fa = ? ma oF (@a=1,...n—1), 
n—1+ea “n—1+ea 
So =—_ > Se, Seg eee Sap 
(@1» @* ++ @y) (ee, > a, > sbiclis ” e) 


, ’ , ’ = 1 2 eee o— 
So = su,8, eee Sag (@ . “ 1) 


(ci; @2°**@g) 


n 


> ame? .. —. 
Sa Sa n—1 


Y n Y 9 n 

S, $2 + ——-. 8,2,°-* ae + +(— lp 7 S,—1 tics 
~? n Po n OS ee 1% a , 
Sa = Sa" — 5 8, Sa” Sf ——. By, Sa” 2—...-+(—1)* * 5 Sn-1 8a; 


(a=1...m—1) 


so wird 
Qe =(—1)"-—* ~ Sa + (8, S apa + caer) 
Minette Hi euet---Leet...0—2 


fq = GS. + (8, S mp4 ss sda 
fa = Sat (5, 8)ngi $--- 
wobei allgemein durch (s, s’), +---- eime Summe von Gliedern ke" und 


hdherer Dimension der Gréssen s, . . . Sn—1 S;' . . - Spa ZU Verstehen ist. 
Legen wir anderseits als Gleichung f(s, 2) = 0 die Gleichung 


fais) + #f\(s) + 2 f(s) = 0 








zu Grunde, in der 

fo(s) aelinn. t + a, 3? ais 2 Ay—18"—* + s", 

f,(8) = hay + Ig) sp legs? Eo Tiga 82 (1 Tn 1) "1 Ins, 
f2(8) = 1 + ¢,8 + ¢,8* + +--+ Cys”? 


ist, so wird w= 4n—4, p=n—1. Damit p=—1 wird, miissen 
somit in dem System der Verzweigungspunkte der Function s n—2 Paare 


es ee ee eee 


OAT eee 


Sl tee 





ne ad 





id 
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einander aufhebend zusammenfallen. Mithin miissen die linken Seiten 
der Gleichungen 


lf fh P_|f fi| |f he | 
ffi) |W AIA 
f? — 4hh = 9, 


die sich durch Elimination von ¢ aus resp. f(s, 2) = 0 und of, s) = 0 


’ 


= (0, 











f(s, 2) = 0 und of 12) = 0 ergeben, einen und denselben quadratischen 
Theiler vom Grade 2n — 4 haben. Bezeichnet man die linken Seiten 
dieser Gleichungen durch resp. (s), A(s), so hat man identisch 
A , ’ af « A’ 2 
9 (8) = 9 (Aff — 2) + AE. 
Besitzt daher A(s) den quadratischen Theiler R(s)? vom Grade 2m, 
so besitzt auch p(s) diesen Theiler, Verschwindet dann A(s) fiir keine 


der 4n —4— 2m Wurzeln 5,5, ... Sin—s—om Von F(s) = ee = (Q, 
so enthilt das System der Verzweigungspunkte der Function s genau 
4n —4—2m Punkte, und fiir diese sind s, ... S4ns-om die zuge- 
hérigen Verzweigungswerthe von s. Soll p <= 1 werden, so muss also 
m=—=n-—2 sein. Setzen wir daher 


R(s) = — 1 +r + rs + rs? ++ ++ + rss" + 8, 
Q(8) = % + U8 + (L+42)8? + 958° + 5", 
so besitzt das algebraische Gebilde der Gréssen 


Gigs a Wipes Gy os «Gants Ay. s «Rap Gye +> Gey Mee «+ Mandy 
fiir welches die Gleichung 


(1) A(s) = Q(s) R(s)? 

als Identitiit in s stattfindet, die Stelle 

(a, =0...an-1=0, €,=0...6,1=0, hy =0...hg—=0, Go=0...g,—=0, 

%,=0...%,-ge=0), 

In einer gewissen Umgebung dieser Stelle ist das Gebilde durch ein 
Element darstellbar, das hy... Mn+, M+ -+ Uy) 71 +++ %n—s in Gestalt 
gewohnlicher Potenzreihen von a, .. . Gn—1, G -~+ Cn—1, ly, An, 1p 
liefert. Setzen wir noch zur Vereinfachung der spiteren Formeln 
7) = 0*), denken uns alsdann die erhaltenen Potenzreihen nach Potenzen 
VON @,-. + Qnty Cy +++ Cnty yp = My —hy, Yn = lin — hy entwickelt 
(wobei natiirlich die Stelle (a, =0...d,-1=0, ¢,=0...G,1=0, hy =ho, 


hn =h,) dem gemeinsamen Convergenzbezirk angehéren musss), so 


*) Dadurch werden dann siimmtliche Unendlichkeits- und Nullstellen von s 
bestimmt, resp. abhiingig von den Verzweigungspunkten und Coefficienten, 


4* 
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ergiebt sich ein Element eines algebraischen Gebildes, fiir welches die 


Gleichung (1) als Identitiit in s stattfindet, definirt durch Gleichungen 
der folgenden Form: 


Toy = hig + M9) hha = hha + Pal Gy +. Gn—1) C,+++Ca—1y Nyy Nn) 
(a=1...n—1), 


(2) in = Tin + Nny Ga = Qa + Pa(Qy+++An—15 Cy +++Cn—1y No» Nn)» 
(a=(...4), 


To = Fg + Pa(a,..-Ae—1, C,---Ca—1y No» Na) > 
(a=1..."—83), 
wo Po, Pu, Pe gewShnliche, mit la » An—1, C, -+ + Cn—1; Nor Yn) gleich- 
zeitig verschwindende Potenzreihen bezeichnen, und hy ... hy—1, 
J +++ 4s) 7 ++-%a-g ebensolche Potenzreihen von ho, ha sind. Fiir 
das in diesem Gebilde enthaltene Gebilde der Coefficienten a, ... @n-1, 
C, «++ Cn—1, hy...h,, als dessen unabhingige Verinderliche wir also 
Gy «++ Gn—1y Cy+++Cn—1, No, Yn ansehen kénnen, sind nun die zugehdérigen 
Riemann’schen Flichen dreifach zusammenhingend, so lange wenigstens 
keine der Wurzeln s, ...s:, von F'(s)=O zugleich der Gleichung 
A(s) = 0 geniigt. Betrachten wir nun das Gebilde der Gréssen 





, 1 ’ 1 
Gy °° * An—1) Cy ***Ca—ty No» Nn» 2° °° Bn» a aa el ced 
n n 

s 7 : Si - 

1° Sny 8) == ++ +S, —, 

Sati Son 


wo wieder (2,...22,) das System der Verzweigungspunkte der Func- 

tion s repriisentirt, so ergiebt sich, dass dieses Gebilde die Stelle 

(a, =0...dn—1=0, C, = 0...Cp-1 = 0, no—0, Yn =O, 2,—0...2,1=0, 
£n==8,, 2, =0...8,1=20, 4,==8,, 3, =0...5,1==0, 
S,=8,, 3, = 0...5,-1=80, 5, =, ) 

enthailt, in der Z,, Z, 5, 5, unter einander und mit hy, h, durch 

Gleichungen zusammenhiingen von der Form 


n—1 


ing = — NSq (1 + Sn 2; (Sa» Sn) + Sa Bo(Say Se )); 
By = — m3," "(1+ HB Ga, Se) + 5n B, Ges 3) 


n—1- 


hy = — ay Sn (1+ Sn P; "(Sus Sn) + Sa PB. 2 (Sn; 5x) 


’ 


h, = sain es (1 + Sn By (Sn 8 n) + Sn Po’ (5, Sn) 5 


dabei bedeuten $,, %,, [,', B,’ wieder gewdhnliche Potenzreihen, und 
(Sa, S:) kann innerhalb einer gewissen Umgebung (8) von (8, =, Sn =0) 
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beliebig angenommen werden. In einer gewissen Umgebung dieser 
Stelle endlich besitzt das Gebilde ein Element, welches durch Gleich- 
ungen definirt ist von der Form: 


Sn = Sn + Gn, Sn = Si, + Gn, 
da = (—1)" «.~ Sra + (8, .-+ 8416581 +. . $p-1 9 4 nota 
+--:- (a= 1,2.. 
Cua = (— 1S gt (Si... $5104 8; «+. Sp—1 na et --m—1), 


+... 


S = ¢ 
a~-gightmme-) 
ni’ —_— 
<7 “ GO, (1 +- (Se. Sa) + o-. *) 
+ 3. (SP, Gay Sn) + 0% P, (Se, 85)) 
> (s, ia - Sp—1 OS, eee &,.0G)e +- ares 


S, 


eS ~ Sed (1 + (Sn, Se) + ) 
“I o, (1 +@ah 4-9 
+5, (S, P, (Sn; Sn) + Gn P, (Sr, 3,)) 


+ (S} ooo Spy On8, - mm “ay 4% i .e *. 


Be — BGR EHH: Se 10asi-n Seat Gade | gg, 
- — Rik? Sat (S1..-84-16084--- Sera bee] " 
n—1 
[Se = S.+_Dd) Sa-es8 (5s Bre Sus Sn) + 5 Bre (Bay %)) ~ 8a L 
o=1 
n—1 


> a 0 [= — - = ee -1 
Sa = Sat a." (5 Bie(Sa, Sn) a Sn Beo(Sns 5n)) — ig L’ 


MS 
! 


Gn (Su Bs (Bus Sn) + Sa Bo (Guns Sn) 

+ Sn (Sy By (Say Hs) + On By’ Gas Se) 
Li = 64 (54 5By (Bas Sn) + Su Bo(ms Sa) 

+ 5 (S) Br Ge, Be.) + On Po’ Gas Sn))] 
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fn— B= N3n{S, (1+ Gn, Sa) tee) — (—1) Gn (1+ Gas Hr) +-*+) 
+8, Sn Py’ Gn, S1) + On5n Py’ (Bn, 3n)} 


- (5, ...Sn-15 48; «++ 84-15 0)g °°, 


bn — By = M5n"" {Si (1 + Sy Sa) He) — (N—1) 6, (1 + Ba, He + °°) 
+8,3, P,’ G. Sn) + 6, 5n P, (Sr, 5 Sn) } 
+ (S,' ..- Sn—16 nS, «-- Sn—1Gn)g +++ +*). 


Die Bezeichnung der auf die Glieder niedrigster Dimension folgenden, 
oder in diesen als Coefficienten auftretenden Potenzreihen ist dabei 
die bereits angewandte durch ()-+--- oder $, $, P, P’, die Gréssen 
Sa, Sc, Sa, Sz haben dieselbe a , Wie im ersten Beispiel, und 
(Sn» Sn) kann jedes Werthepaar in (S,) annehmen, fiir das weder &,, 
noch s,, gleich Null ist. Werden zu diesen Entwickelungen diejenigen 
hinzugefiigt, die sich durch Einsetzen derselben in 2 ergeben, so 
erhilt man ein Element des Gebildes aller bei dem Problem in Betracht 
gezogenen Gréssen. Sieht man im ersten Beispiel 5, .. . S,-1 8;'... Spt, 
im zweiten S, . . - S16, a .+S,-16, als Hilfsgréssen an, welche die 
Stelle der oben mit ¢,...¢,, bezeichneten Gréssen vertreten, so sind 
in diesen Ratwichelengen 2 zwei Elemente E (2, ...2n—2) My + @n—1) C; «++ Cn—1), 
E(@,..+Z2ny y+ ++Gn—1, Cy-++Cn—1) hg..-hy) der frither betrachteten Art 
enthalten. Das System der Fanctionen Q(t, «++ bo) --+ Pw (t,.--by) wird 
dann, wenn man von constanten Factoren absieht, im ersten Beispiel 
gebildet von den Grdssen GS . ++ Gat, ©... SGa-1 im zweiten von 
den Gréssen ©... Ga-1, Gi’... Sia und den Summen der linearen 
Glieder in den Batwickelungen VON Zn — Zn,» 2n — 2n. Jeder dieser 


beiden Gréssensysteme verschwindet fiir kein anderes endliches Gréssen- 
system 


(By «ocMamty Sy ++0Bn~s) BOM. (8, +. 08n-2y Gay 8 «+ Snnty Ga)> 
als fiir 
(Ss, ==()...8,-1=0, s, ==0...8,-1—=0) 


resp. (8, =0...5,1=0, 6,=0, s,'=0...5,1—=0, 6,=0), 


wenigstens solange (5,) geniigend klein vorausgesetzt wird. 


$1. 

Im ersten Theile (A) meiner Abhandlung ,,Ueber den Zusammen- 
hang in Reihen u. s, w.“ (d. Ann. Bd. 42) habe ich Reihen, deren Glieder 
Complexe von Elementen, oder, wie ich kurz sage, Buchstabenreihen 


*) In diesen Entwickelungen ist indessen » > 2 vorausgesetzt, 
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sind, hinsichtlich des Zusammenhanges betrachtet, der zwischen ihren 
Gliedern vorhanden sein kann. Diese Betrachtung fihrt zuniichst zur 
Aufsuchung der ,,transitiven Gruppen“ einer solchen Reihe, und die 
Vergleichung zweier Reihen hinsichtlich der Uebereinstimmung resp. 
Verschiedenheit, die sie bei der Scheidung ihrer Glieder in transitive 
Gruppen darbieten kénnen, fihrt zu einer Beziehung, die zwischen 
zwei Reihen stattfinden kann, und darin besteht, dass jeder transitiven 
Gruppe der einen Reihe eine transitive Gruppe der andern entspricht, 
die mit ihr ,,in den Buchstaben iibereinstimmt’. (A §§ 1,2). Eine 
solche Beziehung zwischen zwei Reihen A, A,...A, und B, B,... Bn 
habe ich durch die Schreibweise A, A, ...A,=A,B,...B, dargestellt. 
Wenn nun zwei in dieser Beziehung zu einander stehende Reihen 
ausserdem noch in der Beziehung zu einander stehen, dass je zwei 
entsprechende transitive Gruppen derselben auch gleichen Grad des 
Zusammenhangs haben, so will ich dies durch Hinzufiigen eines 
weiteren Striches zu dem die friihere Beziehung darstellenden Zeichen 
= andeuten, und die Beziehung zwischen den Reihen also durch die 
Schreibweise A, A,...A, = B,B,...B,, darstellen. 

Diese Beziehung ist von Wichtigkeit fiir die Untersuchung der 
verschiedenen Formen, welche gleichwerthige Substitutionen, als Pro- 
ducte cyklischer Substitutionen dargestellt, darbieten kénnen. Im 
zweiten Theile (B) meiner Abhandlung habe ich diese verschiedenen 
Formen behandelt und dieselben hierbei in Classen unterschieden. Der 
Begriff einer solchen ,,/ormenclasse“ kann mittelst der soeben erérterten 
Beziehung in folgender Weise bestimmt werden: Sind (A,)(A,)...(An) 
= (B,)(R,)...(B,) ewei gleichwerthige Producte cyklischer Substitutionen, 
so sollen dieselben stets und nur dann derselben Formenclasse angehéren, 
wenn die Reihen A, A,...A, und B, B,... By in der Beziehung 
A, A,...A, = B,B,...Bm zu eimander stehen. In meiner Abhand- 
lung habe ich nun gezeigt, dass zwei derselben Formenclasse an- 
gehdrige Producte sich durch die Operationen des Versetzens, Zer- 
legens und Vereinigens von Factoren in einander umwandeln lassen, 
wihrend anderseits eine solche Umwandlung bei Angehdérigen ver- 
schiedener Formenclassen unmdglich ist. Wenn insbesondere die 
cyklischen Substitutionen einfache Transpositionen sind, so fallt die 
Operation des Zerlegens und Vereinigens fort, es lassen sich also zwei 
derselben Formenclasse angehérige Producte von Transpositionen allein 
durch Versetzen von Factoren in einander umwandeln. 

Sind die Producte einer Formenclasse transitiv, so nennen wir 
auch die Formenclasse transitiv. Eine transitive Formenclasse ist, 
vorausgesetzt natiirlich, dass die in ihr enthaltenen Buchstaben als 
bekannt angesehen werden, stets villig bestimmt, wenn der Grad des 
Zusammenhanges g ihrer Producte und die Substitution S gegeben ist, 
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der die Producte gleichwerthig sind; so dass die Formenclasse durch 
P,,s bezeichnet werden kann. Ist eine Formenclasse intransitiv, so 
werden wir naturgemiiss diejenigen transitiven Formenclassen, denen 
die transitiven Gruppen eines ihrer Producte angehéren, als ,,enthalten“ 
in der Formenclasse bezeichnen kénnen. Ist g der Grad des Zusam- 
menhanges einer Formenclasse (d. h. ihrer Producte), r die Anzahl 
der in ihr enthaltenen transitiven Formenclassen und @ die Anzahl 
der Circularsubstitutionen (ohne gemeinsamen Buchstaben), in welche 
man die Substitution S zerlegen kann*), der die Producte der Formen- 
classe gleichwerthig sind, so hat man g = 9 —r-+ 2k, wo k eine 
positive ganze Zahl, oder Null ist (S. die Note auf 8. 85 meiner Ab- 
handlung). Ist g = 0, so muss also g@ =r, k = 0 sein, die transitiven 
Gruppen der Producte einer einfach zusammenhingenden Formenclasse 
sind also den Circularsubstitutionen gleichwerthig, in die man S zer- 
legen kann. 

Sieht man bei der Umwandlung eines Products cyklischer Sub- 
stitutionen durch Versetzen von Factoren die einzelnen Factoren als 
Individuen an, die ihren Platz sowohl, als auch ihren Werth fndern 
.kénnen, so ist jede solehe Umwandlung mit einer Vertauschung der 
Factoren verbunden, Versieht man die Factoren der Reihe nach mit 
Indices, deren jeder fiir dasselbe Individuum unverindert bleibt und 
also nur seinen Platz wechselt, so kann diese Vertauschung durch die 
Substitution dargestellt werden, welche die Indices erleiden. Bezeichnen 
also z. B. in (A,), (Ay)2 (Ag), die an die Klammern gehingten Indices 
die Individuen, so wiirde ein Versetzen von (A,), um eine Stelle nach 
rechts darzustellen sein durch (A,), (A,). (As)3 = (A;); (43')3 (Ag)2, WO 
dann (A,),; und (A,’), verschiedene Werthe desselben Individuums 
sind, und S = (1) (23) die Substitution der Indices ist**). 

Da nun im allgemeinen die Umwandlung eines Productes TT in 
ein anderes TT, auf verschiedene Arten méglich sein wird, so werden 
diese Umwandlungen auch zu verschiedenen Substitutionen der Indices 
fiihren. Diejenigen Substitutionen, zu denen die Umwandlung eines 
Products TT in sich selbst, d. h. in ein Product, dessen Factoren der 
Reihe nach denen von TT gleichwerthig sind, fiihrt, bilden eine Gruppe, 
welche ,,die dem Product Tl zugehdrige Gruppe der Indices“ heissen 
soll. Denn sind U,, U, zwei Umwandlungen von TT in sich selbst, 
welche fiir sich zu den Substitutionen resp. S,, S, fiihren, so fihrt 
eine Umwandlung U, welche aus U, und der darauffolgenden Um- 
wandlung U, zusammengesetzt ist, zu der Substitution S= S,S,; U ist 
aber wieder eine Umwandlung von TI in sich selbst. Bezeichnen wir 


*) Dabei sind die identischen Circularsubstitutionen mitzurechnen. 
**) Es ist klar, dass diese Begriffsbestimmungen sich auch auf ein Product 
beliebiger Substitutionen iibertragen lassen. 
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diese Gruppe mit G, ferner mit S, eine Substitution, zu der eine Um- 
wandlung von TT, in TT fihrt, mit S, eine Substitution, zu der eine 
Umwandlung von TT in TI, fiihrt, so sind S = §,GS, die Substitutionen, 
zu denen simmtliche Umwandlungen von TT, in TT, fiihren. Diese 
bilden im allgemeinen keine Gruppe, Dies wird aber dann eintreten, 
wenn G die symmetrische Gruppe ist; alsdann bilden auch die Sub- 
stitutionen S,GS, die symmetrische Gruppe. Da nun, wie wir sogleich 
beweisen werden, die einem transitiven Producte von Transpositionen 
zugehérige Gruppe symmetrisch ist und zwei derselben Formenclasse 
angehérige Producte von Transpositionen sich durch Versetzen von 
Factoren in einander umwandeln lassen, so folgt, dass man zwei der- 
selben transitiven Formenclasse angehirige Producte von Transpositionen 
durch Versetzen von Factoren stets so in einander umwandeln kann, 
dass die Factoren jede beliebige Vertauschung erleiden. Dies ergiebt 
sich also aus dem Satz, den wir jetzt beweisen wollen. 

Die einem transitiven Producte von Transpositionen zugehirige 
Gruppe der Indices ist symmetrisch. 

Dieser Satz kann fiir den besondern Fall, dass der Werth des 
Products gleich der Einheit ist, als bekannt angesehen werden, er ist 
fiir diesen Fall in dem von Clebsch in seiner Abhandlung ,,Zur Theorie 
der Riemann’schen Fliche‘ (d. Annalen Bd. 6) angestellten Unter- 
suchungen enthalten. 

Der Beweis des Satzes ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die 
zu den Producten (ab), (ab),, (ab), (be), gehérigen Gruppen sym- 
metrisch sind, Fiir das erste Product ist dies selbstverstindlich, fiir 
das zweite folgt dies aus den Gleichungen (ab), (bc), = (ac), (ab), 
= (bc), (ac), = (ab), (bc),. Um nun den Satz fiir die Producte irgend 
einer transitiven Formenclasse F’,,s zu beweisen, ist es dem Vorher- 
gehenden zufolge nur néthig, denselben fiir irgend ein Product dieser 
Formenclasse zu beweisen. Es sei nun die Zerlegung von S in seine 
Circularsubstitutionen durch S = (C,) (C,) ... (Cg) dargestellt. Von 
den Factoren (C,), (C,) . .. (Ce) (von denen also keine zwei einen 
Buchstaben gemeinsam haben) kénnen wir jeden als Product von 
Transpositionen in der Form 


(Cx) = (al? af”) (al af?) ... (azp—1 ay) = (k= 1---@) 
darstellen. Verstehen wir dann unter ¢,...é gerade Zahlen, von denen 
& > ist, &...é-1 aber (wenn g > 1) simmtlich > 0 sind und deren 
Summe gleich 2(9—1) + 2k ist, wenn g = 9 — 1 + 2k ist, so ist 
en Tr (as? a & Tr) (a?) a?" TT sae Tre? (af alé))e-1 TT (a) aif))e*) 


*) Sollten unter (C,)... (C,) sich identische Factoren finden, so fallen die 
entsprechenden Punkte TT) in TT einfach aus. 
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ein der Formenclasse Fs; angehériges Product von Transpositionen. 
In diesem Product haben je zwei auf einander folgende Transpositionen 
entweder einen, oder beide Buchstaben gemeinsam. Versehen wir 
daher die Factoren der Reihe nach mit den Indices 1,2...E, so 
kénnen wir das Product so in sich umwandeln, dass zwei beliebige 
auf einander folgende Indices a, a+ 1 gegen einander vertauscht 
werden, die tibrigen aber ihre Plitze behalten. Mithin enthalt die zu 
TT gehérige Gruppe G der Indices die Transpositionen (12), (23), . 
..(E—1E) und ist folglich symmetvrisch. 

Hieraus ergiebt sich endlich fiir die Umwandlung intransitiver 
Producte von Transpositionen in einander unmittelbar Folgendes: Sind 
TT, und TT, zwei derselben Formenclasse angehérige Producte von Trans- 
positionen, von denen TT, die Indicesreihe 1,2... EZ, TT, die Indices- 
reihe ,, @,... 0 besitzt, wo a, @,...@~ die Indices 1,2... H in 
anderer Reihenfolge sind, so kann man TT, stets und nur dann durch 
Versetzen von Factoren so in Tl, umwandeln, dass die Indices die 


Vertauschung S = ie - eit Ps erleiden, wenn je zwei derselben 
> Pee 


‘transitiven Formenclasse angehérige transitive Gruppen von TT, und TT, 
dieselbe Gruppe der Indices haben. 


§ 2. 

Es mégen G, G,...G, einander ausschliessende, einfach zusam- 
menhiingende Gebiete der Ebene und LZ, L,... LZ, deren Grenzen be- 
zeichnen. In jedem dieser Gebiete G,(k =1...1) mége sich ein System 
discreter Punkte P,")... r= befinden. Auf jeder der Linien L,(k=—1...1) 
nehmen wir einen Punkt an, A; und ziehen in dem nach Fortnahme 
von G,...G, von der Ebene iibrig bleibenden, /-fach zusammen- 
hingenden Gebiete G, ein System einander nicht schneidender und 


aan durch jeden Punkt nur 


a = 


i einmal hindurchgehen- 

- ol ft der Linien von A, nach 

a A,...A,1. Endlich 

/ <7 / ae la ~” ziehen wir von jedem 

{ a | es pie / /} ~ : Punkt A, ein eben- 
f e — \ ° Pd \ ~ . . 

| (G 4 , if me , solehes Liniensystem 

= \ ae a. ’ \ —~ p” y 
. FF “ 2 . k 4 

Re, ‘ Neg em 4 \ in G, nach P{".. ei - , 
ss * Z 4 \p”. (8. Figur 1.) 

eee. i Um die Vorstellung 

Fig. 1. 


zu vereinfachen, wollen 
wir tiber die Liniensysteme, welche die Punkte P mit den Punkten A 
verbinden, eine Festsetzung treffen, durch welche diese Liniensysteme 
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fiir jede Lage der Punktsysteme P}{”... 7 (k=1...1) véllig bestimmt 
sind. Liegt das Gebiet G, ganz im Endlichen, so wollen wir fest- 
setzen , dass das betreffende Liniensystem von einem System kiirzester 
Linien in G,*) gebildet werde, welche die Punkte FP... = mit 
A, verbinden. Erstreckt sich eines der Gebiete G ins Unendliche, 
welches dann das mit G, bezeichnete sein mége, so denken wir uns 
G, durch reciproke radii vectores auf ein ganz im Endlichen liegendes 
Gebiet G/ abgebildet, und setzen fest, dass das Liniensystem, welches 
die Punkte P{ ... pk mit A; verbindet, von einem Liniensystem 
“gebildet werde, dessen Bild ein System kiirzester Linien in Gj ist. 
Auf diese Weise sind fiir jede Lage der Punktsysteme Pj")... P{? die 
zugehdrigen Liniensysteme vollig bestimmt**). 

Das so construirte, die Punkte P mit den Punkten A und diese 
mit einander verbindende Liniensystem kann man in einem Zuge um- 
laufen. Die Reihenfolge, in welcher hierbei die Punkte P auf einander 
folgen, wird véllig bestimmt sein, wenn der Sinn des Umlaufens und 
der Ausgangspunkt feststehen. Als Sinn des Umlaufens wollen wir 
den sogenannten positiven, bei dem also die Ebene zur Linken bleibt, 
wihlen, als Ausgangspunkt einen Punkt @Q auf einer Seite einer der 
Linien A,A;. Dann werden in der durch den Umlauf bestimmten 
Reihe der Punkte P diejenigen desselben Gebiets unmittelbar auf 
einander folgen. P Pp .. on sei die so bestimmte Reihenfolge der 
Punkte in G,. Lassen wir nun aber in G; das Punktsystem P@... = 
in ein anderes P{”... PD iibergehen, so dass P{” in P{”, Ps” in Pi? 
u. 8. w. tibergeht, so braucht die durch den Umlauf bestimmte Reihen- 
folge der Punkte P“ nicht mehr dieselbe zu sein, wie die der Punkte 
P, Ist dann Py! P2?... Psp, die Reihenfolge der Punkte P, so 


wollen wir sagen, das Punktsystem (P™) hat durch den Uebergang 


a" — 
in (P™) die Vertauschung S = ( mae 5 erlitten. Da das 


12 ...m 
Liniensystem, welches die Punkte des Systems (P“) mit dem Punkte 
A, verbindet, das entsprechende Liniensystem des Systems (P™) nicht 
schneidet, so sieht man leicht ein, dass, wenn S = 1 ist, man immer 
den Uebergang so einrichten kann, dass kein Punkt P“ die zu einem 


andern Punkte P’ gehérige (mit diesem sich iindernde) Linie P}” A 
durchkreuzt. 


Wir denken uns jetzt das System der Punkte P als die Projection 


*) D. h. deren Punkte im Innern oder auf der Grenze von G, liegen. 
*t) S. den Anhang, 
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des Systems der Windungspunkte einer iiber der Ebene befindlichen 
Riemann’schen Fliiche F’ und das Liniensystem, das die Punkte P 
mit den Punkten A und diese mit einander verbindet, als die Projection 
des Systems der Uebergangslinien dieser Fliche, lings denen also die 
Blatter derselben zusammenhiingen. Die Fliche ist alsdann vollstiindig 
durch ein gewisses identisches Product TT von Substitutionen bestimmt. 
Jede der Substitutionen dieses Products giebt die Vertauschung der 
Blatter beim Umkreisen eines Panktes P im positiven Sinne an und 
kann daher als zusammengehérig mit diesem Punkte P betrachtet 
werden, und die Reihenfolge der Substitutionen in dem Product kanm 
als iibereinstimmend mit der soeben bestimmten Reihenfolge der zu- 
gehérigen Punkte P vorausgesetzt werden. Es werden daher in TT die 
zu den Punkten desselben Gebiets G, gehérigen Substitutionen un- 
mittelbar auf einander folgen und also ein Unterproduct TT von TT 
bilden. Endlich denken wir uns noch in jedem dieser Unterproducte 
die einzelnen Factoren mit Indices versehen, welche mit den die zu- 
gehérigen Punkte bezeichnenden iibereinstimmen. 

Lassen wir nun in G, das Punktsystem (P) stetig in ein anderes 
‘(P™) wbergehen, sodass P{ in P{”, Pi in Ps” u. s. w. iibergeht 
und kein Zusammenfallen von Punkten P“ bei diesem Uebergange 
stattfindet, so geht die Fliiche F stetig*) in eine andere F iiber, fiir 


welche das sie bestimmende Product TT aus TT durch Umwandlung von 
Tl mittelst Versetzens von Factoren erhalten wird. Die Indices von 
TT erleiden dabei eine Vertauschung, die mit derjenigen tberein- 
stimmt, welche die Punkte des Systems (P“) durch den Uebergang 
erleiden. 

Wird jede der Substitutionen von TI“) in ihre Circularsubstitutionen 
zerlegt, so erhilt man TT als Product cyklischer Substitutionen dar- 
gestellt, das einer bestimmten Formenclasse /’, angehért. Da bei jeder 
in G, stattfindenden Lageniinderung des Punktsystems (P“), bei welcher 
kein Zusammenfallen von Punkten P eintritt, das Product TT nur 
eine Umwandlung durch Versetzen von Factoren erfahrt, so bleibt die 
Formenclasse F, bei diesen Lageninderungen bestiindig dieselbe, es 
geht nur TT) in ein anderes dieser Formenclasse angehoriges Product 
cyklischer Substitutionen iiber. Wir wollen daher sagen, es wird das 
Punktsystem (P™), resp. das Gebiet G, durch das die Fliche F’ bestim- 
mende Product TT der Formenclasse F, zugeordnet. Sind F; ,”, FY we me NG 
die in F, enthaltenen transitiven Formenclassen, so euthalt TT r transi- 


tive Gruppen, deren jede einer der Formenclassen F{”... F{” angehort. 
*) Unter stetiger Deformation einer Fliche ist dabei jede Deformation der 


Fliche zu verstehen, die einer stetigen Aenderung des Coefficientensystems ent- 
spricht, zu dem die Flache gehért, 
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Die Circularsubstitutionen der einem Punkte P” zugehérigen Substi- 
tution in TT) kénnen nun verschiedenen dieser transitiven Gruppen 
angehéren. Gehdéren alsdann diese transitiven Gruppen den Formen- 
classen Fi“), F{& ... an , so wollen wir auch P“ den transitiven 
Formenclassen Fi“, F{... ,,durch das Product 1 zugeordnet* nennen. 
Dann wird auch fiir alle soeben betrachteten Lagen des Punktsystems 
(P™) derselbe Punkt stets denselben transitiven Formenclassen zu- 
geordnet. Sind insbesondere die den Punkten P“ zugehérigen Sub- 
stitutionen in TT selbst cyklische Substitutionen (liegt also tiber jedem 
Punkte P™ ein einziger Windungspunkt der Fliche), so wird jeder 
Punkt P™ stets eimer einzigen, fiir die verschiedenen Lagen des 
Punktsystems P unveriinderlichen transitiven Formenclasse zu- 
geordnet. — Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, dass die Bezeichnung 
der Blatter wihrend der Lageniinderungen des Punktsystems P™ un- 
veriindert beibehalten wird. 

Wir wollen jetzt denjenigen Fall betrachten, dass die den Punkten 
P wzugehirigen Substitutionen Transpositionen sind. Dann stellt das 
System der Punkte P das in der Einleitung mit (¢, ... 2.) bezeichnete 
System der Verzweigungspunkte der Fliche dar. Wir bezeichnen 
daher jetzt die Punkte P als Punkte z, die Ebene, in welcher die 
Punkte vorausgesetzt werden, als z-Ebene und verstehen endlich 
unter (z) dasjenige Continuum der Punktsysteme (2, ... 2% ), welches 
die Gesammtheit der Punktsysteme (2, ... 2.) enthilt, in denen m, 
Punkte dem Gebiete G,, m, Punkte dem Gebiete G, u. s, w. angehdren 
(2m,—=w). Schliessen wir aus (2) alle Systeme mit zusammenfallen- 
den Punkten aus, so bilden die tibrigbleibenden Systeme (2, ... 2) 
wiederum ein Continuum (z), innerhalb dessen wir uns das Punktsystem 
(2, . - . 2) verinderlich zu denken haben. Geht nun innerhalb des 
Continuums (2) das Punktsystem (¢,...2,) auf irgend einem Wege 
iiber in ein anderes, und geht hierbei z, tiber in 2, (a—=1...w), die 
Fliche F iiber in F’, so folgt aus dem Vorigen, dass (bei richtiger 
Bezeichnung der Blatter) durch die Producte TT, TT, welche F’, resp. 


F bestimmen, die Punkte 22, Z (#1...) derselben transitiven 
Formenclasse zugeordnet werden miissen. Umgekehrt aber kann man 
nun auch zeigen, dass wenn fiir zwei Lagen des Punktsystems (¢, ... 4.) 
in (#)' zwei Flichen resp. F’, F gegeben sind, durch deren Producte 
je zwei Punkte beider Systeme, die verschiedene Lagen desselben 
Punktes repriisentiren, derselben transitiven Formenclasse zugeordnet 
werden, man alsdann auch stets F in F iibergehen lassen kann, 
indem man das Punktsystem (z,... 4%) von der einen in die andere 
Lage innerhalb des Continuums (¢)' ‘tibergehen lisst, und zwar so, 
dass jeder Punkt z. in denjenigen Punkt z, tibergeht, der als Reprisentant 
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des Punktes z, in anderer Lage aufgefasst wird. Vorausgesetzt wird 
dabei natiirlich, dass je zwei solche Punkte z., 2, demselben Gebiete 
angehéren. Zum Beweise bezeichnen wir wieder die in der oben an- 
gegebenen Weise bestimmte Reihenfolge der dem Gebiete G, angehéren- 
den Punkte des Systems (z,... 2.) in der einen Lage durch ef... 2) 


+ omy: 
Dann wird die Reihenfolge derselben Punkte in der zweiten Lage des 


- aud —(k . ° 
Systems (¢,... 2.) durch 2)... Fem, zu bezeichnen sein, wenn 


yo vv len 
Ss =( h a *) die Vertauschung ist, welche die Punkte des Systems 
eae ke 


(2? owe 2m) bei irgend einem Uebergange des Systems (2, ... %») von 
der ersten in die zweite Lage erleiden. Ebenso versehen wir, wie 
friiher, die den Punkten 2, 2) zugehérigen Transpositionen in den 


Unterproducten resp. TT) und Tl mit dem Index a Dann haben je 
zwei derselben transitiven Formenclasse angehérige transitive Gruppen 
von TT und TI) dieselbe Gruppe der Indices. Zufolge § 1 kann man 
daber das Product TT! durch Versetzen von Factoren so in Tl um- 
-wandeln, dass die Indices die Substitution S erleiden. Dieser Um- 


wandlung wird ein Uebergang des Punktsystems (2° wut on) in ein 


anderes (a ca al) entsprechen, durch welchen auch die Punkte die 


Vertauschung S erleiden, sodass Z\, ... Sem, die Reihenfolge der Punkte 
y ae Zn) sein wird. Bei einem weitern Uebergange des Punktsystems 


(a... simp) von dieser Lage in die durch ri Zam) bezeichnete 


@ +++ 2am 
wird daher keine Vertauschung der Punkte mehr stattfinden und man 
wird folglich diesen Uebergang so einrichten kénnen, dass kein Punkt 
die zu einem andern gehoérige Projection einer Uebergangslinie durch- 
kreuzt und somit Tl” unverindert bleibt. Aus beiden Uebergiingen 
setzt sich nun ein Uebergang des Punktsystems (2? ‘ sin.) von der 


» + Sm, 
Anfangslage in die Endlage (a” ° . « Fim) zusammen, durch welchen 
T™ in TT itbergeht. Da Gleiches fiir jedes Gebiet gilt, so ist damit 
unsere Behauptung bewiesen. Verstehen wir nun unter entsprechen- 
den Punkten in verschiedenen Lagen desselben Punktsystems solche 
Punkte, welche als Repriisentanten verschiedener Lagen desselben 
Punktes anzusehen sind, und bezeichnen wir durch § die Gesammtheit 
derjenigen Riemann’schen Flichen F, die aus einer Fliche F durch 
stetige Deformation erhalten werden kénnen, indem man das System 
der Verzweigungspunkte (2, . .. 2.) derselben auf allen méglichen Wegen 
innerhalb eines Continuums (2) in ein anderes (2,...%,), und zwar so 
tibergehen liasst, dass derselbe Punkt z, stets in denselben Punkt 2, 
tibergeht, so folgt: dass die Gesammtheit ¥' villig bestimmt ist durch 
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die Gesammtheit derjenigen Producte TT, durch welche jeder Punkt 2, 
des zweiten Systems (2,.. . Zw) derselben transitiven Formenclasse su- 
geordnet wird, welcher der entsprechende Punkt z_ des ersten Systems 
(2, ..-+%w) durch das die Fliche F bestimmende Product TT zugeordnet ist. 


§ 3. 

Es bezeichne a,, a,,...ay ein System offener, einfach zusammen- 
hiingender F lichen, zwischen denen kein Zusammenhang besteht, die 
aber mit den Fliichen eines andern ebensolchen Systems b,, b.,...0n 
dadurch zusammenhiingen, dass Flichen a mit Flichen b Theile ihrer 
Grenzen gemeinsam haben, lings denen solche aneinandergrenzende 
Flichen a und b aneinandergeheftet sind. Hierdurch entsteht aus den 
beiden Flaichensystemen a,...a@y und 6, ...b, ein neues Flaichensystem 
T. Ueber dieses Flichensystem setzen wir nun noch Folgendes voraus: 
Dieselben zwei Flichen ae, bg sollen stets nur lings eimem ihren 


Grenzen gemeinsamen Theile Jj” an einandergeheftet sein. Ferner 


sollen zwei solche Theile 7? und 7), liings denen resp. a. jb und aw ,by 
an einandergeheftet sind, sich weder ganz, noch theilweise decken*), 
und endlich sollen die Endpunkte jedes Theiles 7) der Grenze von 7’ 
angehdren. 

Bezeichnen wir mit A, den Complex derjenigen Buchstaben a, 
durch welche die an b, hingenden (d. h. an b. gehefteten) Flachen a 
bezeichnet sind, so wollen wir die Reihe der Buchstabencomplexe: 

A, A, ... Me 
die zu 7’ gehérige Reihe nennen**). Alsdann kann man Folgendes 
beweiseu : 

Ist der Grad des Zusammenhanges der zu T gehirigen Reihe gleich g, 
so ist T'(g+-1)-fach zusammenhidngend. 

Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir zunichst eine einfach 
geschlossene Curve in 7. Unter einer einfach geschlossenen Curve 
ist dabei eine Curve zu verstehen, die durch einen einzigen in den 
Ausgangspunkt zuriickfiihrenden und durch jeden Punkt nur einmal 
hindurchfiihrenden Zug entsteht. Ueberschreitet eine solche Curve 
(d. h. tiberschreitet man, wenn man die Curve in der angegebenen 
Weise entstehen lisst) keine der Linien If, so liegt die Curve den tiber 
die Flachensysteme (a) und (b) gemachten Voraussetzungen zufolge 
ganz in einer der Flichen @ oder b, und sie begrenzt folglich ein 
Flaichenstiick von 7’ vollstiindig. Ueberschreitet dagegen die ein- 


fach geschlossene Curve C Linien I”, so kann man die Curve stets 
8 B > 
*) D. h. durch dieselben Punkte von 7 repriisentirt werden. 


**) Es ist klar, dass man ebenso auch eine Reihe von Complexen der Buch- 
staben b bilden und diese als zu Z' gehirige Reihe betrachten kénnte, 
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so umwandeln, dass in der Reihe der von der Curve iiberschrittenen 
Linien If niemals auf eine Linie Jy dieselbe Linie Us) unmittelbar 
wieder folgt. Unter einem Umwandeln einer einfach geschlossenen 
Curve C verstehen wir dabei ein Ersetzen eines Curvenstiickes ¢ der- 
selben durch eine Linie c, welche mit ¢ eine einfach geschlossene, ein 
Flichenstiick von 7’ vollstindig begrenzende Curve und mit dem iibrigen 
Theile C — c von C eine einfach geschlossene Curve C’ = C—c+c¢ 
bildet. Diese durch die Umwandlung von C entstandene Curve C’ 
wird dann ein Flichenstiick von 7’ vollstindig begrenzen, oder nicht, 
je nachdem dies von C gilt oder nicht. Folgt nun in der Reihe der 
von C iiberschrittenen Linien If? auf die Linie Jy” wieder ly’, so wird 
also Uy zweimal nach einander tiberschritten. Findet nun beim ersten 
Ueberschreiten ein Uebergang von der Fiche a, in die Flache bg, also 
ein Kintritt in diese Flaiche statt, so findet beim zweiten, darauf- 
folgenden Ueberschreiten ein Uebergang von bz in ae, also ein Austritt 
aus bz statt. E sei der beim ersten Ueberschreiten iiberschrittene 
Punkt voa 7§), also der Eintrittspunkt in bg, A der beim zweiten 

Ueberschreiten _iiberschrittene 





; P i Punkt von 7), also der Aus- 

are on, gaunaaaae. & trittspunkt aus b;, EBA end- 

/ 3 .. A lich sei das von E nach A sich 

Bins a = erstreckende, in bg liegende 

e( \] vo 2 Stiick von C. (Siehe Figur*).) 

C «4 / | /4&/ Schneidet nun der iibrige Theil 
lel ax C—EBA von C das Stiick EA 
Vin \ «/ von ye nicht, so wird, wenn 
\ in eh we; man durch eine lings EA ge- 

\ 8 / fiihrte Linie einen Punkt EF’ 

Fig. 2. vor E mit einem Punkte A’ nach 


A verbindet, diese Linie E’ A’ 
mit dem Theil C— E’E BAA’ sowohl, als auch mit dem Theil 
E’ EBAA eine einfach geschlossene Linie bilden und mit E’ EB AA’ 
ausserdem ein Flichenstiick von 7’ vollstindig begrenzen. Man kann 
daher C dadurch umwandeln, dass man E’ E BAA’ ersetzt durch E’ A’, 


und dadurch fallen die Schnittpunkte E und A mit 7” fort. Schneidet**) 
*) Es ist selbstverstiindlich, dass die Flichen von a und 6 nicht, wie in der 
Figur angenommen ist, eben zu sein brauchen; in § 4 z. B. werden wir die 
Fiichen b als Windungsflichen voraussetzen. 
**) Dass C die Linie U'*) beriihrt oder ein Stiick mit ihr gemeinsam hat, lisst 
sich offenbar leicht vermeiden, indem man zwei Punkte P und @Q vor und nach 


dem Beriihrungspunkt resp. nach dem gemeinsamen Stiick durch eine lings PQ 
gefiihrte Linie verbindet und diese Linie fiir PQ setzt. 








i le ae 


—— = 


_ = 
>. 


~* e 


* 
— 


or 
ie 


ch 








Riemann’sche Flichen mit veriinderlichen Verzweigungspunkten. 65 


aber C— EBA das Stiick EA, so wird beim Durchlaufen von 
C— EBA von A nach E auf jeden Eintrittspunkt FE, in das von 
EA und EBA vollstiindig begrenzte Flichenstiick von 7 ein Aus- 
trittspunkt A, aus demselben als niichster Schnittpunkt mit LA folgen 
miissen, weil das Stiick EH, A; von C*) weder EBA, noch EA schneidet. 
Die Schnittpunkte von C— EBA mit EA bilden also eine Reihe von 
Punktepaaren F,.A;, und wir behaupten, dass die Punkte zweier dieser 
Paare niemals abwechselnd auf einander folgen kénnen. Denn das Stiick 
E,A, von EA begrenzt mit dem Stiick E,A, von C ebenfalls ein 
Flichenstiick von 7’ vollstiindig, das ein Theil des von EA und EBA 
begrenzten ist. Liegt nun etwa FE, auf dem Stiick F,.A, von EA, so 
findet beim Ueberschreiten von E;, wenn C immer in dem angenom- 
menen Sinne durchlaufen wird, ein Eintritt in dieses, von den beiden 
Stiicken EA; begrenzte Flichenstiick von 7’ statt. Da nun die beiden 
nach Fortnahme von EA, aus EA iibrig bleibenden Stiicke von EA 
ausserhalb dieses F'lichenstiicks liegen, so muss der auf FE, folgende 
Schnittpunkt von C mit EA, also A, auf dem Stiick L.A, von EA 
liegen, denn sonst miisste E,A, das Stiick E,A, von C schneiden. 
Ebenso folgt aus der Annahme, dass A; zwischen FE, und <A, liegt, 
dass dies auch von E, gelten muss. Die Punkte zweier Paare FE, A;,, 
£, A; kénnen also nur unmittelbar auf einander folgen. Daraus aber 
folgert man leicht die Existenz eines Punktepaares E,A,, zwischen 
dessen: Punkten kein Punkt eines der iibrigen Paare liegt. Dieses 
Punktepaar kann daher in der oben angegebenen Weise fortgeschafft 
werden. Darauf kann wieder ein Punktepaar E,A, fortgeschafft 
werden u.s.w. Schliesslich wird man auch das Punktepaar EA fort- 
schaffen kénnen. Unsere Behauptung, dass man die Curve C in eine 
solche umwandeln kann, fiir die in der Reihe der iiberschrittenen 
Linien Jf auf eine Linie Uf dieselbe Linie ly nicht unmittelbar wieder 
folgt, ist also bewiesen. Eine solcne Curve und ebenso eine ganz in 
einer der Flachen a oder b verlaufende Curve soll eine ,,reducirte 
Curve“ heissen. 

Wir denken uns jetzt die Aufeinanderfolge der Flichen a, durch 
die eine reducirte einfach geschlossene Curve C (die Linien Jf uber- 
schreitet) hindurchgeht, durch einen Cyklus von Buchstabenpaaren von 
der in meiner Abhandlung (Ueb. d. Zush. in Reihen etc. 8. 66) an- 
gegebenen Form II dargestellt. Gelangt man beim Durchlaufen von C 
von der Flache a,, in die Fliche a,, mittelst Durchganges durch D,,,, 
so wollen wir diese Aufeinanderfolge der Flichen Any» On, durch das 


Buchstabenpaar a/? a, darstellen. Gelangt man beim weiteren Durch- 


*) D. h. das von HE, nach A, durchlaufene Stiick von C, 
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laufen von C darauf von der Fliiche a,, in die Flache a,, mittelst 
Durchganges durch },,, so wollen wir diese Aufeinanderfolge durch 
am a™ und die (mittelst Durchganges durch b,, und b,,, erfolgte) Auf- 
einanderfolge von @q,, Gn,, %», durch a)? a + a” a. darstellen. So 
fortfahrend wird man einen der Curve C zugehdrigen Cyklus 


aan + an an est "ed © oo an a,e 
erhalten. In diesem Cyklus miissen je zwei auf einander folgende 
untere Indices, der erste und letzte untere Index und die oberen 
Indices jedes Paares verschieden von einander sein, da andernfalls 
entweder zwei Flichen a¢, bg mit mehr als einem ihren Grenzen ge- 
meinsamen Theile an einander geheftet sein miissten, oder dieselbe 
Linie Uf) beim Durchlaufen von b mehrmals unmittelbar hinter einander 
iiberschritten werden miisste. Hieraus folgt zuniichst, dass, wenn die 
Reihe A, A, ... A, einfach zusammenhingend ist, eine reducirte ein- 
fach geschlossene Curve nur in eimer Fliche a oder b verlaufen kann. 
Denn in diesem Falle wire der zugehérige Cyklus gleich Null. Es 

miisste daher in der Reihe der auf m, folgenden unteren Indices ein 


dem Index m, gleicher folgen. Wire nun —"* an das erste unter 


den auf a"?a™ folgenden Buchstabenpaaren, dessen unterer Index 
t 1 
m, =m, Wire, so wire auch m_; =, (vergl. meinen Bew. z. Satz 1, 


S. 66 meiner Abhandl.) nnd folglich auch 
On an + an an +: + ae: — (m1 = N,) 

ein Cyklus, der wieder gleich Null wire, und auf den man daher den 
gleichen Schluss anwenden kénnte u. s. f. Die Anzahl der Paare in 
den Cyklen, zu denen man auf diese Weise gelangt, miisste immer 
kleiner werden und doch grdésser als 2 bleiben, was wegen der End- 
lichkeit von k*) unméglich ist. Aus der Voraussetzung, dass die Reihe 
A,A,...A, einfach zusammenhingend ist, ergiebt sich also, dass jede 
einfach geschlossene Curve in 7’ ein Flachenstiick von 7’ vollstindig 
begrenzt. Mithin wird 7 durch jeden Querschnitt zerstiickelt, 7’ ist 
also einfach zusammenhingend und der obige Satz fiir den Fall g —0 
bewiesen. 

Um daher den Satz in seiner Allgemeingiiltigkeit, fiir ein beliebiges 
g zu beweisen, werden wir ihn fiir die Grade des Zusammenhanges 
0... g— 1 als bewiesen ansehen diirfen. Wir setzen also jetzt voraus, 


*) Wollte man auch als méglich zulassen, dass der zu C gehirige Cyklus 
unendlich viel Paare enthielte, so miisste doch, wie man leicht finden wird, in 
diesem Cyklus ein solcher mit einer endlichen Anzahl von Paaren enthalten sein, 
auf den der Schluss anwendbar wire. 
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die zu 7’ gehérige Reihe A,A,...A, habe den Grad des Zusammen- 
hanges g. Eine soleche Reihe kann man immer durch Spaltung 
eines einzigen Gliedes A, in A;, A,” in eine Reihe vom Grade des 
Zusammenhanges g — 1 verwandeln, wobei nur zu beachten ist, dass 
durch die Spaltung zwei gewisse Buchstaben von A;, etwa ag und a, 
getrennt (d. h. der eine in A;’ der andere in A,” aufgenommen) werden 
miissen, (S. meine Abhandl. A, § 4 Zus.). Da nun die Endpunkte 
jedes der oben mit 1° bezeichneten Grenztheile der Grenze von 7’ 
angehéren und keine zwei dieser Theile einander ganz oder theilweise 
decken, so wird man immer in 2} einen Querschnitt, der zugleich 
Querschnitt in 7 ist, so ausfiihren kénnen, dass durch denselben 0 
in zwei einfach zusammenhingende Fliichen b,’, by” zerlegt wird, von 


denen 0,’ den Grenztheil , b,” den Grenztheil I enthilt. Hierdurch 
entsteht aus 7’ ein Flichensystem Z’, das von derselben Beschaffen- 
heit wie 7’ ist, fiir welches aber die zugehdrige Reihe aus A,A,...A, 
durch Spaltung von A; in zwei Glieder A;’, A,” entsteht, von denen 
A; den Buchstaben @,, A,” den Buchstaben a, enthilt. Diese Reihe 
A, ... Ap1 Ax Ax” Apyi...An hat also den Grad des Zusammenhanges 
g—1. Mithin ist 7” g-fach zusammenhingend, und 7 kann also 
durch einen Querschnitt in ein g-fach zusammenhiingendes Flichen- 
system verwandelt werden, 7’ ist folglich (g-+1)-fach zusammen- 
hiangend. 


§ 4. 


Bei den Untersuchungen in § 2 haben wir nur solche Lagen- 
iinderungen des Systems der Verzweigungspunkte betrachtet, bei denen 
kein Zusammenfallen von Verzweigungspunkten stattfand. Wir wollen 
daher jetzt das Zusammenfallen von Verzweigungspunkten zum Gegen- 
stand der Betrachtung machen. 

Wir denken uns die Fliche F’ wie in § 2 construirt, indem wir 
uns wieder die Punkte P, welche die Projectionen der Windungspunkte 
darstellen , gruppenweise auf einander ausschliessende, einfach zusam- 
menhiingende Gebiete vertheilt denken, von denen wir indessen jetzt 
nur eines, das wir als Gebiet G bezeichnen, betrachten. P,, P,,...Pm 
seien die in G befindlichen Projectionen der Windungspunkte, P, A, 
P,A,... PA die Linien des in G befindlichen Theiles von dem die 
Projection des Systems der Uebergangslinien darstellenden Linien- 
system und TT’ sei das zu G gebdrige Unterproduct in dem die Fliche 
darstellenden Product Tl. Wir denken uns wie in § 2, dass innerhalb 
G die Lage des Punktsystems (P,... P,,) und damit die Flache F' sich 
stetig indre, setzen jetzt aber voraus, dass in der Endlage simmtliche 
Punkte P,, P, ... P, in einem Punkte von G vereinigt sind, 


5* 











68 P. Hoyer, 


wahrend in den vorangehenden Lagen keine zwei Punkte in einem 
Punkte vereinigt sein sollen. Den Uebergang des Punktsystems 
(P, P,... Pm) in diese Endlage bezeichnen wir als Zusammenfallen 
der in G befindlichen Punkte des Systems der Verzweigungspunkte. 

Wir betrachten nun den iiber G befindlichen Theil der Flache F. 
Darunter ist derjenige Theil von F' zu verstehen, den ein lings der 
Grenze von G gefiihrter, alle Blitter der Fiaiche durchdringender 
Schnitt aus der Fliiche abtrennt. Dieser Flichentheil 7 kann in der- 
selben Weise, wie das in § 3 betrachtete Fliichensystem 7’, aus zwei 
Systemen offener, einfach zusammenhingender Flichen a und b ent- 
standen gedacht werden. Um dieses einzusehen, denken wir uns in G 
m Querschnitte so ausgefiihrt, dass diese weder einander, noch eine 
der Linien P, A, P,A,...P,,A schneiden und G in m+ 1 Gebiete 
Jor G1-++9m zerlegen, von denen g, keinen der Punkte P,...Pn, 94 ..+Jm 

gaiitages je einen dieser Punkte enthalten (8. Figur). 
yf : \ Werden nun lings diesen Querschnitten 
Pj durch simmtliche Blitter von 7 Schnitte 

a gefiihrt, so wird 7’ durch diese Schnitte in 
if P zwei Systeme offener, einfach zusammen- 
\é ; / hiangender Flichen zerlegt, von denen das 
oo ae ‘Pp / eine aus den iiber g, befindlichen ebenen 

7 ™ Blittertheilen, das andere aus den iiber 

— 9, +++ Ym befindlichen Windungsflichen *) 

“— besteht. Aus diesen beiden Flichensystemen 

ist J ebenso zusammengesetzt, wie das in § 3 betrachtete Ilichen- 

system 7’ aus den Systemen (a) und (b). Werden daher die Substi- 

tutionen in TT in ihre Cireularsubstitutionen zerlegt, und erhalt man 

hierdurch Tl’ = (A,) (A,).-.(An), 80 ist A, A,...A, die zu 7 gehérige 

Reihe, deren Grad des Zusammenhangs die Ordnungszahl von 7’ be- 
stimmt. 

Wird TT’ selbst in seine Circularsubstitutionen zerlegt (als Product 
nicht zasammenhiingender cyklischer Factoren dargestellt), und erhiilt 
man hierdurch (indem man auch etwaige identische Factoren mit auf- 
nimmt): TI’ =(C,)(C,) ... (Cg), so ist 7’ von g verschiedenen Rand- 
eurven K,, K,,...K, begrenzt, die resp. durch (C,), (C,), . . . (Cg) 
bestimmt sind. Ist etwa (C,) = (a, a... @a,), so besteht K, aus a, 
Stiicken ¢,, ¢,,.-.Ce,, die resp. den Blattern a,, a,,... dg, angehdren 
und mit ihren Endpunkten an einander gefiigt sind. Unterscheiden 
wir diese Endpunkte nimlich in Anfangs- und Endpunkte, indem wir 
uns die Stiicke so, dass 7 zur Linken bleibt, durchlaufen denken, so 


*) Unter diesen kénnen sich natiirlich auch Blittertheile befinden, die wir 
als Windungsfliichen 0. Ordnung bezeichnen kénnen, 
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entsteht K, aus ¢,, ¢,...¢a, durch Vereinigung des Endpunkts von ¢, 
mit dem Anfangspunkt von ¢,, des Endpunkts von c, mit dem An- 
fangspunkt von c, u.s. w. \des Endpunkts von ¢c,, mit dem Anfangs- 
punkt von ¢,. 

Lassen wir nun das Punktsystem (P,...P,) seine Lage stetig in 
G iindern, so miissen, wenn die Fliche F sich hierbei stetig iindern 
soll, die Circularsubstitutionen (C,), (C,),...(C,) unveriindert bleiben. 
In der Endlage des Punktsystems, in der siimmtliche Punkte in einem 
Punkte vereinigt sind, sind auch die Linien P,A, P,A,...P,A in 
einer Linie vereinigt. Die Uebergangslinien in 7',, lings denen die 
Blitter von 7’ an einander geheftet sind, liegen also tibereinander und 
T hat sich folglich in ein System von @g tibereinander liegenden 
Windungsfliichen verwandelt. Da nun mit den Circularsubstitutionen 
(C,), (C.), . .. (Cg) auch die durch diese bestimmten Randcurven 

1, K,,.-., unveriindert bleiben miissen, so ergiebt sich, dass beim 
Zusammenfallen der in G befindlichen Punkte des Systems der Ver- 
zweigungspunkte der tiber G befindliche Theil T der Riemunn’schen Fliiche 
in ein System von @ tiber einander liegenden Windungsfliichen iibergeht, 
welche von denselben @ Randcurven begrenzt werden, von denen der 
Flichentheil T vor dem Zusammenfallen begrenzt wird. 

Durch das Zusammenfallen mehrerer Punkte des Systems der 
Verzweigungspunkte kann glieses einen Verlust an Punkten erleiden. 
Von den Punkten P,, P,,... Pr» repriisentirt im allgemeinen jeder 
mehrere Punkte des Systems der Verzweigungspunkte, niimlich soviele, 
wie die Summe der Ordnungszahlen der iiber ihm liegenden Windungs- 
punkte angicht. Die Anzahl der von siimmtlichen Punkten P,, P,,...P., 
reprisentirten Punkte des Systems der Verzweigungspunkte ist daher 
gleich dem Excess E der Reihe A,, A,,...A,. Fallen die Punkte 
P,, P,,..-Pm indessen in G in einem eipzigen Punkte zusammen, so 
ist die Anzahl der von diesem Punkte repriisentirten Punkte des 
Systems der Verzweigungspunkte gleich dem Excess E’ der Reilie 
C,, C,,...C,. Der Verlust, welchen das System der Verzweigungs- 
punkte durch das Zusammenfallen der Punkte P,...P,, erleidet, be- 
triigt somit EH — KE’ Punkte. Bildet nun der Flichentheil 7 ein System 
von r getrennten Fliichen, die also nicht mit einander zusammen- 
hingen, wihrend jede von einer Gruppe mit einander zusammen- 
hingender Blatter gebildet wird, so werden die Blatter jeder dieser 
Gruppen durch die Buchstaben einer der transitiven Gruppen der 
Reihe A,, A,,... A, reprisentirt, und die Anzahl der transitiven 
Gruppen dieser Reihe ist also gleich r. Bezeichnet N die Anzahl 
simmtlicher Blitter resp. Buchstaben in A,, A,,..-An, g den Grad 
des Zusammenhanges dieser Reihe, so hat man H=N—r-+g 
(vergl. meine Abhandl. B, § 1). Anderseits ist EZ’ — N — g, folglich 
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E— E’=g+e-—r. Da nun A, A,...A, die zu T gehdrige Reihe 
ist, so ergiebt sich hieraus unter Beriicksichtigung von § 3: 

Ist der iiber dem einfach zusammenhingenden Gebiete G der Ebene 
befindliche, ein System von r einzelnen Fliichen darstellende Theil einer 
Riemann’schen Fiche (g+-1)-fach zusammenhdngend und von @ Rand- 
curven begrenzt, so erleidet das System der Verzweigungspunkte der 
Fliche beim Zusammenfallen der in G befindlichen Punkte einen Verlust 
von g + @—r Punkten. 


Da g =e —r-+ 2k (§ 1) ist, wo & eine positive ganze Zahl, oder 
Null ist, so ist g-++-@— yr eine gerade Zahl, und rs stellt die 


Anzahl der in Riemann’s Sinne einander aufhebenden Punktepaare dar. 
Ist g-+e—r =O, so muss, da stets 9 >r ist, o—r und g =( sein. 
Ist umgekehrt g = 0, so muss wegen g>o@—r auch ge=r und 
g+eo—r=O0 sein. Alsdann ist also jede der einzelnen F'ichen, 
deren System den Flichentheil 7 bildet, von einer einzigen Randcurve 
begrenzt und geht daher beim Zusammenfallen von P,...P,, in eine 


einzige Windungsfliche tiber. Man erhilt somit als Folgerung aus 
dem Vorangehenden: 


Damit beim Zusammenfallen der in dem einfach zusammenhdngen- 
den Gebiete G der Ebene befindlichen Punkte des Systems der Ver- 
zweigungspunkte einer Fliiche dieses keineneVerlust an Punkten erleidet, 
ist nothwendig und hinreichend, dass der iiber G befindliche Theil T 
der Fliiche einfach zusammenhdngend ist. Alsdann geht durch das 
Zusammenfallen jede der einzelnen F lichen, deren System den F'liichen- 
theil T bildet, in eine einzige Windungsfliche tiber. 

Die in der Einleitung mitgetheilten Elemente bieten den in diesem 
Satze betrachteten Fall dar; die Flichentheile iiber den einfach zusam- 
menhingenden Gebieten der z-Ebene, auf welche die Punkte des Systems 


der Verzweigungspunkte gruppenweise beschriinkt vorauszusetzen sind, 
sind einfach zusammenhingend. 


Anhang. 


Zwischen zwei Punkten P, P, im Innern oder auf der Grenze eines 
einfach zusammenhdngenden, ganz im Endlichen liegenden Ebenentheils 
E giebt es nur eine einzige kiirzeste Linie, deren Punkte im Innern oder 
auf der Grenze von E liegen. 

Beweis. Gesetzt, es giibe zwei solche kiirzeste Linien L, L, 
zwischen P und P,;. Da man nun offenbar beim Durchlaufen von ZL 
oder LZ, von P nach P, durch jeden Punkt uur einmal hindurchkommen 








nes 
eils 
(ler 


nen 





Riemann’sche Flichen mit veriinderlichen Verzweigungspunkten. 71 


kann*), so miisste entweder LZ mit L, selbst, oder ein Stiick 7 von L 
mit einem Stiick J, von L, eine einfach geschlossene Linie (§ 4) bilden, 
und diese Linie (/1,) miisste ein Stiick e von E vollstiindig begrenzen. 
Da E ganz im Endlichen liegt, so miisste auch e ganz im Endlichen 
liegen. Dieses Stiick e kénnte ferner ausser bei den Punkten A, B, 
in denen / und J, an einander stossen, nur einspringende Ecken besitzen 
und die krummlinigen Theile seiner Grenze (Jl,) miissten demselben 
tiberall die convexe Seite zuwenden. Denn besiisse etwa e in dem 
Punkte C auf / eine ausspringende Ecke, oder wire C ein Punkt eines 
krummlinigen Theiles von 1, der e seine concave Seite zuwendete, so 
kénnte man zwei Punkte D, E auf / zu beiden Seiten von C und in 
geniigender Nahe von C durch eine Gerade in e verbinden und diese 
Gerade an die Stelle des Stiickes DCE von LZ setzen und erhielte 
dadurch eine Linie, deren Punkte im Innern oder auf der Grenze von 
E lagen, und die kiirzer wire, als LZ, Ein solches endliches Ebenen- 
stiick mit héchstens zwei ausspringenden Ecken, dessen krummlinige 
Grenztheile dem Ebenenstiick iiberall ihre convexe Seite zuwenden, ist 
aber unmdglich. Denn man kdénnte stets dadurch, dass man die 
krummlinigen Grenztheile durch gebrochene Linien ersetzte, an Stelle 
des Ebenenstticks ein gewdhnliches Polygon mit héchstens zwei aus- 
springehden Ecken erhalten. Ein solches Polygon kann aber nicht 
existiren, weil die Summe aller Innenwinkel desselben 2x — 4 rechte 
Winkel betragen muss. 


Schnepfenthal b. Waltershausen, Februar 1895. 


*) Denn sonst wiirde man durch Ausschalten solcher Linienstiicke, auf denen 
man von einem Punkte zu demselben Punkte zuriick gelangt, eine kiirzere Linie 
als Z resp. DZ, erhalten. 











Ueber die Parameterbestimmung von Punkten auf Curven 
zweiter und dritter Ordnung. Eine geometrische Einleitung 
in die Theorie der logarithmischen und elliptischen- Functionen. 


Von 


C. Juet in Kopenhagen. 


Die von Clebsch herriihrende Parameterdarstellung der Punkte 
einer Curve dritter Ordnung ist bekanntlich fiir die Theorie dieser 
Curven héchst fruchtbar. Es ist nun freilich eine Theorie der elliptischen 
Functionen fiir die Gruppe der hiermit in Verbindung stehenden Siitze 
nicht in allen Fallen nothwendig, jedenfalls nicht, wenn keine dividirten 
‘Argumente gebraucht werden, Der Hauptsatz iiber eingeschriebene 
Steiner’sche Polygone ist z. B, schon mehrmals direct synthetisch be- 
wiesen worden. Diese Seite der Sache behandle ich mit den einfachsten 
Mitteln in § 4 unter Benutzung einer gewissen geometrischen Addition 
von Punkten. 

Durch Vermittlung der elliptischen Functionen ist aber wesentlich 
der Satz an den Tag gebracht, dass sich eine Curve dritter Ordnung 
eindeutig und continuirlich auf ein Parallelogramm abbilden lisst. Es 
ist dieser Satz auch von rein geometrischer Seite her héchst interessant, 
und dessen geometrischer Beweis bildet den Hauptinhalt der vorliegen- 
den Arbeit; nur des leichteren Ausdruckes wegen ist die mehr alge- 
braische Bezeichnung beibehalten, dass sich die Punkte der Curve 
durch ein System von doppeltperiodischen Parametern bestimmen lassen. 
Ich habe mich im Folgenden auf Curven mit reeller Invariante be- 
schrinkt; eine Erweiterung auf alle Curven dritter Ordnung, welche 
sich auf die in § 4 gegebenen im Allgemeinen giiltigen Entwickelungen 
stiitzen wird, muss ich auf spiiter verschieben. 

Um das Gebiet aller Punkte der Curve zu iibersehen, ist irgend 
ein geeignetes doppeltunendliches Substrat, eine ,,Riemann’sche Fliche“ 
unbedingt nothwendig. Ich benutze dazu die von Hrn. Prof. Klein als 
»metrische Fliche“ eingefiihrte Darstellung*), die ich iibrigens schon 


*) Man vergl. Klein’s ,,Vorlesungen tiber Riemann’sche Flachen‘ I, pag. 221 
(Gottingen 1892), sowie das Referat in diesen Annalen Bd. 45, pag. 143, wo auch 
auf eine Arbeit von Loud in den Annals of Mathem. vol. 8, 1883 hingewiesen 
ist, in welcher diese Flichen eingehend behandelt werden. 
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friher in meiner in der Abh. wiederholt zu erwihnenden Dissertation 
construirt habe. 

In § 2 behandle ich die Zahlenbestimmung auf einem geschlossenen 
Bogen (d. h. die Abbildung des Bogens auf ein Geradenstiick); die 
Darstellung kann als eine kurz gefasste moderne Formulirung der 
Kuklidischen Zahlenbestimmung aufgefasst werden. 

In §3 gebe ich diejenige Parameterbestimmung auf einem Kegel- 
schnitte, die zur allgemeinen projectiven Definition des Winkels leitet. 

Es ist eine solche oft erforderlich, insbesondere ist ohne dieselbe 
eine geometrische Darstellung der Nicht-Euklidischen Geometrie, die 
sich doch heut zu Tage wesentlich auf die v. Staudt’sche Grundlage 
zu stiitzer bat, nicht wohl durchfiihrbar. 

An dieser Stelle erlaube ich mir die Bemerkung, dass die vor- 
liegende Arbeit durchaus als eine Weiterentwickelung der v. Staudt’- 
schen Theorie zu betrachten ist. In der That ist bei v. Staudt der 
Wurf seinem Wesen nach nur der Name des Parameters fiir die Ele- 
mente eines einférmigen Gebildes. 

Die am Schluss des § 6 erwihnten w- und v-Curven sind den in 
der bekannten Harnack’schen Abhandlung*) besprochenen Breiten- und 
Meridiancurven (auf der neuen Riemann’schen Flache) ganz analog, 
und es liessen sich an der Hand der Harnack’schen Entwickelungen 
diese Curven leicht niher untersuchen; der Kitirze wegen habe ich dies 
jedoch unterlassen, 

Das analytische Resumé im letzten Paragraphen enthiilt selbst- 
verstiindlich nichts Neues, es kann und soll nur einen Ueberblick der 
erreichten Resultate geben. Vielleicht hat es jedoch ein Interesse, 
dass die geometrische Theorie — die ja im Grossen und Ganzen einer 
analytischen Theorie auf Grundlage des Additionstheorems gleich- 
kommt — so einfach zu dem allgemeinen Ausdrucke des Integrales 
erster Art leitet; in den iiblichen Darstellungen wird auch die — recht 
verstanden — eindeutige Lésung nicht so ausdriicklich hervorgehoben. 

Nach vollendeter Arbeit sehe ich, dass Herr E. Kotter im Heft 2, 
Bd. 114 des Journals fiir die reine und angewandte Mathematik eine 
Arbeit publicirt hat, die mit der meinigen wesentliche Beriihrungs- 
punkte hat. Ich habe jedoch die vorliegende Arbeit nicht geiindert, 
theils weil Herr E. Kétter andere Methoden benutzt, theils, und haupt- 
sichlich, weil dort nur reelle Punkte in Betracht gezogen werden. 

Einen kurzen Bericht iiber meine Methode habe ich schon bei 
Gelegenheit der Versammlung der scandinavischen Naturforscher im 
Jahre 1892 gegeben. 

*) Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geometrie 
der Curven dritten Grades.“* Diese Annalen Bd. °. 
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§ 1. 
Die zu einer gegebenen Curve gehérige Riemann’sche Flache. 


Im folgenden werden sowohl reelle wie imaginare Punkte einer 
Curve in Betracht gezogen. Wenn man hierbei den rein synthetischen 
Standpunkt nicht verlassen will — und an demselben werde ich in dieser 
Arbeit iiberall festhalten — hat man sich auf die v. Staudt’schen Grund- 
lagen zu stiitzen. Demzufolge wiirde man sich zunichst die Curve in 
einer imaginiren Ebene denken, und als Bild der Gesammtheit ihrer 
Punkte die Trigercongruenz der Curvenpunkte benutzen. Wenn man sich 
aber, wie es hier der Kinfachheit wegen geschehen mége, die Curve in 
einer reellen Ebene denkt, ist es einfacher ein anderes Bild zu benutzen, 
das im wesentlichen mit der gewdhnlichen Riemann’schen Flache zu- 
sammenfallt. Man erhalt dies durch die folgende Definition, wobei 
nur zu bemerken ist, dass die Gesammtheit der reellen Punkte einer 
reellen Ebene, insofern die Punkte einer gewissen festen Geraden u 
als zusammenfallend betrachtet werden, als ein Blatt bezeichnet wird. 
Die zu einer Curve n Ordnung gehirige Riemann’sche Fliiche ist 
die Projection der Curve aus einem festen imagindren Punkte P auf 
ein n-fach genommenes Blatt, nachdem noch die Blitter in einer niiher 
zu bestimmenden Weise mit einander verbunden worden sind. (Die obige 
Gerade wu ist hier der Trager von P.) 

Diese Construction ist von Herrn Prof. Klein angegeben worden, 
der jedoch als Punkt P einen der Kreispunkte bevorzugt.*) Man kann 
nach den Erérterungen des Herrn Prof. Klein nur noch wiinschen zu 
sehen, inwiefern sich die Construction in eine rein synthetische Dar- 
stellung einfiigt, und dies mag hier in méglichster Kiirze geschehen. 

Man bemerke zuerst, dass die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, welchen die Curve geniigen muss, damit eine zugehiérige 
Riemann’sche Fliche existire, die folgenden drei (und nur diese) sind: 

1. Die Curve hat mit jeder Geraden ihrer Ebene eine bestimmte 
Zahl von » Punkten gemein. 

2. In dem Curvenpunkte M giebt es im Allgemeinen eine be- 
stimmte Tangente; jede andere durch M gehende Gerade schneidet die 
Curve nur ein Mal in M; die Ausnahmspunkte RF liegen discret. 

3. Die durch einen beliebigen Punkt P der Ebene gehenden 
Geraden, welche mit der Curve zusammenfallende (und nicht in P 
liegende) Punkte gemein haben, liegen discret. 


*) Siehe die oben erwihnten Vorlesungen von Klein, iiber Riemann’sche 
Flichen. Ich bemerke, duss man auch durch beliebige Wahl des Projections- 
centrums noch nicht die allgemeine projective Gestalt des Gebildes erhilt. Siehe 
des Verf. Dissertation: Bidrag til dem imag. Linies og den imag. Plans Geometrie, 
Kjébenhavn 1885, S. 100. 
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Es sei M ein gewoéhnlicher Punkt der Curve C*, die in diesem 
Punkte von PM nicht in zusammenfallenden Punkten geschnitten 
wird. Es lasst sich dann nach 3. in C* ein zusammenhingendes 
Gebiet von Punkten herstellen, das M enthialt, und von keiner durch 
P gehenden Geraden in zusammenfallenden Punkten geschnitten wird. 
Kin solches Gebiet nennt man ein Elementargebiet, so wie auch die 
Projection desselben auf eines der Blitter der Fliche. 

Es schneide eine durch P gehende Gerade die Curve in » getrennten 
Punkten M,, M,...M, und das aus den m Bilittern K, K,...K, 
zusammengesetzte Gebilde in den Punkten M,’ M,’... M,. Man 
kann sodann die Punkte M, M,... M, in dieser Ordnung den Punkten 
M,' M, ... M, entsprechen lassen. Fiihrt man J,’ einen beliebig 
bestimmten in K, liegenden Weg w’ entlang nach einem anderen 
Punkt N,, so wird dadurch auch der zugehérige Punkt YU, in einen 
ganz bestimmten Punkt N, von C” fallen. Voraussetzung ist nur, 
dass wihrend der Bewegung die Gerade PM, niemals die Curve in 
zwei zusammenfallenden Punkten R geschnitten hat, von welchen der 
eine sich urspriinglich in MU, befand, 

Ersetzt man wp’ durch einen anderen Weg u,’, der von UM,’ bis 
N,’ fiihrt, und keinen Punkt R,’ (Projection eines Punktes R) enthilt, 
so wird man auf C” wieder denselben N,’ entsprechenden Punkt finden, 
wie vorher, wenn nur die von w’ und u,’ begrenzte ebene Fliche keinen 
Punkt FR’ enthilt. Es ist dies selbstverstiindlich, weil in diesem Falle 
durch die Projection ein Elementargebiet in C” und das entsprechende 
Gebiet in K, eindeutig auf einander bezogen sind. 

In einem Punkte F’ miissen zwei Blatter zasammengeheftet werden 
um das eindeutige Entsprechen der Curve und des Blittergebildes auf- 
recht zu erhalten; darum ist er aber noch nicht nothwendigerweise 
ein Verzweigungspunkt, 

Denken wir uns zuerst, dass der Punkt FR’ kein Verzweigungs- 
punkt ist. In dem Falle wird die Umgebung des Punktes zwei Ele- 
mentargebiete bilden, welche nur den einen Punkt R’ mit einander 
gemein haben, und dies Gebilde kann offenbar nicht auf ein einfaches 
Elementargebiet gegenseitig eindeutig und continuirlich abgebildet 
werden. 

Wenn umgekehrt eine solche Abbildung gelingt, muss FR’ ein 
Verzweigungspunkt sein. 

Um nun die Punkte RF’, welche Verzweigungspunkte sind, von 
denjenigen, welche es nicht sind, zu trennen, kann man davon 
Gebrauch machen, dass der Projectionspunkt P beliebig gewihlt 
werden kann. 

Es sei P der urspriingliche Projectionspunkt, und es werde 
die Curve von der Geraden PR’ in zwei in R zusammenfallenden 
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Punkten geschnitten, Es sei aber méglich einen anderen Punkt P, 
von der Art zu finden, dass die Curve von P,R nur einmal in R 
geschnitten wird. Construirt man sodann die den Punkten P und P, 
entsprechenden Riemann’schen Fliichen, so werden diese mittels der 
Curve eindeutig und continuirlich auf einander bezogen (wenn simmt- 
liche Blatter richtig verbunden sind), also insbesondere auch die Um- 
gebungen derjenigen Punkte, in welche RF projicirt wird. Die Um- 
gebung von F& wird aber aus P, in ein eiufaches Elementargebiet 
projicirt; die Projection desselben Punktes aus P, miss desshalb ein 
Verzweigungspunkt sein. 

Es ist dieser Schluss auch dann brauchbar, wenn P, als ein 
reeller Punkt zu wihlen wire. Man wiirde in dem Falle nur zuerst 
eine imaginire Collineation anwenden, um P, in einen imaginiiren 
Punkt zu transformiren. 

Man sieht nun, dass ein gewohnlicher Doppelpunkt D zu keiner 
Verzweigung Anlass geben wird; wihlt man P, in D, so werden nim- 
lich die D naheliegenden Punkte in zwei getrennte Elementargebiete 
projicirt. 

Eine gewoéhnliche Spitze wird dagegen in einen Verzweigungs- 
punkt projicirt; man braucht nur P, in der Spitze selbst zu wiihlen. 
Der Beriihrungspuakt einer von P ausgehenden Tangente mit der Curve 
wird in einen Verzweigungspunkt projicirt; man kann P, beliebig 
ausserhalb der Geraden PR wihlen. Liegt P in der Curve, so wird P 
selbst zu keiner Verzweigung Anlass geben. Dies wird aber der Fall 
sein, wenn P zugleich ein gewoéhnlicher Inflexionspunkt ist; man 
waihle nur P, beliebig ausserhalb der Inflexionstangente. Andere 
Singularitiiten sollen hier nicht betrachtet werden. 

Fiir die construirte Riemann’sche Fliche kann man den gewodhn- 
lichen Geschlechtssatz aufstellen, Besonders leicht lassen sich die so 
einfachen Neumann’schen Betrachtungen in projectiver Form aut- 
stellen, und man erhilt 

2(p —1) =n +e —2n, 
wo » und » Ordnung und Classe, e die Zab! der Verzweigungspunkte 
(reducirten Spitzen) bedeuten. 

Sind zwei Curven continuirlich und gegenseitig eindeutig auf 
einander bezogen, so miissen sie nothwendigerweise dasselbe Geschlecht 
haben. Eine Curve zweiter Ordnung und eine allgemeine Curve 
dritter Ordnung kénnen also nicht so auf einander bezogen sein. 

Mittels der hier entwickelten Betrachtungen lassen sich iibrigens 
gewisse einfache Sitze auch rein geometrisch unmittelbar gewinnen — 
namlich durch Benutzung des Geschlechtssatzes — wobei zu merken 
ist, dass die Curven durch die Bedingungen 1., 2.,3. wnd nur durch 
diese definirt sind. 
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Ich erwihne: Aus jedem Punkte P der Ebene geht dieselbe Zahl 
von Tangenten an die Curve; von diesen fallen zwei zusammen, wenn 
P in einen gewodhnlichen Curvenpunkt hineinriickt. Von den aus einer 
Spitze oder einem Inflexionspunkte ausgehenden Tangenten fallen drei 
in der Tangente des Punktes zusammen. Uebrigens werde ich hier 
nicht auf allgemeinere Anwendungen eingehen. 


§ 2. 
Ueber die Bestimmung der Punkte eines nicht geschlossenen Bogens 
mittels Zahlen. 


In diesem Paragraphen untersuchen wir die Parameterbestimmung 
der Punkte eines reellen endlichen nicht geschlossenen Bogens; die 
Bezeichnungen seien so gewihlt, dass die Parameter der Punkte 
A, B, M,,.. mit a, B, u,... bezeichnet werden. 

Es sei nun vorausgesetzt, dass die Punkte des Bogens OA mit 
einander wie folgt verkniipft werden kénnen: 

1) Sind M und N zwei beliebige Punkte des Bogens, so kann man 
mittels einer eindeutigen Construction aus diesen einen Punkt P ab- 
leiten, der dem Bogen angehéren kann. Ist dies der Fall, so schreibt man 

P=M-+N. 

2)M+N=—=N+4+UM. 

3) M+ (N+P) = (M+N) +P. 

4) Bilden OMAN, eine Folge, und gehért M, + N= P, dem 
Bogen an, so wird dies auch mit M+ N= P der Fall sein, und 
es werden die Punkte OPP, eine Folge bilden. 

5) Ist P, = M, + N ein von O und A verschiedener aber sonst 
beliebiger Punkt des Bogens, und durchliuft ein Punkt M continuir- 
lich ein hinreichend kleines, M, enthaltendes Bogenintervall, so wird auch 
P=M+4+N (mit festgehaltenem N) dem Bogen angehéren und ein 
endliches, P, (im Inneren) enthaltendes Bogenintervall continuirlich 
durchlaufen. 

6) M+O0=—M. 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so wird jedem Punkte des Bogens 
ein eindeutig bestimmter Parameter entsprechen, insofern man die 
Parameter 0 und @ der Endpunkte O und A als gegeben voraussetzt, 
und ferner daran festhailt, dass aus A+ B=C immer a+ p=}, 
und umgekehrt, foigen soll. 

Um die Méglichkeit und reale Existenz dieser Bestimmung ein- 
zusehen, bemerke man erstens, dass man, wenn OMP eine Folge 
bilden, immer einen und nur einen Punkt N finden kann, so dass 
M+ N=P. Man braucht hierbei aur eine endliche Zahl von 
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Anwendungen der Voraussetzungen 4) und 5) zu machen (N liisst sich 
z. B. als Grenzpunkt darstellen). 

Ferner kann man, wenn M ein beliebiger Punkt des Bogens ist, 
den Punkt M’ eindeutig so bestimmen, dass 


M’'+ M’=2M'=M. 
Aus 4) und 6) folgt nimlich, dass, wenn M+ N= P, dann OMP 


und ONP eine Folge bilden. 

Ist ferner 

M+N=4,4+N,= 
und bilden OMAN, eine Folge, so miissen ON, N eine Folge bilden. 
Wenn dies namlich nicht der Fall wire, so hitte man nur M+ N, =P, 
zu setzen, und es miissten O P P, sowie auch OP, P nach 4) eine Folge 
bilden, wihrend doch P und P, nicht zusammenfallen. Setzt man also: 
X+Y=UM, 

und durchliuft X den Bogen OM immer in demselben Sinn continuir- 
lich, so wird Y (wie man aus 5) folgert) den Bogen MO continuirlick 
durchlaufen, so dass X und Y in einem bestimmten Punkte M’ 
‘gusammenfallen miissen; (es liisst sich iibrigens dieser Punkt auch als 
Grenzpunkt definiren). MM’ variirt continuirlich mit MW (5). 

Jetzt kann man nach und nach diejenigen Punkte bestimmen, 


deren Parameter die Werthe p - 4 haben, und umgekehrt wird jede 


Zahl dieser: Form der Parameter eines bestimmten Punktes des 
Bogens sein. 


Aus 2) und 3) schliesst man leicht, dass Punkte mit den Para- 


a a , . ° Pp 
metern p-~ und p,-— zusammenfallen, wenn arithmetisch 2 — ?! 
on 1 9m ? on gm” 


und ferner, in Verbindung mit 4), dass O MN eine Folge bilden, wenn 


der Parameter . a von M kleiner als der Parameter “a von N ist. 


2”: 

Alle die betrachteten Punkte bilden also unter Zugrundelegung 
der geometrischen (und zugleich der arithmetischen) Addition eine 
Gruppe — die Hauptgruppe — deren Punkte nach der arithmetischen 
Grésse ihrer Parameter geordnet sind. 

Es gilt jetzt, den Parameter eines beliebigen Punktes M des Bogens 


zu bestimmen. Die Punkte mit den Parametern = a“, wo » constant 


ist, wihrend p die Werthe 1,2,3, 2*' annimmt, bilden eine Folge, 
und es seien S, und S,4,— 7; diejenigen dieser Punkte, zwischen 
welchen JM liegt. Wenn M nun iiberhaupt nicht der Hauptgruppe 
angehért, so bilden die Punkte S, S,...S, eine unendliche Reihe, 
deren Punkte in dieser Ordnung auf einander folgen und jedenfalls 
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T, nicht tiberschreiten kénnen. Die Reihe wird demnach einen Grenz- 
punkt S haben, und S, wird diesem beliebig nahe gebracht werden 
kénnen. Ebenso bilden die Punkte 7, 7, ... 7, eine Reihe mit einem 
gewissen Grenzpunkt 7. Man sieht nun leicht, dass S und 7’ beide 
mit M zusammenfallen miissen. Wenn dies nimlich nicht der Fall 
wire, kénnte man den Punkt U, bestimmen, dessen Parameter die 
halbe Summe der Parameter der Punkte S, und 7’, ist. Der Punkt 
U, liegt zwischen S, und 7,; er muss aber auch fiir hinreichend 
grosse » zwischen S und 7 liegen, denn S, und 7’, kénnen beliebig 
nahe an S und 7’ angenommen werden (sonst folgt aus lim S, = lim U, 
sogleich S=T7'). U, wird ferner demjenigen Punkte U beliebig nahe 
kommen kénnen, der geometrisch durch 
2U=S8+4+T 

bestimmt ist. Weil U, fiir hinreichend grosse n entweder im Bogen- 
intervalle MS oder MT liegt, und ferner der Hauptgruppe angehért, 
kénnen S und 7 nicht die behaupteten Grenzpunkte sein. 

Aus der Construction folgt, dass sdmmtliche Punkte des Bogens 
nach der arithmetischen Grésse ihrer Parameter geordnet sind. 

Es ist noch eine Bemerkung hinzuzufiigen. Es wurde niimlich 
eine geometrische Addition von Punkten vorgeschrieben, aber diese 
wurde zur Parameterbestimmung in der That nur zur Charakterisirung 
der Punkte unserer Hauptgruppe benutzt. Man muss desshalb direct 
nachsehen , ob iiberali die arithmetische Addition mit der geometrischen 
zusammeniallt, d. h, ob stets a+ 6 = y insofern A + B= C ist. 

Man kann aber in allen Fallen die Punkte A und B als Grenz- 
punkte von Reihen A,, A,, A,,... und B,, B,, B,,... bestimmen, 
welche beide in demselben Sinne laufen, und aus Punkten der Haupt- 
gruppe gebildet sind. Die Reihe 

A, + B,, 4, + B,, A; + B;,.- 
wird dann nach 4 auch einen Grenzpunkt haben, und dieser muss 
zufolge 5 mit A-+ B zusammenfallen. Hieraus folgt nach dem 
obigen « + B = y. 

Im Folgenden werden wir die Punkte geschlossener reeller Curven 
durch Parameter zu charakterisiren haben. Der in diesem Paragraphen 
gegebenen Anleitung zufolge wird man diese Curve in Bégen theilen, 
und zuniichst die Punkte jedes dieser Bogen individualisiren. 

Man hat dann im wesentlichen ferner zuzusehen, erstens, dass die 
verschiedenen Parameterreihen continuirlich in einander tbergehen, 
zweitens, dass auch iiber das erweiterte Gebiet erstreckt, die arith- 
metische Addition mit der geometrischen in Uebereinstimmung ist. 
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§ 3. 
Parameterbestimmung der Punkte einer Curve zweiter Ordnung. 

Wie bekannt kann man jeden Punkt M einer Curve zweiter Ord- 
nung durch den Wurf (OHUM) bestimmen, der aus M und drei 
festen Curvenpunkten O, E und U gebildet ist. Die Wiirfe lassen 
sich nach v. Staudt so additiv und multiplicativ mit einander ver- 
kniipfen, dass die Operationen den gewodhnlichen commutativen, associa- 
tiven und distributiven Gesetzen geniigen. 

Wir wollen hier einen anderen Weg versuchen, um die Punkte 
der Curve durch Parameter zu charakterisiren. 

Hierbei soll jedem Parameter nur ein Punkt entsprechen, und 
Parametern, welche sich ohne Grenze nihern, sollen Punkte entsprechen, 
welche sich ohne Grenze nihern. 

Als additive Operation wiihlen wir aber diejenige, welche v. Staudt 
multiplicativ nennt. Sind w,, uw, und w die mewen Parameter dreier 
Curvenpunkte M,, M, und M, so schreiben wir also 


M+ b=, 


M,+ M,—M, 
wenn OU, M,M, und EM eine Involution bilden, d. h. wenn die 
Geraden M, M, und EM sich auf der festen Geraden w= 0O U schneiden. 
Hieraus folgt schon, was man unter M, — M, zu verstehen hat.*) 

Es wird ferner unsere Aufgabe sein, diese Parameter in die Form 
a-+- 7b zu bringen, wo a und § endliche und reelle Zahlen sind, so 
dass die Addition zweier Parameter sich auf die Addition jeder der 
zwei Glieder a und bi reduciren lisst; ¢ ist hier eine beliebige nicht 
reelle Constante. 

Das System der Zahlen a — sowie 6i — bildet der Voraussetzung 
nach mit der additiven Transformation zusammen eine Gruppe. Es 
ist demnach unsere erste Aufgabe zwei continuirliche Gruppen von 
Punkten zu finden, welche durch diese zwei Gruppen von Zahlen 
charakterisirt werden. Es ist so ziemlich von selbst geboten, diese 
Gruppen als einfache Ketten im v. Staudt’schen Sinne zu nehmen, 
und wir nennen sie k, und k,. Weil den Construction zufolge immer 

E+NMU=MUM, 
so muss E in jeder der zwei Ketten liegen und ihm der Parameter 0 
gegeben werden. 

Sind nun UM, und M, zwei Punkte der Kette k, (oder k,), und 
ist M der durch p = p, + pw, bestimmie Punkt, so wird auch M der 
Kette k, (oder k,) angehéren. Bilden aber OU, M,M,, EM eine 


Involution, so hat man 


und 


*) Siehe v. Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage § 20. 
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(OUEM,) K (UOMM,) XK (OUM,N), 

so dass OO; UU; EM,; M,M Paare in einer Projectivitat bilden, 
und in dieser wird der Voraussetzung nach die Kette k, (oder k,) sich 
selbst entsprechen. Daraus folgt, dass k, und k, zwei durch E gehende 
Ketten sein miissen, von welchen die eine — sagen wir k, — durch 
O und U geht, wihrend die andere k, durch diese zwei Punkte 
harmonisch getrennt wird.*) k, und k, schneiden einander ausser in 
O noch in dem vierten harmonischen Punkte F zu O, E und U. 

F charakterisiren wir durch einen beliebigen aber reellen Para- 
meter @. Aus der additiven Construction folgt dann, dass EF nicht 
nur durch O sondern auch durch 2@ charakterisirt werden muss, d. h. 
es wird 2@ eine Periode der (hypothetisch angenommenen) Parameter- 
bestimmung sein. 

Nehmen wir der einfacheren Darstellung wegen an, dass k, die 
reellen Punkte der Curve enthilt, wodurch O und U conjugirt imaginiir 
werden; es lisst sich dies immer durch eine lineare Transformation 
erreichen. 

Der reelle Zweig k, wird durch E und F' in zwei Bogen o’ und o” 
getheilt. Auf einen dieser Bogen, sagen wir o', kann man offenbar 
die Resultate des vorigen Paragraphen anwenden, und es werden hier- 
durch die Punkte von o’ durch Parameter charakterisirt, welche 
simmtlich zwischen 0 und o liegen. 

Den Parameter wv’ eines Punktes M’ des Bogens 6” bestimmen 
wir, indem wir M’ mit EF und wieder den Punkt (vu. EM’) mit F 
verbinden. Diese letzte Gerade schneidet k, nochmals in einem Punkte M, 
der offenbar in o liegt, und man hat 


M'=NM+F. 
In Uebereinstimmung hiermit setzen wir 
w=u+ao, 


wo w den Parameter von M bedeutet. 

Die neue Zahlenreihe schliesst sich in /' der ersteren continuirlich 
an, und erstreckt sich von @ bis 2@. Hilt man ferner fest, dass zwei 
Zahlen w und w+ 2p (p ganzzahlig) denselben Punkt bestimmen, 
so kann man leicht zeigen, dass innerhalb der ganzen Kette k, die 
geometrische Addition mit der arithmetischen zusammenfillt. 

Es seien, um nur einen Fall zu betrachten, A und B zwei Punkte 
von 6”. Man hat dann 


A=A,+F ond B=B,+F, 


wo A, und B, in o’ liegen, und also 
*) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage Nr. 243. 
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e=a,+a, b= 6, +, 
wo «, und #, zwischen 0 und @ liegen. 

Weil die associativen und commutativen Gesetze nach vy. Staudt, 
fiir die geometrischen Operationen iiber die ganze Curve hin richtig 
sind, so folgt: 

A+B=4,4+B8,4+- F4+F=$4,+8, + £2:4,4+ B,. 

Ist nun a, + Bj, = y, < @, so wird C, — A, + B, in o liegen und 
den Parameter «, + 6, haben, der den obigen Festsetzungen zufolge 
mit « + £ iiquivalent ist. 

Ist dagegen a, + 6, > @, so muss man wieder 


4,+B,=—=F+C, 
a+p,=—%,+0 


setzen, wonach man leicht sieht, dass auch in diesem Falle, von 
Perioden abgesehen, der Parameter von A+ B gleich a+ zu 
setzen ist. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Punkte der durch O und U gehenden 
Kette k, durch Parameter zu bestimmen. Man kann durch eine (neue) 
- lineare Transformation erreichen, dass diese Kette reell wird, und dies 
moége gleich angenommen werden. Die Punkte O und U sind dann 
reell und theilen &, in zwei Bogen 6, und 6,, von denen derjenige, 
der E enthilt, o, sem mag. Es ist nun unbedingt ein never Ansatz 
nothwendig um die Parameter der Punkte von k, festzustellen, und 
wir geben einem festen aber iibrigens beliebigen Punkt N, von 6,, 
der dem Bogen EU angehéren mag, einen bestimmten nicht reellen 
Parameter z. B. i. 

Die Punkte des Bogens EU, lassen sich dann den Betrachtungen 
in § 2 zufolge mit Parametern ai versehen, wo0 <a <1. Construirt 
man ferner die Punkte 


N,—N,+N,, N,—N,+N,,... 
so bilden diese, wie aus der Construction ersichtlich, eine unendliche 
Folge mit U als Grenzpunkt. Einem zwischen N, und N,., liegenden 
Punkt M giebt man den Parameter ri -+- uw’, wo w’ der Parameter desjenigen 
Curvenpunktes ist, der durch M’ + N, — M bestimmt ist, und, wie 
leicht zu beweisen, zwischen FE und N, liegt. Es sei si+ pf =a 
der Parameter eines anderen Punktes P des Bogens EU, und es sei 


M+ P=R. Man hat dann 
R=N,+M+4+N,4+P=N4:+(M+N’). 
Liegt nun M’+ N’ zwischen F und N,, so hat man der Definition zufolge 


sogleich, dass der Parameter von J der Summe der Parameter von 
M und P gleich ist; sonst setzt man wieder 


M+N=N,+ Rus. w. 


und also 
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Einen Punkt M des Bogens EO versieht man in folgender 
Weise, der geometrischen Addition gemdss, mit einem Parameter w. Es 
schneide die Tangente in E die Gerade w in G, und ferner GM die 
Kette nochmals in M’. Dieser Punkt liegt dann in dem Bogen EU, 
und ist w’ der Parameter dieses Punktes, so setzt man 

p= — yp. 
Diese Zahlenreihe schliesst sich in EH der ersteren continuirlich an, 
und es werden den Punkten U und O bezw. die Parameter + co und 
— co zugelegt. 

Es sind noch die Punkte von 6, in Betracht zu ziehen. Die Para- 
meterbestimmung derselben fordert keinen neuen Ansatz, obgleich die 
neue Zahlenreihe sich der ersteren nicht continuirlich anschliesst, weil 
schon ein Punkt von 6, nimlich / mit dem Parameter @ versehen 
ist. Die Bestimmung geschieht der geometrischen Addition gemiiss in 
der folgenden Weise: es werde wu von EF in H und k, nochmals von 
HM in M’ geschnitten. Ist hier M ein Punkt von 6,, so wird M’ 
in 6, liegen, und ist w’ der Parameter des letzteren Punktes, so setzt man 

= o—p. 
Dass die geometrische Addition mit der arithmetischen innerhalb der 
ganzen Kette k, zusammenfallt, sieht man schliesslich wie schon mehr- 
mals friiher. 

Jetzt entspricht jeder Zahl w = a + Bi (wo a@ und B reell sind) 
ein und uur ein Curvenpunkt M; dieser Punkt ist mittels geometrischer 
Addition der durch @ und #7 charakterisirten Punkte bestimmt. Wenn 
uw continuirlich variirt, wird auch der entsprechende Punkt continuir- 
lich variiren. 

Es gilt jetzt jeden Curvenpunkt WM eindeutig als geometrische 
Summe eines Punktes M, von k, und eines Punktes M, von k, dar- 
zustellen. Um dies thun zu kénnen, denken wir uns die Kette hk, 
reell. E wird dann auch reell, waihrend O und U conjugirt imaginiir 
werden. Nach dieser Festsetzung ist der conjugirt imaginire Punkt 
M’ za jedem Punkte M der Curve ein vollstindig bestimmier Punkt 
des Kegelschnittes. Der durch 

M+M=P 
bestimmte Punkt wird reell und gehért demnach der Kette hk, an. 
Wir werden nun zeigen, dass 


Q=M— mM 
der Kette k, angehért. Weil O, E und U in k, liegen, gilt es zu 
zeigen, dass der Wurf (OL UQ) reell (neutral) ist. Weil 

(EOUM’') XK (MUO0®) K (QOUN), 
bilden OO, UU, EQ, M'M vier Paare in einer Projectivitiit. Ist Q’ 
G* 
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der conjugirt imaginére Punkt zu Y, so werden dann auch UU,OO, 


EQ, MM’ vier Paare einer neuen Projectivitét sein, und ferner, weil 
diese offenbar zur ersteren invers ist, wieder OO, UU, EQ, QE 
vier Paare in der ersteren Projectivitiit. Hieraus folgt 
(OEUQ) K (OQUE) K (UEO®). 
Die aus paarweise conjugirt imaginiren Elementen gebildeten Wiirfe 
(OEUQ@) und ({UEOQ) sind also gleich, und miissen demnach reell 
sein, d. h. Q wird in der Kette k, liegen. 
Man hat nun 
2M = (M+ mM’) + (M—M')—=—=P+ Q. 
Aus der additiven Construction folgt, dass, wenn N gegeben ist, dann 


immer zwei und nur zwei Punkte N durch N = ; N+ N bestimmt 


sind; ist der eine von diesen A, so wird der andere A -+ Jf’ sein, 


weil 2F — E ist. 


Setzt man 
M=5Q+R, 
_ so hat man 
2M=—Q+2R, 
also 
2R=—P. 
Man kann also immer 
1 1 


setzen. Wir sind jedoch hiermit nicht ganz fertig, denn freilich gehdrt 
1p immer der Kette k, an, aber iQ wird nicht immer der Kette k, 


angehéren; es ist dies davon abhiingig, ob Q in 6, oder in 6, liegt. Es 


sei x der Parameter von P. Im ersten Falle sei gi der Parameter 
von @ Man construire dann in k, einen Punkt P’ mit dem Para- 


meter 5% und in k, (d. h. 6,) einen Punkt Q’ mit dem Parameter 


 9i, und man hat 


M=P'+Q oder M=(P'+F)+ Q’ 


also 
uit igi oder u=—(Ex+o)+ 5 i, 
wobei es constructiv niemals zweifelhaft sein kann, welche Formel zu 
wihlen ist. 
Im zweiten Falle sei gi + der Parameter von Q. Man construire 
dann in k, die Punkte P’ und S’ mit den Parametern ; a und . @, in k, 


den Punkt Q mit dem Parameter 5 gi. 





ww 
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Man hat dann 
sQ0=S + oder $Q=S4+F4+E 


also 
u=Ga+5o)t sei oder u—Gr+io)+ sei, 


zwischen welchen Formeln die Wahl constructiv niemals zweifelhaft 
sein kann. 

Dass endlich die arithmetische mit der geometrischen Addition 
iiber die ganze Curve hin in Uebereinstimmung ist, folgt aus dem 
associativen Gesetze. 

Wir wollen noch die Parameterbestimmung fiir den Fall niiher 
betrachten, dass die Punkte unendlich nahe an E liegen. Es sind daun 
die Zahlen unendlich klein, und die Punkte bilden mit der additiven 
Operation zusammen eine Gruppe. Bestimmt man die Punkte mittels 
eines Parallelcoordinatensystems, in dem die Tangente ¢ in E die 
Abscissenaxe und £ der Anfangspunkt ist, so werden die Ordinaten 
unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die Abscissen erster Ordnung 
sind (eine Folge des Satzes von Carnot). 

Liegen M, und M, unendlich nahe an £, so wird die Gerade M, UM, 

unendlich nahe an ¢ liegen, und w« in einem Punkte Z schneiden, der 
in endlichem Abstande von £ liegt. Zieht man nun aus L diejenige 
Tangente / an den Kegelschnitt, die in einem FE unendlich nahe 
liegenden Punkte ZL, beriihrt, und projicirt man EZ, M,, M, und 
M = M,+ MN, aus einem Punkt S der Polare zu LZ auf] in E’...M’, 
so werden die Projectionen VM,’ und UM, sowie M’ und E’ durch L, 
und Z harmonisch getrennt sein. Man hat desshalb bis auf Gréssen 
zweiter Ordnung 
(1) E'M'=EM, + £&' Ny: 
Projicirt man auf e statt auf 1, so werden hierdurch die gegenseitigen 
Abstiinde der neven Projectionen nur um Gréssen héchstens zweiter 
Ordnung geandert, und dasselbe gilt auch noch, wenn nicht aus S sondern 
aus einem anderen beliebig gewihlten Punkt der Ebene projicirt wird; 
es sind nimlich alle Strecken M,M,’... zweiter Ordnung. 

Es folgt nun aus (1), dass es nicht im Widerspruch mit der geome- 
trischen Addition ist, die Parameter derjenigen Punkte der Curve, 
welche unendlich nahe an £ liegen, bis auf Gréssen, welche im Ver- 
hiltuiss za den Parametern selbst unendlich klein sind, den Abscissen 
dieser Punkte proportional zu setzen — FE immer als Anfangspunkt 
des Coordinatensystems angenommen. 

Es ist aber nicht richtig, diese Annahme als eine nothwendige Folge 
aus den tibrigen Voraussetzungen anzusehen. Fir die Punktmenge 
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innerhalb einer der obigen Ketten k, und k, behaupten wir jedoch, dass 
dies berechtigt ist. 

Gehért niimlich M einer dieser Ketten z. B. k, an, und hat er 
den Parameter w und die Abscisse §, beide unendlich klein voraus- 
gesetzt, so wird dem obigen zufolge die Abscisse desjenigen Punktes, 


deren Parameter ae ist, gleich Fé sein. Weil demnach die Be- 


hauptung fiir die Punkte der Hauptgruppe im Sinne des § 2 richtig 
ist, wird sie den dortigen Entwickelungen zufolge tiberhaupt richtig 
sein, so dass man hat: 

uw =c,§, (¢, constant) 
wenn & unendlich klein ist. 


Fiir die Punkte der Kette /, hat man ebenso fiir unendlich kleine 
Parameter u nothwendigerweise 


p= C,§. 

Es ist aber eine neue Voraussetzung c, = c, zu setzen. Thut man 
dies, so folgt, dass man immer, wenn w und & unendlich klein sind, 
w= cf 
setzen muss, weil jeder Curvenpunkt als Summe eines Punktes von f, 

und eines Punktes von k, aufgefasst werden kann. 

Friiher war die Parameterbestimmung von zwei willkiirlichen Con- 
stanten abhiingig, denn ausser @ wurde noch der Parameter eines 
Punktes von o beliebig gewiahlt. Diese zweite Constante wird aber 
von @ abhingig, wenn das Grenzverhiiltniss zwischen dem Parameter u 
und der oben genannten Abscisse € eines Punktes M dasselbe sein 
soll, sowohl wenn M sich lings k,, wie wenn M sich lings k, dem 
Punkte E niihert. (Von einer willkiirlichen multiplicativen Constante 
wird ganz abgesehen). 


§ 4. 
Hypothetische Aufstellung der Hauptsitze tiber die Parameterbestim- 
mung der Punkte einer reellen Curve dritter Ordnung. 


Es ist unsere Aufgabe, die Punkte einer Curve dritter Ordnung 
durch endliche Zahlen von der Form a + 76 zu charakterisiren — oder 
mehr geometrisch ausgedriickt, die Punkte der Curve continuirlich und 
gegenseitig eindeutig auf die Punkte eines irgendwie begrenzten Ge- 
bietes eines einfachen Blattes abzubilden. 

Als erste Forderung an die Zahlenbestimmung stellen wir die- 
jenige, dass jeder Zahl nur ein Punkt entspricht. Die Forderung, 
dass umgekehrt zugleich jedem Punkte nur eine Zah! entspricht, ist 
dann itiber die ganze Curve hin nicht festzuhalten. 
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Wir verlangen aber zweitens, dass die Zahlenbestimmung innerhalb 
eines hinreichend kleinen Gebietes eindeutig und continuirlich sein soll. 
Es hat diese Forderung fiir die zur Curve gehdérige Riemann’schen 
l'liche den bestimmten Sinn, dass man mittels der Parameterbestimmung 
jedes Elementargebiet der Riemann’schen Fliche gegenseitig eindeutig 
und continuirlich auf ein einfaches Flichenstiick (des oben genannten 
einfachen Blattes) wird abbilden kénuen. 

Denken wir uus nun, dass eine soleche Parameterbestimmung 
modglich ist, und wird einem Punkt M eine Zahl uw beigelegt, und 
fiihren innerhalb eines und desselben Elementargebietes zwei Wege o 
und 6, von M zu einem anderen Punkt M,, so wird man der genannten 
Forderung zufolge lings beider Wege mit derselben Zahl in M, endigen, 
Dies gilt aber auch noch, wenn die auf einander folgenden Theile 
von 6, in Elementargebiete hineingelegt werden kénnen, welche 
zugleich die auf einander folgenden Theile von 6 enthalten. Siimmtliche 
von M ausgehenden im gewodhnlichen Sinne auf einander reductiblen 
Wege miissen desshalb der bekannten Schlussweise zufolge jedem an- 
deren Punkte der Riemann’schen Fliiche dieselbe Zah] zuordnen. Auf 
einer Fliiche mit der Grundzahl 2, wie im vorliegenden Falle, lassen 
sich aber alie geschlossenen von M ausgehenden Wege aus anderen 
zusammensetzen, welche theils zu einem Punkte, theils zu zwei anderen 
festen Wegen ,,reducirbar“ sind. Hieraus folgt, dass die Zahlen, 
welche einem Punkte der Curve entsprechen, siimmtlich von der Form 
a+ 2mo-+ 2m,q@, sein miissen, so dass die Bestimmung von zwei 
Perioden 2@ und 2@, abhiingig ist. 

Mit den Parametern (Zahlen) wiinscht man nun operiren (rechnen) 
zu kénnen. Um Operationsregeln 2u gewinnen, stellen wir eine geo- 
metrische Addition von Curvenpunkten auf, und verlangen als dritte 
Forderung, dass. 

a+ p=y (mod. 2a, 2a’), 
wenn «, 6 und y die Parameter der Punkte A, B und C sind, und 
C in sogleich niiher zu beschreibender Weise die geometrische Summe 
der Punkte A und B ist. 

Die geometrische Addition ist so zu charakterisiren, dass sie in 
die oben § 3 geschilderte iibergeht, wenn C* in eine C* und eine 
Gerade zerfallt. Diejenige Gerade aber, welche in § 3 mit der Curve 
C? verkniipft wurde, war « = OU, und wir haben dort 


A+B=C 


gesetzt, wenn die Geraden AB und EC sich auf uw schneiden, wobei 
unter E ein beliebig gewihlter Nullpunkt der Zahlenbestimmung zu 
verstehen ist. Es leitet diese Analogie einfach dazu 


A+B=C 
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zu setzen, wenn die Geraden AB und OC sich auf der Curve C® selbst 


schneiden; O mag hier einstweilen ein fester beliebig gewihlter Null- 
punkt sein. 


Es folgt aus der Definition, dass diese Addition commutativ ist. 
Sie wird aber auch associativ sein, d. h. man hat 
A+(B+C)=(A+B)+0. 
Es schneide die Curve C® 
die Gerade AB nochmals in U,, 
” ” BC ” ” N;, 
” ” OM, ” ” M, 
» » ON, »  » N. 

Die drei Geraden BM, , CM und N,O miissen nun die Curve noch- 
mals in drei Punkten schneiden, welche in einer Geraden liegen, und 
desshalb wird der Schnittpunkt P, der Geraden AN und CM auf der 
Curve liegen. Der dritte Schnittpunkt der Curve mit O P, repriisentirt 
aber zugleich die linke und die rechte Seite der obigen Gleichung. 


Es folgt hieraus schon, dass die beiden Gesetze auch fiir beliebig 
‘viele Addenden giiltig sind. 


Es mégen nun zwei beliebige Geraden die Curve in ABC und in 
A,B,C, schneiden. Zieht man AC, welche noch in B, schneiden 
moége, so hat man 
A+ (B+C)=A-+ (B,4C,) = (A+B, + ¢6,—=4,4+ B,4+C,. 


Hier sieht man, dass es bequem sein wird, O in einem Inflexionspunkte 
zu wihlen. Man hat dann 


0+04+0=30=0 
A+B4+C=0 


setzen, wenn A, B und C in einer Geraden liegen. 
Es schneide ferner eine Curve zweiter Ordnung die C® in 
A, A, ... My. 
Wie bekannt schneiden dann die Geraden A, A,, A,A,, A;A, die C® 


nochmals in Punkten M, N, P, welche in einer Geraden liegen, Man 
hat also 


A,+4,+:-:-+4,= (A,+A,) + (A;+ A,) + (A; + As) 
= (N+P) + (P4+M) + (M+N) 
= 2(M+N+P)=20=0. 
Nehmen wir noch eine Curve dritter Ordnung C,°, welche die 


gegebene C* in A,A,A,...Ay schneiden mége. Durch A, A, A, A, 
lege man Curven zweiter Ordnung, welche C* und C,* nochmals in 


und kann 
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Punktpaaren schneiden, deren Verbindungsgeraden zwei projective 
Biischel bilden und demnach eine Curve zweiter Ordnung erzeugen; 
dieselbe schneidet C* ausser in dem Basispunkte C eines erzeugenden 
Biischels, noch in den Punkten A, A,... Ag. 

Das obige giebt dann 


A, + A, + A,;+4,—-C=0 
C+A,+4,+::--+44,=0 
A4,+4,+4,+:-::+4,=0. 


Wir wollen hier nicht weiter gehen, sondern nur bemerken, dass 
durch diese Siitze der gewéhnliche Ansatz fiir die Anwendung der 
elliptischen Functionen auf die Geometrie innerhalb einer Curve dritter 
Ordnung volistiindig gegeben ist, insofern die Division ausgeschlossen 
wird. 

Man hat nun zu zeigen, dass eine Parameterbestimmung, welche 
den drei oben genannten Forderungen geniigt, nicht nur hypothetisch 
denkbar ist, sondern wirklich existirt, und dieser Existenzbeweis ist 
es, womit wir uns im Folgenden zu beschiiftigen haben. 


und 


also 


§ 5. 
Parameterbestimmung der reellen Punkte einer Curve dritter Ordnung. 


Eine Curve dritter Ordnung mit reeller Invariante kann immer 
in eine reelle Curve transformirt werden und hat dann einen unpaaren 
Zweig x*). Der Zweig ist im projectiven Sinne geschlossen, und ent- 
halt jedenfalls einen Inflexionspunkt O; diesen Punkt — oder, wenn 
mehrere vorhanden sind, einen beliebig gewihlten — charakterisiren 
wir durch die Zahl 0. Durchliuft ein Punkt den Zweig von 0 bis 0 
zurtick, so wird der entsprechende Parameter den Forderungen I und II 
(in § 4) gemiiss, entweder immer zunehmen oder immer abnehmen. 
Eine mit unseren Forderungen iibereinstimmende Parameterbelegung 
muss also eine reelle Periode enthalten, und es sei diese 2 a. 

Legt man nun die in $4 dargestellte geometrische Addition zu 
Grunde, so wird man dem Beriihrungspunkte der von O ausgehenden 
(eindeutig bestimmten) Tangente von x die Zahl w beilegen. Der Zweig 
x wird durch O und & in zwei Bogen getheilt, und wir wollen erstens 
den einen 6, — den wir uns endlich denken kénnen — in Betracht 
ziehen. Um hier das Kesultat in § 2 direct anwenden zu kéunen, 
kommt es auf die Richtigkeit der dort aufgestellten Bedingungen an. 


*) Es ist dies im Allgemeinen durch drei verschiedene Transformationen zu 
erreichen, insofern S und 7'S7’~? als identisch betrachtet werden, wenn 7' mit 
reellen Coefficienten geschrieben wird; siehe des Verf.’s Dissertation. S. 92. 
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Man sieht aber leicht, dass nach den Entwickelungen in § 4, nur die 
Bedingung 4 (von welcher dann 5 eine Folge sein wird) zu priifen iibrig 
bleibt. Ist aber S ein fester, M ein beweglicher Punkt des Zweiges, 
und durchlauft M continuirlich den ganzen Zweig x, so wird auch der 
dritte Schnittpunkt der Curve mit PM den ganzen Zweig continuirlich 
durchlaufen miissen, und zwar in entgegengesetztem Sinne. 

Um nun, wenn A und M gegeben sind, die Summe A+ M=N 
zu bilden, hat man den dritten Schnittpunkt P mit AM und ferner 
den dritten Schnittpunkt N mit OP zu construiren. Bewegt sich also 
M in o, im Sinne MO, so wird sich auch N in demselben Sinne 
bewegen, indem beide sich im entgegengesetzten Sinne von P bewegen. 
Weil hieraus nun die genannte Bedingung 4 folgt, so kénnen wir 
gleich davon ausgehen, dass alle Punkte des Bogens 6, mit ihren 
Parametern 4, wo O <u <a, versehen sind. 

Ks ist jetzt leicht, auch die Punkte des noch unbelegten Theiles o, 
des Zweiges x mit Parametern zu versehen. Wenn nimlich UV, ein 
beliebiger Punkt von 6, ist, wird die Gerade O M, einen Punkt M, von 
6, enthalten, und ist w, der zu M, gehérige Parameter, so kénnen wir 
M, den Parameter 2 — mu, beilegen. Die neue Zahlenreihe geht 
sowohl durch R wie durch O in die friihere continuirlich iiber, indem 
man nunmehr daran festhdlt, dass w und2@-+- wu als identische Zahlen 
betrachtet werden. Um die Uebereinstimmung der geometrischen mit 
der arithmetischen Addition iiber den ganzen Zweig x hin einzusehen, 
bemerke man, dass diese Forderung auch so formulirt werden kann, 
dass die Summe der Parameter der Schnittpunkte der Curve mit einer 
beliebigen in drei reellen Punkten schneidenden Geraden congruent 
Null sein soll. Dies bleibt aber auch richtig, wenn z. B. alle Schnitt- 
punkte M, M," M,” in 6, liegen, denn OM,', OM,” ,O M,” schneiden, 
weil O ein Inflexionspunkt ist, nochmals in drei in einer Geraden 
liegenden Punkten, und man hat 


(2@ — w,’) + (2@ — w,") + 2@ — w,")=0, 


By + wy” + wy” =. 
In ganz ahnlicher Weise verfihrt man, wenn eine Gerade den Zweig 
6, (oder 6,) in zwei Punkten, und 6, (oder 6,) in einem Punkte 
schneidet. 

Wir haben uns bis jetzt ausschliesslich mit dem unpaaren Zweige 
der Curve beschiftigt. Was die reellen Punkte anbelangt, ist man 
also fertig, wenn die Curve eintheilig ist. Wenn die Curve aber 
zweitheilig ist, dann gilt zwar auch alles gesagte; man muss nur ausser- 
dem noch die Punkte des Ovales in Betracht ziehen. 

Es seien R, und R, die Beriihrungspunkte des Ovales mit den 
zwei an dasselbe von O gezogenen Tangenten; einem dieser Punkte 


wenn 
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z. B. R, gebe man den Parameter w’, der als nicht reell zu wihlen 
ist. Man kann dann (indem, was offenbar erlaubt ist, cin specieller Fall 
der geometrischen Addition als zusammenfallend mit der arithmetischen 
angenommen wird) den Parameter uw eines Punktes M des Ovales be- 
stimmen, indem man die Gerade R, M zieht, welche den obigen Zweig 
(6,-++6,) in einem Punkte WM’ schneidet, und 

u=20— a’ —wW 
setzt, wenn w’ der Parameter von MM’ ist. 

Diese Zahlen bilden eine continuirliche Reihe von immer wachsen- 
den (oder immer abnehmenden) Zahlen, wenn M von R, aus lings 
dem Ovale wieder zu R, zuriickkehrt; 2@ ist dabei wie friiher eine 
Periode, 

Man hat nun, um die vollstindige Uebereinstimmung der ganzen 
Parameterbelegung mit den Bedingungen in § 4 einzusehen, nur néthig 
zu zeigen, dass die Summe der Parameter der Schnittpunkte mit einer 
beliebigen Geraden auch dann congruent Null ist, wenn die Gerade das 
Oval in zwei Punkten A und B, und den unpaaren Zweig in einem 
Punkte C schneidet. Man beweist aber, dass 


a+B+y=0, 
wenn noch 2@' als Periode aufgefasst wird, in folgender Weise: 

Man ziehe die Geraden OA und OB, welche nochmals in A, und 
B,, sowie R,A, und R,B,, welche nochmals in A, und B, schneiden 
moégen. Es ist dann 

=2a—a —a,, p=2a—o' — p,, 

und man hat unter der obigen Annahme nur néthig zu beweisen, dass 
a, + B, + y =0. Man hat also zu zeigen, dass A,, B, und C, welche 
alle dem unpaaren Zweige angehéren, in einer Geraden liegen. Die 
Geraden AB, R,A,, R,B, haben aber ausser A,, B, und C sechs 
Punkte A, A,, B, B,, R,, R, (den letzten zweimal) mit der Curve 
gemein, und diese Punkte miissen, weil die Curve fiir O als Centrum 
und R,R, als Axe mit sich selbst harmonisch symmetrisch ist, auf 
einem Kegelschnitte liegen; die drei iibrigen Schnittpunkte liegen 
mithin in einer Geraden. 


§ 6. 
Parameterbestimmung simmtlicher Punkte einer reellen Curve 
dritter Ordnung- 


Um alle Punkte einer Curve dritter Ordnung durch Parameter zu 
charakterisiren, ist es in unserer Darstellung nothwendig, eine von der 
Gesammtheit der reellen Punkte verschiedene neue einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Punkten herzustellen, welche mit Zugrundelegung 
der geometrischen Addition eine Gruppe bilden. Man erhilt eine solche 





} 
} 
} 
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Gruppe in folgender Weise, wobei wir zuerst nur die eintheilige Curve 
beriicksichtigen. 

Alle reellen durch den hervorgehobenen Inflexionspunkt O gehen- 
den Geraden werden durch die Inflexionstangente in O und die durch 
O gehende Curventangente CR in zwei getrenute Systeme von Ge- 
raden getheilt, Die Geraden des einen Systems schneiden die Curve 
ausser in O noch in reellen Punkten, die der anderen noch in paar- 
weise conjugirten. Die letztgenannten Punkte sind es, welche die 
gesuchte neue Gruppe II bilden. 

Um nachzuweisen, dass die Punkte eine Gruppe bilden, nehme 
man zwei Punkte M und M, des Systems; die geometrische Summe 
der zwei Punkte wird dann bestimmt, indem man C®?® nochmals mit 
MM, in N’, und danach die Curve nochmals mit ON’ in N schneidet. 
Wenn nun MM, durch R geht, werden N und N’ beide mit R zu- 
sammenfallen — man wird aber R als einen Punkt des neuen wie 
des alten Systems auffassen. Wenn aber MM’ nicht durch R geht, 
zeigt man wie folgt, dass N imaginir, wihrend die Gerade ON reell 
ist. Die Curve ist niaimlich mit sich selbst harmonisch symmetrisch, 
indem O das Centrum und die harmonische Polare X zu O die Axe 
ist. Ferner sind die neuen Schnittpunkte M’ und UM,’ von C*® und 
OM und OM, die zu M mit M, conjugirt imaginiren Punkte, so 
dass der reelle Punkt von MM,, niimlich der Schnittpunkt mit 1’ MU,’ 
in X liegt und also nicht in C* ausserhalb R liegen kann. Die zwei 
neuen Schnittpunkte N und N’ der Curve mit MM, und M’ M,’ sind 
also zugleich conjugirt imaginiir und in der harmonischen Symmetrie 
einander entsprechend, so dass der reelle Trager von N durch O 
gehen muss. 

Fiir die neue Gruppe wire es wohl mdéglich die Parameterbestim- 
mung direct durchzufiihren; es ist indes viel einfacher, dieselbe auf 
die vorige zuriickzufiihren. Man braucht zu diesem Zwecke nur eine 
Centralcollineation zu benutzen, in der O das Centrum und X die 
Axe ist, waihrend einem Punkte M der neuen Gruppe ein beliebig 
gewihlter reeller Punkt MJ, der Geraden OM zugeordnet wird. Die 
Curve C* wird hierdurch in eine neue Curve C,° transformirt, deren 
reelle Punkte offenbar den Punkten der Gruppe II entsprechen, und es 
ist diese Curve wieder eintheilig. Man kann nun mit der reellen Curve 
C,® ganz so verfahren, wie im vorigen Paragraphen angegeben wurde, 
indem nur dem Punkte R, wenn dieser als ein Punkt der C,° aufgefasst 
wird, ein anderer Parameter @-+-2 «° beigelegt wird, wo 2a’ eine beliebig 
gewahlte nicht reelle Constante ist. Endlich gebe man jedem Punkte 
der Gruppe II denjenigen Parameter, der dem entsprechenden Puakte 
in C,> zukommt. Mittels einer Centralcollineation mit O als Centrum, 
X als Axe, sieht man, dass diese Bestimmung nur von @’ abhingig ist, 
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wihrend dagegen eine andere Wahl des Punktes M, nichts in der 
Zahlenbelegung indert. 

Wenn die Curve zweitheilig ist, kann man ganz analog verfahren, 
nur gehen in diesem Falle drei reelle Tangenten OR, —r,, OR, —r,, 
OR, =r, von O aus an die Curve, so dass das System aller 
reellen durch O gehenden Geraden mittels7,7,7, und die Wendetangente 
o in vier getrennte Systeme getheilt wird. Sind die Bezeichnungen 
so gewihlt, dass die Geraden 0, r,, 7), 7, in dieser Ordnung auf einan- 
der folgen, und so, dass die Geraden, welche von r, durch o und r, 
(und zugleich diejenigen, welche von 7, durch r, und r,) getrennt 
sind, die Curve in reellen Punkten schneiden, dann werden die tibrigen 
durch O gehenden Geraden die Curve in conjugirt imaginaéren Punkten 
schneiden, welche mit Zugrundelegung der geometrischen Addition 
eine Gruppe bilden. Man beweist dies ganz-ebenso wie oben, wobei 
nur zu bemerken ist, dass die Punkte R, R,R, sowohl der urspriing- 
lichen (reellen) Gruppe I wie der neuen Gruppe II zuzurechnen sind, 
Um die Zahlenbelegung innerhalb der Gruppe II durchzufiihren, wende 
man wieder die obige Transformation an, wodurch die Punkte der 
Gruppe II in die reellen Punkte einer neuen zweitheiligen Curve C,5 
iibergehen. Es wurden in § 5 den Punkten R,, R,, R, bezw. die Para- 
meter w, @ — @’, w' beigelegt und daran werden wir auch hier festhalten. 

Diejenigen Punkte der neuen Curve C,3, welche von R, durch o 
und r, getrennt sind, bilden den unpaaren Zweig, und die Zahlen- 
belegung auf diesem ist nach § 5 durch den Parameter w von R, un- 
zweideutig bestimmt. Ferner lasse man den Parameter @ von Rk, 
ungeandert, auch wenn dieser Punkt als ein Punkt des Ovales der 
Curve C,° aufgefasst wird. Hierdurch ist wieder die Zahlenreihe auf 
dem Ovale von C,° dem vorigen Paragraphen zufolge eindeutig be- 
stimmt. Der Punkt F,, als ein Punkt der Curve C,°, bekommt zwar 
jetzt den Parameter w’ — @, aber dieser ist, von Perioden abgesehen, 
von dem friiheren @ — o’ nicht verschieden. 

Um nun die Parameterbestimmung volistindig zu erledigen, hat 
man wesentlich zu zeigen, dass sich jeder Punkt M der Curve als 
geometrische Summe eines Punktes M/ der urspriinglichen Gruppe I 
und eines Punktes M” der neuen Gruppe II darstellen lisst. Sehen 
wir erst, ob dieses (die Méglichkeit vorausgesetzt) nur in einer Weise 
thunlich ist. Man setze also: 


M=M'4+ M4={N'4 NN", 
Nach den associativen und commutativen Gesetzen, die ja iiber die 
ganze Curve hin giltig sind, folgt hieraus 
O = Mi 4+ M4 — (Ni + N4) = (M'— N) + (MU NX) 
= Pi — Pp", 
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Die Punkte P’ und P” miissen desshalb zusammenfallen, was aber 
nur méglich ist, wenn sie in den Punkt O oder in einen der Punkte 
R fallen. Man muss also haben 
M'=N!', MY=N" 

oder 

M'=N'+R, M™=N7+R (¢—1,2,3). 
Die Bestimmung ist insofern mehrdeutig. Geht man aber zur Para- 
meterbestimmung itiber, so wird diese jedenfalls, von Perioden abgesehen, 
eindeutig, denn 2; ist nach dem obigen immer durch eine ganze 
Periode charakterisirt. 

Um nun, wenn M (ausserhalb den Gruppen I und II) gegeben 
ist, die Componenten M/ und M” wirklich zu construiren, so betrachte 
man neben M den conjugirt imaginiren Punkt M; die Gerade MM 
schneidet dann die Curve nochmals in einem reellen Punkte Q, und 
O@ nochmals in einem reellen Punkte P/. 

Um ferner M—M zu bilden, ziehe man OM und OM, welche 
die Curve nochmals in zwei conjugirt imaginiren Punkten M’ und MM’ 
schneiden, Die neuen Schnittpunkte N und N der Curve mit den Ge- 
raden M’M und M’M werden dann erstens conjugirt imaginiir, und 
ferner werden sie uach einem wiederholt benutzten Hilfssatze eine 
durch O gehende Verbindungsgerade haben. Mithin gehiért N der 
Gruppe II an, wobei zu bemerken ist, dass N = N” auch in einen 
der Punkte R fallen kann. 

Indem also 


P'=M+M wd NY=M—YM, 
hat man nach den gewodhulichen Gesetzen: 
P'+ N4Y=M+M=2M. 


Weil die Gerade MM, indem M imaginir ist, niemals das Oval treffen 
kann, wird P? dem unpaaren Zweig angehéren. Wenn nun OP! die 
Curve nochmals in @Q schneidet, gehen von Q zwei reelle Tangenten 
aus, welche den unpaaren Zweig beriihren. Kin beliebiger der Be- 
riihrungspunkte sei M’ — der andere wird M/-+ R sein. 
Man hat dann 
M+M=2M"', 
woraus folgt 
(M— M’) + (M—M’) = 0. 


Die conjugirt imaginiiren Punkte M— M? und M— M_‘ liegen laut 
dieser geometrischen Gleichung in einer durch O gehenden Geraden, 
d. h. der Punkt M — M/’ = M” gehort der Gruppe II an, und 
man hat: 


M=M'4 mM, 
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Unseren Constructionen zufolge variirt M continuirlich, wenn die 
Componenten in I und II continuirlich variiren, und umgekehrt. 

Man hat zum Schluss nur noch néthig zu zeigen, dass iiber die 
ganze Curve hin die arithmetische Addition mit der geometrischen 
zusammenfillt, d. h. dass 


ue+v+2=0 (mod. 2a, 2a’), 
wenn M, N, P in einer beliebigen reellen oder imaginiiren Geraden 
liegen. 

Man kann aber nach dem obigen immer 

M=M'+M", N=N'4N4, P=Pi4 pu 
setzen, so dass man nur zu zeigen hat, dass M’, N’, P’, sowie 
M", N”, P” so gewahlt werden kénnen, dass die erstgenannten wie 
die letztgenannten drei Punkte in einer Geraden liegen. Weil nun, 
wenn MNP in einer Geraden liegen, auch die conjugirt imaginiiren 
Punkte IJ N P dies thun (wobei z. B. M und M in einen reellen 
Punkt zusammenfallen kénnen), so folgt aus den obigen Constructionen, 
dass 2M‘, 2N/ und 2P/ sowie 2M”, 2N” und 2P” in einer 
Geraden liegen. Die drei erstgenannten Punkte liegen auf dem unpaaren 
Zweig. Zieht man von 2M’, sowie von 2 N/ aus eine Tangente, welche 
diesen Zweig berihrt — in M,/ und N,’ — so wird die Tangente in 
dem dritten Schnittpunkte P,/ der Curve mit der Geraden M,! Nj! 
durch 2P’, gehen, und man kann einfach M,’ N,’ P,! als die oben 
genannten Punkte M’ N’ P’ wihlen. Man hat also 
M'+N'+ P' =O. 
Aus dieser Gleichung und aus 
M+N+P=0 
folgt aber 
O = (M+ N+P) — (M+ Ni+ PP!) = (M—M’) + (N—N’) 

+ (P—P!) = M+ N+ P#, 
so dass auch M” N” P” in einer Geraden liegen. 

Es ist schliesslich noch eine besondere Forderung einzufiihren, 
die sich auf die unendlich kleinen Parameter bezieht; die zugehdrigen 
Punkte liegen dann unendlich nahe am Wendepunkte O. In diesem 
Falle kann man nimlich den Parameter der Abscisse des Punktes 
proportional setzen, wenn die Wendetangente in O als Abscissenaxe 
und O als Origo angenommen wird — wobei die Abweichung im 
Vergleich mit dem Parameter selbst unendlich klein sein wird. 

Es ist dies eine nothwendige Folge der tibrigen Bedingungen, 
wenn man sich auf Punkte innerhalb einer der obigen Gruppen I und 
Il beschriinkt; tiber die ganze Curve hin ist sie aber als eine neue 
Forderung zu betrachten, die indessen mit den friiheren vertriiglich ist. 
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Der Beweis dieser Behauptungen mag unterbleiben, indem er in 
allem wesentlichen derselbe, wie der friihere Schluss des § 3 sein 
wiirde. Die ndthigen Hiilfssiitze, niimlich der Satz von Carnot und 
die Theorie der letzten Polaren in Bezug auf eine Curve dritter Ord- 
nung, lassen sich ja leicht synthetisch darthun. 

Wenn also wu der Parameter und — die oben definirte Abscisse 
desselben unendlich nahe an O liegenden Punktes ist, so hat man 

u=ké, k constant. 
Bis zur Schlussannahme waren die zwei Perioden der Parameterbestim- 
mung von einander ganz unabhingig. Jetzt ist dies nicht mehr der 
Fall; die eine Periode kann man beliebig wihlen, weil siimmtliche Para- 
meter mit einer beliebigen Constanten multiplicirt werden kénnen; das 
Periodenverhialtniss ist aber fiir jede Curve bestimmt, und wird nur 
vom constanten Doppelverhiltniss der Curve abhingig sein. 

Die oben gegebene Parameterbestimmung lisst sich auch gebrauchen, 
wenn die Curve C,* unicursal und also mit einem Doppelpunkte ver- 
sehen ist. Ist nimlich D ein isolirter Punkt der Curve, so verhilt 
sich diese in Betreff der reellen Punkte, ganz wie die allgemeine ein- 
theilige Curve. Wendet man auf die Curve die oben S. 92 genannte 
imaginare Collineation an, so erhilt man eine neue unicursale Curve, 
welche aber mit einem gewdbnlichen Doppelpunkte D versehen ist. 
Diese neue Curve verhilt sich, in Betreff ihrer reellen Punkte, im 
wesentlichen wie die allgemeine zweitheilige Curve, indem die Para- 
meterreihen, welche den Punkten des unendlichen Zweiges und des 
Ovales entsprechen, nicht durch D continuirlich in einander tibergehen ; 
D selbst wird durch einen unendlichen Parameter charakterisirt. Die 
Parameterbestimmung enthiiit deshalb nur eine (endliche) Periode. 

Wenn die Curve mit einer Spitze versehen ist, so werden, wie 
leicht zu sehen, beide Perioden unendlich und verschwinden darnach 
als solche. 

Noch sei bemerkt, dass mit der Parameterbestimmung der Punkte 
der ebenen Curven zweiter und dritter Ordnung zugleich die Parameter- 
belegung der unebenen Curven dritter und vierter Ordnung voilsténdig 
geleistet ist. Es wird auch diese Bestimmung — abgesehen von 
einer multiplicativen Constanten — unbedingt eindeutig, wenn man daran 
festhalt, dass die Summe derjenigen Parameterwerthe, welche den 
Schnittpunkten der Curve mit einer beliebigen Ebene entsprechen, 
congruent Null sein soll (fiir die Perioden als Moduln). 

Projicirt man nimlich eine unebene Curve vierter Ordnung vom 
Geschlechte 1 — um nur diesen Fall zu betrachten — aus einem be- 
liebigen Punkte der Curve auf eine feste Ebene, so erhilt man eine 
Curve R, dritter Ordnung; vier Curvenpunkte, welche in einer Ebene 
liegen, werden in vier Punkte der R, projicirt, die mit zwei /esten 
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zusammenfallenden Punkten von R, mittels einer Curve zweiter Ord- 
nung verbunden werden kénnen. Die Bedingung, dass die Summe der 
Parameter von vier solchen Punkten congruent Null sein soll, ist aber, 
wie leicht zu sehen, der obigen Bedingung — niimlich der Ueberein- 
stimmung der arithmetischen mit der geometrischen Addition — 
wesentlich fiquivalent. Wihlt man noch den Beriihrungspunkt O einer 
stationiren Ebene der unebenen Curve als Nullpunkt, so wird der 
Parameter eines unendlich nahe an O liegenden Punktes der Abscisse 
desselben proportional, insofern O als Anfangspunkt und die stationiire 
Ebene als X Y-Ebene des Coordinatensystems gewihlt wird. 

Von den Untersuchungen, zu welchen die hier gegebene Dar- 
stellung Anlass giebt, sei hervorgehoben die Bestimmung derjenigen 
Punktgruppen auf der zur Curve gehérigen Riemann’schen Fiche, 
deren entsprechende Curvenpunkte durch die Parameter wu + iv, mit 
constanten « oder v charakterisirt sind. Ich werde hier diese Frage 
nur anhangsweise mit einigen Worten beriihren. 

Wenn die Curve dritter Ordnung reell ist, so werden dem obigen 
zufolge die durch w = u + iv und @ = uw — iv charakterisirten Punkte 
M wd M conjugirt imaginir sein, Hilt man nun v constant, so wird 
auch « — @ = 2iv constant sein. Einer Geraden PJ — wo FP das 
zur Bildung der Riemann’schen Fliiche benutzte Projectionscentrum ist — 
entsprechen dann drei Gerade P WM, und umgekehrt, so dass die ge- 
suchte Gruppe eine Curve sechster Ordnung mit den dreifachen Punkten 
P und P sein wird. Hierbei ist freilich vorausgesetzt, dass die Abhiingig- 
keit der Geraden PM und P M von einander sich algebraisch ausdriicken 


lisst, was selbstverstiindlich nicht der Fall ist, wenn M und M nur 
als conjugirt imaginiire Punkte der Curve definirt sind. In diesem Falle 
ist es aber richtig, denn M und M&M sind einander entsprechende Punkte 
in einer gewissen eindeutigen quadratischen Transformation der Ebene*). 
Es ist jedoch hinzuzufiigen, dass man, wenn man die Punktgruppe eine 
»Ourve® nennt, dies nicht im gewdhnlichen Sinne der analytischen 
Geometrie zu nehmen hat, denn es haben in dieser Verbindung nur 
die reellen Punkte der Curve eine Bedeutung. 

Wird P in einem der Kreispunkte angenommen, so schneiden die 
Curven u = const. und v = const. einander orthogonal im gewohnlichen 
Euklidischen Sinne. 

Geht speciell die gegebene Curve dritter Ordnung durch die Kreis- 
punkte, so bilden die w-Curven und v-Curven ein System von confocalen 
Curven vierter Ordnung. Ist noch der reelle unendlich ferne Curven- 
punkt ein Inflexionspunkt, so liegen die Brennpunkte entweder in einer 
Geraden oder paarweise in zwei zu einander senkrechten Geraden. 


*) S. des Verfassers obengenannte Dissertation S. 93 u. f, 


Mathematische Annalen. XLVII, 7 
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Die u- und v-Curven haben fiir die hier betrachtete Fliche selbst- 
verstindlich dieselbe Bedeutung wie die Breiten- und Meridiancurven 
in der bekannten Harnack’schen Abhandlung”*) fiir die neue Riemann’sche 
Fliche. 


§ 7. 
Analytisches Resumé. 


Der Inhalt der gegebenen geometrischen Theorie liisst sich fiir die 
Curven dritter Ordnung so ausdriicken, dass die ganze Curve sich ein- 
deutig und continuirlich auf ein Parallelogramm abbilden lisst, oder 
in analytischer Form so, dass die Coordinaten eines beliebigen Curven- 
punktes sich durch continuirliche und doppeltperiodische Functionen 
eines Parameters «u darstellen lassen. Besonders hervorzuheben ist, 
dass die Darstellung (von einer multiplicativen Constanten abgesehen) 
durchaus eindeutig ist, insofern die Summe derjenigen Parameter, 
welche drei in einer Geraden liegenden Punkten entsprechen, con- 
gruent Null ist (fiir die Perioden als Moduln), und ferner nur iiberall 
differentiirbare Functionen als zulissig betrachtet werden. 

Die letztgenannte jedoch nicht nothwendige Bedingung hiingt mit 
der in §3 und §6 gemachten Schlussannahme zusammen. Ist diese 
namlich erfillt, und ist ein Wendepunkt O als Nullpunkt und eine 
durch O gehende Gerade als X-Axe — und die Wendetangente nicht 


als Y-Axe — gewahlt, so wird = = lim 4" nur von dem Werthe von 
x Az 


u abhangen, nicht aber von den reellen oder imaginiren Werthen, 
welche Aw durchliuft, indem dasselbe sich der Null nihert. 

Man erhalt hierdurch zugleich die explicite Bestimmung von u 
als Function der Coordinaten, wenn die Gleichung der Curve gegeben 
ist. Um einen allgemeinen Ausdruck fiir du zu finden, wollen wir 
den Wendepunkt O als Anfangspunkt des Coordinatensystems wihlen, 
weil der allgemeine Ausdruck nicht durch eine Parallelverschiebung 
des Systems beeinflusst werden kann. 

Die Gleichung der Curve sei 


(1) f = Hy + %% + U, = 0, 

wo die Indices den Grad des Gliedes in 2 und y angeben. Um nun 
den Werth von du zu finden, welcher einem Curvenpunkte M(z, y) 
entspricht, hat man der geometrischen Theorie zufolge erstens O mit 
M zu verbinden, und den dritten Schnittpunkt WM’ (z’, y’) dieser Geraden 
mit der Curve zu finden. Die Gleichung von OW ist: 


(2) Y:y= X:2, 





*) Mathem. Annalen Bd, 9. 
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und diese mit (1) verbunden ergiebt zur Bestimmung der von O ver- 
schiedenen Schnittpunkte: 
uu, X? + u,v,2X 4+ u,2? =—0, 


also 


pe OE ee (u, 20, 20), 


uy ee x 


Si 


+ 


Sin 


it ae: wh tenis a 
eee Se Meta SY 
Nun hat man (2’, y’) mit dem Nachbarpunkte (x + dz, y + dy) wu 
M zu verbinden und diese Gerade mit der Wendetangente 
9 du, du, as 
(3) qe at a Y=0 
zu schneiden. 
Die Gleichung dieser Verbindungsgeraden ist aber, wenn hier 
gleichgiiltige Gréssen weggeworfen werden 


(vy, +2) (Ya—Xy) + ydx —ady=0 
oder, indem 
yda — ady = dx(xf.+ yfy) fy = da(3u,+2u,0,+%,) : fy 
= — dx(v,+2)u,: fy, 


gesetzt wird: 
Ya — Xy —u,dz:f, =0. 


Diese schneidet (3) in einem Punkt mit der Abscisse 


X= de: fy. 
Man hat also zu setzen 
(4) du & $8. 
hy 


Der Werth dieses Differentiales (in projectiver Form: ii wird 
y 


(von k abgesehen) identisch in sich transformirt durch jede lineare oder 
quadratische Transformation, welche die Curve in sich transformirt — 
denn die Bestimmung von uw war von einer additiven (und multipli- 
cativen) Constanten abgesehen, eindeutig. 

Das allgemeine Integral von 





da, Aa, 
hy, as Ny, , 
wo die 2 und y durch /, = 0 verbunden sind, wird: 
a y | 
% Y. 1|=0, 
tz Yy 1 
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wo x, die Rolle der Integrationsconstanten spielt — selbstverstiindlich 
in Uebereinstimmung mit der Theorie der Integrale erster Art. 

Der allgemeine Ausdruck fiir dw bei der Parameterbestimmung 
auf einem Kegelschnitte lisst sich in derselben Weise ableiten. Man 
wihle wieder (0,0) in dem Nullpunkte E der Parameterbestimmung. 
Weiter sei 


(5) az +by+ce=—0 
die Gerade, welche den Kegelschnitt 
(6) f =u, + % 


in den ia $3 genannten zwei singuliiren Punkten O und U schneidet. 
Die Verbindungsgerade zwischen EK und M(z, y) schneidet (5) in 
einem Punkte (z’, y’), wo 

cx —_——— 
~~ aa + by’ Y =~ ax+by 
Ferner hat die Gerade, welche (2’, y’) mit (x27 -+ dz, y+ dy) verbindet, 
wenn hier gleichgiiltige Gréssen weggeworfen werden, die Gleichung: 

(Ya — Xy) (ax + by +0) + ¢(yde—ady) =0, 

‘und diese reducirt sich wie oben auf: 
(Ya — Xy) (ax+ by+c)—u,da:f,/ =0. 


Die Abscisse des Schnittpunktes dieser Geraden mit der Tangente 
in (0, 0): 


“= 


du, du; — 
dz X+ dy diane 
ist mit du proportional; man erhilt so 
. a 
du=k Getbyton,”’ 


welcher Ausdruck offenbar im Allgemeinen richtig ist, auch wenn E 
nicht in (0, 0) liegt. 


Ist 
f=27+y>—1, =} =—(, 
und wird £ in (1, 0) gewihlt, so erhilt man 
du= — fl 
y 


also wenn 

Z£=cosu, y=sinwu 
gesetzt wird, 

cosseO=—=1, snO=—0 


d cos u 


cos? u + sin? u = 1 
+ , = 


= — sin u, 


1 — cos (Uj %_) COS Uy — COS Ug 
sin (+ %,)  ~—sosin &, — Sin Uy 





— 
=] 
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Die Functionen sind eindeutig bestimmt fiir alle endlichen reellen und 
imaginiiren Werthe von x. 
Fiir die Curve vy = 1, erhilt man 


dx 
du= =) 
so dass man 


eee“, yose' 


mit dem gewoéhnlichen Additionstheorem setzen kann *). 

Bei der allgemeinen Abbildung eines Kegelschnittes auf die zu- 
gehérige nicht projective Fliche, werden die oben 8.97 genannten 
u- und v-Curven unicursale Curven vierter Ordnung sein. Man erhiilt 
jedoch, wie leicht zu erkennen, Kegelschnitte, wenn O und U in die 
wnendlich fernen Punkte der Curve verlegt werden. Betrachtet man 
% B. eine Ellipse, so wird man dieser Bedingung zufolge die 
excentrische Anomalie als Parameter nehmen, und erhilt, weil (x, y) 
aus dem Kreispunkte (y : 2 = 7) in 


27 = 2% 


projicirt wird, die Curven: 





a y* 2 2 ii 
costa date = @ — 5%, fiir w = const., 
und 
42° 4y? Mes 
— ainsi >= 1, fir v = const. 
((a+b) e” + (a — b)e~”)” + ((a + b) e” — (a— b) e~*)” ’ 


Wir kehren nun zu den Curven dritter Ordnung zuriick, und 
bemerken, dass jedem elementaren elliptischen Integrale erster Art in 
der hier besprochenen Weise eine Curve dritter Ordnung entspricht. 
Sucht man z. B. die Curve, deren Punkte durch x = snw charakte- 
risirt werden, so erhiilt man, wenn noch die Bedingung, dass sie 
circular sei, hinzugefiigt wird, wie eine leichte Rechnung lehrt, als 
einzige Lésung die Curve: 


y? (1 — ka) — (1+ka) (1 — 2") = 0. 

*) Fiir die Kreisfunctionen kann man auf einem Kreise das Additionstheorezm 
in folgender geometrischer Form aufstellen: es habe A den Parameter 0, B und 
C die Parameter 6 und y; man erhilt den Punkt mit dem Parameter 6 + y als 
den neuen Schnittpunkt der Curve mit einer durch A gehenden mit BC parallelen 
Geraden, Aus dem Obigen folgt, dass man Wort fiir Wort dieselbe additive 
Construction fiir die Hyperbelfunction aufstellen kanu, indem man nur unter 
Curve eine gleichseitige Hyperbel versteht, und den Nullpunkt iu einem Scheite! 
annimmt. Es lisst sich dieser Satz selbstverstiindlich auch leicht ganz elementar 
beweisen. 
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Man wird dann 
tees x), 
a=su(utk+ik), y= >—y, 


setzen, wo die Constante k + ik’ hinzugefiigt ist, um den Nullpunkt 
der Parameterbestimmung in den unendlich fernen Wendepunkt zu 
verlegen. Die w- und v-Curven werden hier im wesentlichen mit den 
bekannten Siebeck’schen Curven zusammenfallen *). 

Fiir die weitere Theorie wird es jedoch einfacher sein, nicht nur 
den Wendepunkt O, sondern auch die Wendetaungente 0 unendlich 
fern zu wihlen. Man erhilt dann die Gleichung der Curve in der 
bekannten Weierstrass’schen Form 

P= 42° — g.% — 9s; 
wo g, und g, reell sind; und man hat 


Fiir « = oo wird w= 0 angenommen. Setzt man also 
“= p(w), 
‘so wird 


y = @ (u) 
mit der Relation 


eo (pu)? = 4p ui — g,.9u — gs. 
8 18 


p(—u)=—gu, g(—u—— pu. 
An der Hand der Curve ist es leicht, die Realititsverhiltnisse der 
Function fiir reelle w zu verfolgen, was aber verschieden ausfallt, je 
nachdem die Wurzeln e, e,e, der Gleichung 
423 — g,4 — g, = 0 
alle reell oder theilweise imaginir sind. 
Der wesentliche Inhalt der Betrachtungen in § 6 ist aber, dass 
die Function fiir jeden reellen und complexen Werth von wu existirt. 
Das Additionstheorem erhalt man, weil 
agut+tb=g'u, 
fiir gewisse Constanten a und b gleichzeitig mit 
U, + U, + U, = 0 
bestehen soll, in der gewohnlichen Form 
PU, + PU, + PU; = i em es. 
Ferner sind g(@-+ if) und g(@—7) fiir reelle « und B con- 
jugirt imaginar. Um also aus 
oe gu=g(a+ip)—=A+iB 
*) Crelle’s Journal Bd. 51, 8. 359, 
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a und # zu finden, hat man mit Benutzung des Additioastheorems 
g(2@) und g (282) zu bilden. Um aber hieraus « und Bi eindeutig zu 
bestimmen, ist eine genauere Discussion ndthig, welche in geometrischer 
Form oben 8. 94 gegeben ist. 

Ausdriicke fiir die Perioden @ und @ gewinnt man durch die 
Parameterbestimmung der obigen Punkte R;. Sind die Wurzeln 
€, €) és alle reell, und ausserdem 


Lx 
a =k - o =i f%, 
JY 


a 


so wird 


die Integration iiber reelle wachsende x und continuirlich variirende y 
erstreckt. 
Sind aber e, und e, conjugirt imaginir, so wird 


ag es 
dx ' dx 
ont lS o+20'—k{%, 


die Integration wieder wie oben iiber reelle wachsende x erstreckt, In 
beiden Fiillen ist @ reell, im ersten Falle o’, im zweiten @ + 2a’ 
rein imaginir. Die Perioden lassen sich deshalb auf keine geringere 
Zahl reduciren. In jedem Falle hat man aber zwei Fundamental- 
perioden bestimmt, denn aus 
Pu = pa 
u=+a+t+2moa + 2nq’. 

In jedem Periodenparallelogramm wird die Function nur einmal 
unendlich, nimlich fiir «= 0. Man hat aber den geometrischen Be- 
stimmungen zufolge: 


folgt 


lim u = lim k = = lim —~, 
u=0 z2=o rw Vix 
also k 
lim « = lim g(uw) = lim —,. 
20 a ) u=Q 4u* 


gu wird mithin dort unendlich zweiter Ordnung. Am einfachsten setzt 
man k = 2, 

Verlegt mau den Anfangspunkt in den Punkt (e,, 0), so wird die 
Gleichung der Curve 


y? = 42(x% — e,') (vw —e;). 

Schneidet man diese mit der Geraden y = ex, so wird der Gleichung 
a’ = 4(4 —e,') (a — @,) 

zufolge das Product der Abscissen constant gleich e,' e,', also: 


(9 (u-+@) — e,) (gu — e,) = (€, — &) (€, —e,) U. Ss. W. 








a a 
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Die Functionen der halben Perioden sind die Abscissen der Be- 
rihrungspunkte aus einem Punkte R. Wahlt man wieder (e,0) als 
Anfangspunkt, so erhalt man aus 


dy __y 
dx <x’ 
und 
y” = 42(% — e,) (w — ey) 
unmittelbar 
a? = Cy'C3, 
also: 


»(S) — e=+ V (e. — &) (€3— &), 
ra) ( 4 a’) — ¢, = — V(e,— &) (€,— &) U. Ss. W. 


ohne Zweifel iiber das Vorzeichen. 

Beispiele fiir unicursale Curven lassen sich leicht entwickeln. Die 
Coordinaten werden (am einfachsten) durch trigonometrische, ex- 
ponentielle oder rationale algebraische Functionen des Parameters aus- 
gedriickt, jenachdem die Tangenten des singuliren Punktes imaginiir, 
_reell oder zusammenfallend sind. 


Kopenhagen, 18. Januar 1895. 














Ueber die Schubert’sche Lésung eines Bachet’schen Problems. 
Von 


E. Buscue in Bergedorf. 


Die am Schlusse dieser Arbeit behandelte eigenartige Lésung des 
mathematischen Problems, das sich aus der seit Bachet de Méziriac 
bekannten Geschichte von 15 zu rettenden Christen und 15 zu opfern- 
den Tiirken ableiten lisst, und das ich deshalb ein Bachet’sches 
Problem nenne, wurde mir von Herrn Schubert in Hamburg mit- 
getheilt, der sie spiter auch in seinen ,,Zwoélf Geduldspielen “*) ohne 
Beweis verdffentlicht hat. Auf seine Veranlassung habe ich mich 
ebenfalls mit der Aufgabe beschiiftigt und habe dabei eine einfache 
Lésung gefunden, mit deren Hiilfe sich die Richtigkeit der merk- 
wiirdigen Schubert’schen Lisung beweisen liisst. Herr Schubert 
ist tibrigens bei der Auffindung seiner Lésung von einer gewissen 
durch Induction erkannten Recursionsforme] ausgegangen, die mit meiner 
Lésung im Grunde genommen identisch ist. 


1. 
Das von Herrn Schubert der Erzihlung vom Schiffbruch der 
15 Christen und 15 Tiirken entnommene Problem lisst sich in folgen- 
der Fassung aussprechen: 

Eine beliebige Anzahl » von Punkten, die man sich 
etwa auf einer Kreisperipherie angeordnet denken midge, ist 
der Reihe nach mit den Zahlen 1 bis ” bezeichnet. Man 
zihlt nun bei 1 anfangend und iiber m hinaus bei 1 fort- 
fahrend fortgesetzt bis d und scheidet jeden Punkt von der 
weiteren Abziihlung aus, auf den einmal die Zahl d gefallen 
ist. Die zu beantwortende Frage ist dann: welches ist die 
Nummer v des Punktes, der als der e'° ausgeschieden wird? 


Dabei kann 0 < don sein; die positive Zahl e ist natiir- 

lich = n. 
*) Dieses fiir Nichtmathematiker zur Unterhaltung bestimmte Buch ist bei 
Diimmler in Berlin erschienen, 1895. 




















106 E. Buscue. 


Meine Lésung dieser Frage beruht darauf, dass ich zuerst um- 
gekehrt v als bekannt und e als gesucht betrachte, und dass ich dabei 
von dem Punkt v statt von dem Punkt m als Nullpunkt der Zihlung 
ausgehe und von hier aus tiber y — 1, v — 2 u.s. w. riickwiirts zahle, 
so dass, wenn vy — d > 0 ist, der Punkt mit dieser Nummer zuerst 
ausgeschieden wird. Bei diesem Verfahren wird nimlich, weil ja an- 
finglich alle Punkte gleichberechtigt sind, der Nullpunkt » der eigent- 
lich vorgeschriebenen Zihlung nach ebenso viel Zihlungen ausgeschieden 
werden wie der Punkt v bei der urspriinglichen Abzihlungsart. Die 
bei beiden Verfahren ausgeschiedenen Punkte sind natiirlich im All- 
gemeinen von einander verschieden, aber die Configurationen, die diese 
Punkte in den beiden Fiillen bilden, sind Spiegelbilder von einander 
in Bezug auf den Durchmesser, der den Kreisbogen zwischen und v 
halbirt; » und y sind bei dieser Spiegelung entsprechende Punkte. Es 
moége ferner vorausgesetzt werden, dass jedesmal, wenn ein Punkt 
ausgeschieden ist, die iibrig gebliebenen Punkte von Neuem nummerirt 
werden und zwar so, dass der anfinglich mit » bezeichnete Punkt 
immer der Nullpunkt der Nummerirung bleibt. Dieser Punkt ist als 
mit 2 Nummern bezeichnet anzusehen, nimlich mit der bleibenden 
Nummer Null und mit der verinderlichen Nummer, die gleich der 
Anzahl der noch vorhandenen Punkte ist. 

Wenn nun beim Riickwiirtszihlen der Punkt mit der Nummer 
Null zum ersten Mal iiberschritten wird, nachdem man u-mal (u > 0) 
bis d gezihlt hat, so dass also die w Punkte y—d,v—2d,...v—pd 
schon ausgeschieden und noch »—jy Punkte vorhanden sind, so hat 
der nach der (u-+- 1)" Ziihlung ausscheidende Punkt die (neue) Nummer 
v — (u+1)d+k(n—u), wo k die kleinste Zahl ist, die diesen Aus- 
druck positiv macht. Wenn v — (u+1)d=0 wiire, so wiirde die 
gesuchte Zahl e schon gefunden sein, nimlich = uw + 1; anderenfalls 
fahrt man fort, von der zuletzt gefundenen Nummer d, 2d u. s. w. zu 
subtrahiren, bis die Differenz wieder negativ wird und ein Vielfaches 
der nun noch vorhandenen Anzahl von Punkten zu addiren ist. Wenn 
nach e-mal wiederholter Subtraction der Zahl d die Differenz gleich 
Null wird, so ist das Verfahren beendigt, das in der folgenden Vor- 
schrift seinen Ausdruck findet: 

Man schreibe die Zahlen n, n — 1, n — 2,... neben 
einander hin und setze unter » die Zahl v, unter n — 1 
die Zahl »v —d, unter n—2 die Zahl vy — 2d u. s. w., 
indem man fortgesetzt d subtrahirt. Sobald eine der Dif- 
ferenzen negativ werden wiirde, fiige man zu der vorher- 
gehenden Zahl der unteren Reihe so oft die tiber ihr stehende 
Zahl hinzu, dass, wenn man nun das Subtrahiren fortsetzt, 
eine positive Zahl herauskommt, die héchstens gleich der 
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Zahl ist, unter die sie gehdrt. Dieses Verfahren fihrt 
schliesslich in der unteren Reihe zu der Zahl Null, und 
wenn die dariiber stehende Zahl gleich m — e¢ ist, so ist e 
die gesuchte Zahl. 

Beispiel. n=—11, d=9, v = 10; e¢ ergiebt sich gleich 9. 

11 1098 765 43 2 1 
0 1221683 43 (0 
Die 6 Zahl der unteren Reihe z. B. ist 6, weil 1 + 2.7 — 9 — 6 ist. 

Nimmt man e als gegeben, v als gesucht an, so sieht man ohne 
Weiteres, dass das eben angegebene Verfahren, indem man es um- 
kehrt, auch diese Aufgabe list. Also: 

Um die Nummer der Zahl zu finden, die aus n Zahlen durch 
Abzihlen bis d als die e* ausscheidet, schreibe man die Zahlen 
m—e+1, n—e+2,...n—1, mn neben einander hin und setze 
unter n—e-+1 die Zahl d, unter n—e+2 die Zahl 2d u. s. w., 
indem man fortgesetzt d addirt. LErgiebt sich hierbei eine Zahl, die 
grosser als die dariiber stehende Zahl sein wiirde, so subtrahire man 
diese letztere so oft, bis die hinzuschreibende Zahl hochstens gleich der 
dariiberstehenden ist. Die Zahl, die hierbei unter n erscheint, ist die 
gesuchte Nummer.*) 

Das angefiihrte Beispiel kann auch zur Erliuterung dieser Vor- 
schrift dienen. Statt der Zahl d= 9 steht unter n —e+ 1=—3 die 
Zahl 9—2.3=—3, statt 3+ 9—12 unter 4 die Zahl 12—2.4=—4 us. w. 


2. 

Mittelst dieser ersten Lésung des Bachet’schen Problems beweise 
ich nun zuniachst eine andere, die mit der Schubert’schen Lésung in 
sehr engem Zusammenhange steht. Dabei benutze ich die folgende 
Bezeichnung: Ist @ eine beliebige reelle Zabl, so mége [a] die durch 
die Beziehungen 

a<[e]<a+l 
definirte ganze Zahl sein. Ferner nenne ich, indem ich eine von 
Herrn Schubert gebrauchte Bezeichnung**) verallgemeinere, die 


folgende durch 3 reelle Zahlen a, s, q bestimmte Reihe von ganzen 
Zahlen 


(a), [+ (apa], [(s+ [s+ fa)g]) g],--. 


*) Es ist sehr leicht einzusehen, wie diese Vorschrift abzuiindern wire, 
wenn nicht fortgesetzt bis d gezihlt wiirde, sondern etwa erst bis d,, dann bis 
d, u.s.w. Dabei kénnen auch einige der Zahlen d negativ sein, was ein Zihlen 
in entgegengesetzter Richtung bedeuten wiirde; in diesem Falle ist das Verfahren 
ein wenig abzuaindern, worauf ich aber nicht niher eingehen will. 

**) S. Mittheilungen der Math. Gesellschaft in Hamburg, Bd, III, H. 5, 8. 223. 
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eine Oberreihe mit dem Anfangsgliede a, dem Summanden s und dem 
Quotienten q. Jedes Glied der Reihe geht aus dem vorhergehenden 
Gliede dadurch hervor, dass man zu diesem s addirt, die Summe mit q 
multiplicirtt und darauf, wenn das Product nicht ganzzahlig ist, die 
nichst héhere ganze .Zah] nimmt. Eine solche Oberreihe*) moége 
durch das Symbol (a, s, g) bezeichnet werden. Wenn a und s positiv 
und nicht beide gleich Null sind, und wenn gq > 1 ist, so bilden die 
Glieder einer Oberreihe eine Reihe von bestandig zunehmenden Zablen, 
und auch die Differenz von zwei auf einander folgenden Gliedern nimmt 
niemals ab. Mit Riicksicht auf das Folgende ist noch zu bemerken, 
dass — wie leicht zu beweisen ist**) — kein von dem Anfangsgliede 
verschiedenes Glied der Oberreihe = 1 (mod. d) sein kann, wenn 


qd. 
q = Ya | ist, 
Nun gilt folgender Satz: 


Die Nummer v des Punktes, der aus n Zahlen durch Abziihlen 
bis d als der e ausscheidet, ist gleich dem Ueberschuss von de + 1 


iiber das letzte Glied der Oberreihe (1, n— @, + )» das noch kleiner 
als de + 1 ist. 

Um hiernach das vorige Beispiel zu behandeln, ist die Oberreihe 
(1, 2, 3) zu bilden. Sie ist 
1, [3-2] —4, [6-2] —7, 11, 15, 20, 25, 31, 38, 45, 53, 62, 72, 84, ... 
Da de+1—9.9-+ 1 = 82 ist, so ist 72 das grésste Glied der Ober- 
reihe, das noch kleiner als de+ 1 ist, und die Differenz 82 — 72 — 10 
giebt die gesuchte Zahl v. 

Das Beispiel liisst erkennen, dass man mittelst der Oberreihe nicht 
nur das Endresultat der ersten Lésung erhialt, sondern auch die 
simmtlichen Glieder der bei dieser Lésung zu bildenden unteren Reihe. 
Die Glieder der Oberreihe liefern niimlich der Reihe nach gerade die 
Summe aller Zahlen der oben stehenden Reihe, die man bei der Be- 
folgung der ersten Vorschrift nach und nach subtrahiren muss, um 
die Glieder der unteren Reihe zu berechnen; nur wird diese Summe 
mittelst der Oberreihe immer gerade um 1 zu gross gefunden. So ist 
das 2'* Glied der Oberreihe in dem behandelten Falle gleich 4, und 
bei der ersten Liésung ist zuerst 3 zu subtrahiren, das 3‘ Glied der 
Oberreihe ist 7 und andererseits ist nochmals 3, also im ganzen 6 zu 
subtrahiren u. s. w. Da man nun die erste Vorschrift auch auf das 
unter » — e stehende Glied 0 der unteren Reihe ausdehnen kann, 

*) Damit eine Oberreihe nicht mit der oberen Reihe der ersten Lésung ver- 


wechselt werde, will ich diese immer als die oben stehende Reihe bezeichnen. 
**) a, a. O. S, 225. 
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wobei, da ja 0< » —e ist, immer 0 zu subtrahiren ist, und da das 
1 Glied der Oberreihe immer gleich 1 ist, so gilt die angegebene 
Beziehung zwischen den Gliedern der Oberreihe und der Summe der 
bei der ersten Vorschrift zu subtrahirenden Zahlen fiir das erste Glied 
der Oberreihe ganz allgemein, und die Giiltigkeit dieser Beziehung fiir 
alle Glieder kann durch vollstindige Induction nachgewiesen werden. 

Es mége zu diesem Zwecke angenommen werden, dass man bei 
der Befolgung der ersten Vorschrift bis zu dem Gliede n—e+A 
der oben stehenden Reihe, wo 4 > 1 ist, gekommen sei, und es mége 
ferner erstens vorausgesetzt werden, dass man, um die unter »n — e-+ A 
stehende Zahl zu erhalten, von dem um d vermehrten vorhergehenden 
Gliede der unteren Reihe die Zahl n — e+ A bereits 0-mal oder 1-mal 
oder Ofter subtrahirt habe, ohne dass aber die Differenz schon 
<n—e-A geworden wire. Man muss also, wenn man nun in 
der Befolgung der ersten Vorschrift fortfahrt, die Zahl n—e-+a 
nochmals subtrahiren. Die bisher berechnete Zahl kann gleich d4—(t—1) 
gesetzt werden, da man d schon A-mal addirt hat; ¢ — 1 ist dann die 
Summe aller bis dahin subtrahirten Glieder der oben stehenden Reihe. 


Wenn nun die angegebene Beziehung zu der Oberreihe (1, nN—e, a = ) 


besteht, so ist ¢ ein Glied dieser Oberreihe, und es ist jetzt zu zeigen, 
dass das niichste Glied ¢’ der Oberreihe gerade um n — e + A grisser 
ist als ¢. 


Setzt man 
t=d(a—1)+7, 


so ist 
, d d 
' = |(n—e+ 8) 5% |=[(n—e+aa—1) +r) 74 | 
—n—e-+d(a—1)+-r-4 [2-2 tse — ote) 
= n—e+ d(A—1)4rfa—14 [Set], 
Ks ist mithin 
 —tamn—epa—14 (seth ttl, 
Nun war vorausgesetzt, dass 
dAa+1—t=—=d+1—r>n—e+A 
wiire. Daraus folgt 
r<d+1—n+e—daA. 
Andererseits ist sicher 
d+1—r<n—e+A4—1+d, 


denn d4 + 1 —¢ ist aus dem unter » —e-+4—1 stehenden Gliede 
der unteren Reihe, das << — e+ 4—1 ist, dadurch hervorgegangen, 
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dass man d addirt und vielleicht noch n—e-+ A einmal oder dfter 
subtrahirt hat. Deshalb ist 
r>—n+e—A+2. 
Es zeigt sich also, dass der Zahler des letzten Klammerausdruckes > 1 
und < d ist; der Klammerausdruck ist also = 1 und 
t’—t=—n—e+A. 
Hieraus geht hervor, dass das auf ¢ folgende Glied der Oberreihe die 
richtige Grésse hat, und dass man also das unter n—e-+A wu 
schreibende Glied der unteren Reihe auch mittelst der Oberreihe findet, 
indem man ihr grésstes Glied, dass noch < dA -+ 1 ist, von dieser 
Zahl subtrahirt. Denn wenn etwa 
di+1i—t@<cn—e+a 

wiirde, und man bestimmie nun das niichste Glied “¢+ der Oberreihe, 
so wire te+)) —¢0)>n—e-+A, da das zu t® gehorige re)>d+1—n 
+e—A sein wiirde. Die Differenz d4+ 1— t¢+» wiirde also negativ sein. 

Nun midge zweitens vorausgesetzt werden, dass das mit Hiilfe des 
Gliedes ¢ der Oberreihe noch richtig zu bestimmende Glied d4+1—# 
der unteren Reihe schon kleiner als die dariiber stehende Zahl »—e-+A 
oder gleich dieser Zahl sei. Es mége ferner angenommen werden, 
dass man bei weiterer Befolgung der ersten Vorschrift noch 6 > 0 
Glieder der unteren Reihe bilden kénne, che man wieder ein Glied 
der oben stehenden Reihe zu subtrahiren hiitte, so dass also unter 

nm—e+A,n—e+A+41,...mn—e+A+6 

die Zahlen 

da+i-t, d(é+1)+1-—#, ...d(Ato)+1—-? 
zu setzen waren, dass dann aber das folgende Glied 

d(éAat+to+1)+1—t>n—e+iA+e64+1 

wiirde, so dass diese letztere Zahl wieder zu subtrahiren wire. Es ist 
dann zu zeigen, dass das auf ¢ folgende Glied ¢’ der Oberreihe gerade 
um »—e+A+o6-+1 grosser ist als ¢. Setzt man wieder 


t=d(A—1)+r 
und also 


o—tmn—epta—14 [Sete tte) 
so ist 
d(Atotl)+1—t=—(642)d+1—r>n—e+Aa+o41 
und 
d(A+o)+1—t—(6+1)d+1—r<n—e+ate. 
Folglich ist 


(6+ 2)d—n+e—A—o>d>r>(6+1)d—n+e—A—eo+l. 
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Der Zihler des Klammerausdruckes ist demnach > (6+1)(d—1) +1 
und < (6+ 2)(d—1)-+-1, der Klammerausdruck ist mithin =o +2 und 
t’—t=—=n—e+i+to+l. 

Da man ferner sofort sieht, dass, wenn nicht etwa, bei o=0, der schon 
erledigte erste Fall wieder eintritt, das auf ¢’ folgende Glied der Oberreihe 
schon zu gross ist, um von d(A+o6-+1) + 1 subtrahirt etwas Positives 
zu ergeben, so ist bewiesen, dass auch in diesem Falle die Lésung 
mittelst der Oberreihe mit der ersten Lésung in Uebereinstimmung 
bleibt. Damit ist der Beweis fiir die Richtigkeit der zweiten Lésung 

gefiihrt. 
3. 

Die Schubert’ sche Lésung lautet folgendermassen: 

Die Nummer v des Punktes, der aus n Punkten durch Abzihlen 
bis d als der e* ausscheidet, ist gleich dem Ueberschuss von dn + 1 
tiber das grisste Glied der Oberreihe (a(n —e) +1, 0, z=); das 
noch kleiner als dn + 1 ist. 

Das wiederholt benutzte Beispiel mége auch nach dieser Methode 
behandelt werden. Dazu ist die Oberreihe (9-2+ 1, 0,2)—=(19, 0,2) 
zu bilden. Ihre ersten Glieder sind: 

19, [19-2 | = 22, [22.2] 25, 29, 33, 38,43, 49, 56,63, 71, 80, 90, 102, .... 
Da dn+1=9.11+1= 100 ist, so ist vy — 100 — 90 = 10. 

Um die Richtigkeit dieser Lésung nachzuweisen, zeige ich, dass 
irgend ein Glied der Oberreihe (a(n —e) +1, 0, x*) gerade um 
din — e) grésser ist als das entsprechende Glied der Oberreihe 
(a, n—e, =f aE Fiir die beiden Anfangsglieder gilt diese Beziehung. 
Angenommen nun, sie bestinde auch noch fiir die beiden beliebigen 
entsprechenden Glieder Z’ und ¢ der beiden Reihen, es wiire also 


T =d(n—e)+t, 
dann lisst sich zeigen, dass dieselbe Beziehung auch noch fiir die 
beiden folgenden Glieder Z” und ¢’ gilt. Es ist nimlich 


r=[P-z$)[leo0+4- 325] 
—[(@—1)(n—0)- "5 + @—ett)- 75] 
=d(n—e) +[(n—e+ 8) - 7% |=adn—0) + #. 


Wegen dieser damit als allgemeingiiltig erwiesenen Beziehung zwischen 
den beiden Oberreihen ist nun immer 


dn+1—T=dn+1—d(n—e) —t—de+1-—t, 
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und damit ist die Schubert’sche Lésung auf die vorige zuriickgefiihrt 
und ihre Richtigkeit bewiesen. 

Die zweite Lisung ist offenbar nur eine Modification des Schubert’- 
schen Verfahrens, aus dem ich sie auch urspriinglich abgeleitet habe. 
Bei der zweiten Lésung hat man im Allgemeinen mit kleineren Zahlen 
zu rechnen als bei der dritten, aber dieser Vortheil wird reichlich dadurch 
aufgewogen, dass man bei der dritten Lésung eine Oberreihe mit dem 
Summanden Null, also eine méglichst einfache Oberreihe zu berechnen 
hat. Wenn # nicht sehr gross ist, fiihrt tibrigens die erste Lésung 
wohl am schnellsten zum Ziele, bei sehr grossem aber verdient die 
Schubert’sche Methode auch bei der practischen Anwendung den 
Vorzag, besonders dann, wenn d einen verhiiltnissmissig kleinen Werth 
hat. Die héheren Glieder einer Oberreihe wachsen namlich ungefiihr 
ebenso wie die Glieder einer geometrischen Reihe mit demselben 
Quotienten. 

Anmerkung. Ich habe das hier behandelte Problem nach 
Bachet benannt, weil es dadurch am besten als ein ,, probléme plaisant 
et délectable qui se fait par les nombres“ gekennzeichnet wird. Aus 
‘Herrn M. Cantor’s Geschichte der Mathematik sehe ich, dass es schon 
von Cardano den Namen ,,Josephsspiel“ erhalten hat. Herr Cantor 
erwihnt das Spiel auf den Seiten 332, 460, 700, 701 des 2'" und 
auf Seite 14 des 3" Bandes seiner Vorlesungen. 








Partialbruchzerlegung rationaler Functionen eines algebraischen 
Gebildes zweier Verinderlichen. 


Von 


P. Hoyer in Burg b./Magdeburg. 


Im ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung fiir 
1893“ theilt Herr Noether (Abschn. VII, 10 des Berichtes ,, Die Ent- 
wicklung der Theorie der algebraischen Functionen in ilterer und 
neuerer Zeit‘ von A. Brill und M, Noether) zur Darstellung der ratio- 
nalen Functionen R(x, y), die an vorgeschriebenen Stellen des Gebildes 
(x, y) mit vorgeschriebenen Ordnungen unendlich werden, eine Methode 
des Herrn Weierstrass mit, mit der eine, dem gleichen Zweck dienende 
Methode des Herrn Noether (Math. Ann. Bd. 37, p. 455 u. 457) darin 
iibereinstimmt, dass die Bestimmung der darzustellenden Functionen 
auf die Bestimmung gewisser rationaler Functionen des Gebildes zuriick- 
gefiihrt wird, die ich als ,,Partialbruchformen eines gewissen Gebietes 
des Gebildes (x, y)“ bezeichnen michte. Diese Functionen haben 
nimlich das Gemeinsame, dass jede innerhalb eines Gebietes (x, y)’, 
das aus dem Gebilde (x, y) durch Ausschluss gewisser fester Stellen 
erhalten wird, nur an einer einzigen Stelle mit vorgeschriebener Ord- 
nung unendlich wird. Bei Weierstrass sind dies die Functionen 
F(a, Y3 %2, Yau, resp. [(%, Y3 V2, Yau, bei Noether die Functionen 
P£°,(a)*) und die ausgeschlossenen Stellen sind bei Weierstrass die 
Stellen (a,b), resp. («4 = co, y), bei Noether die Punkte a, . .. dp. 
Man kann diese Functionen als specielle Partialbruchformen 1', 2'«,... 
Ordnung der betreffenden Gebiete bezeichnen. Die allgemeine, zu einer 
Stelle (a, y,) des zu Grunde gelegten Gebiets gehérige Partialbruch- 
form (u-+ 1) (w = 0,1,...) Ordnung dieses Gebietes, also die all- 
gemeinste an dieser Stelle unendlich von der (w+ 1)'" Ordnung 
werdende, an allen iibrigen Stellen des Gebiets endlich bleibende 
rationale Function R(x, y) ergiebt sich dann, wenn man zu einer 


*) Das vollstindige Analogon zur Noether’schen Darstellung wiire iibrigens 
nach Weierstrass die Darstellung durch die Functionen H ( L,Y, Xq; You 
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linearen homogenen Function u + 1 solcher speciellen Partialbruch- 
formen noch hinzufiigt eine Partialbruchform nullter Ordnung des 
Gebiets, d. h. eine Function, die an keiner Stelle des Gebiets unend- 
lich wird, also nur an den ausgeschlossenen Stellen, auf der Grenze 
des Gebiets unendlich werden kann. Bei der Noether’schen Dar- 
stellung kommen solche Partialbruchformen nullter Ordnung, wenigstens 
als besondere Functionen, nicht zur Anwendung, was daran liegt, dass 
die speciellen Partialbruchformen P¢ (a,) dort so bestimmt sind, dass 
sie auf der, nur p Stellen enthaltenden Grenze des Gebiets von der 
ersten Ordnung unendlich werden. Die allgemeine Partialbruchform 
nullter Ordnung endlich liasst sich wieder als lineare homogene 
Function specieller Partialbruchformen nullter Ordnung darstellen. 
Durch diese speciellen Partialbruchformen nullter und héherer Ordnung 
eines Gebiets (%, y) stellt nun Weierstrass eine beliebige rationale 
Function R(z, y), die an vorgeschriebenen Stellen des Gebildes (x, y) 
unendlich von vorgeschriebenen Ordnungen wird, als lineare homogene 
Function mit constanten Coefficienten dar, welche letzteren gewissen 
linearen homogenen Gleichungen geniigen miissen, da R(x, y) auf der 
- Grenze des Gebiets (7, y) nicht beliebig unendlich werden darf. Die 
Darstellung einer solchen Function ist damit auf die Darstellung der 
allgemeinen Partialbruchform eines Gebiets (x, y)' zuriickgefiihrt, d. h. 
auf die Ermittelung der speciellen Partialbruchformen dieses Gebiets, 
aus denen sich die allgemeine Form als lineare homogene Function mit 
constanten Coefficienten zusammensetzen lidsst. 

Die Bestimmung dieser speciellen Partialbruchformen, deren sich 
Herr Weierstrass bedient, geschieht nun — wenigstens nach Herrn 
Noether’s Bericht — fast durchweg durch Reihenentwickelungen ge- 
wisser Integranden. Eine Ausnahme bildet nur in der friiheren Be- 
arbeitung (Abschn. VII, 4 des Noether’schen Berichts) die Ableitung 
der Partialbruchformen nullter Ordnung (des durch Ausschluss der 
Stellen (x = .0, y) gewonnenen Gebiets) aus der Kronecker’schen Dar- 
stellung der algebraischen ganzen Function G(x), ferner die directe 
Aufstellung der Functionen f(z, y; 2’, y'), F(x, y; 2’, y), die zur Her- 
stellung jener Integranden dienen und selbst zu (2, y’) gehdrige 
Partialbruchformen erster Ordnung sind, aber nur, solange (z’, y’) keine 
singulire Stelle des Gebildes ist. Bei der Wichtigkeit des Gegenstandes 
diirfte es nun gerechtfertigt erscheinen, fiir die Herleitung solcher 
Partialbruchformen noch eine andere Methode zu geben, die ich mir 
im Folgenden mitzutheilen erlauben werde. Dieselbe unterscheidet sich 
von derjenigen des Herrn Weierstrass dadurch, dass sie auf rein 
algebraischen Betrachtungen*) beruht, und sie ist (ebenso wie die 


%) Einem successiven Auflisen von Systemen linearer Gleichungen, ohne 
Zuhilfenahme sog. conjugirter Functionen. 
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Weierstrass’sche Ableitung aus den erwihnten Reihenentwickelungen) 
vollig allgemein giiltig, d. h. sie gilt auch fiir die singuliren Stellen 
des Gebildes. 

Den folgenden Betrachtungen lege ich ein Gebilde (x, y) zu Grunde, 
in dem y eine ganze algebraische Function von z ist, und ein Gebiet 
(z, y), das aus (x,y) durch Ausschluss der Stellen (7 — 00, y) erhalten 
wird, also die im Endlichen liegenden Stellen des Gebildes umfasst. 
Unter einer Partialbruchform ist dann stets eine Partialbruchform des 
Gebiets (x, y) im oben erlauterten Sinne zu verstehen. Die (irreductible) 
Gleichung zwischen x, y, die das Gebilde definirt, sei in Beziehung 
auf y vom Grade n. 

I. Da man jede rationale Function des Gebildes (x, y) in der Form: 


(1) Rw, y) = Re) + hk @y+---+ Ru@y 

darstellen kann, wo R,... R,-; rationale Functionen von x sind, so 
folgt durch Zerlegung von R,,... Ry»; in Partialbriiche, dass man 
R(a, y) auch in der Form darstellen kann: 


(2) R(x, y) =r(z,y) + PCa, y,§:) + P(w,y, 8) +--:, 

wo r(x, y) eine rationale ganze Function von 2, y (also eine lineare 
homogene Function von Partialbruchformen nullter Ordnung zy?) 
bedeutet, 2 — &,, » — &,... die verschiedenen, in den nothwendigen 
Nennern von R,(x),...Rna-s(”) enthaltenen Linearfactoren sind und 
P(a, y, a) die Gestalt hat: 


ran) 








° £) —. _*o(#) 1s (2) oer = n—1 
P(x, y, §a) (2— Eye (e— g)* y+ + («— ge? ’ 
in der 7), 7%,;,--+%n—1 Null oder rationale ganze, durch x» — & nicht 


theilbare Functionen'von z von resp. niedrigeren Graden als ky, k,,...Jin—1 
sind. Wir wollen eine solche Function P(z,y,&) auch durch Py, s(x, y, ) 
bezeichnen , wenn sie in Beziehung auf y vom Grade # ist und der 
grésste der in ihr vorkommenden Exponenten k,,... ks gleich « ist. 
Die im Endlichen liegenden Unendlichkeitsstellen einer Function 
P(a, y, §) kénnen keine andern, als die zu = & gehdrigen Stellen 
des Gebildes (a, y) sein, und die Functionen P(z, y,&,), P(a, y, &)..., 
die man durch Anwendung der Zerlegung (2) auf eine Partialbruchform 
nullter Ordnung R(z, y) erhilt, mtssen daher wieder Partialbruch- 
formen nullter Ordnung sein. Es sollen jetzt die Functionen P(z, y, &) 
weiter zerlegt, d. h. die unter ihnen enthaltenen Partialbruchformen 
ermittelt. werden. 
II. Soll die Function 


Py, 3 (x, Y, £) — 


a tayts--bepy? 
es: 


(B<n— 1) 


g* 
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eine Partialbruchform nullter Ordnung sein, so miissen die Constanten 
¢)--+¢g einem System von m linearen homogenen Gleichungen ge- 
niigen. Wird namlich die Function y in der Umgebung von x= & 
durch die Elemente dargestellt: 

(3) e=E+H y=—yt POs e=—s+H", y= +484); 

fa —+ cz*, YY = M-1 + ti Pu (ty-1), 

wo }3,,... P,-1 gewohnliche Potenzreihen bedeuten, so miissen in der 
durch Einsetzen des ersten Elements im Zihler von P;,, (x, y, §) sich 
ergebenden Reihe die Coefficienten von ?° ...¢*—', in der durch Ein- 
setzen des zweiten sich ergebenden Reihe die Coefficienten von 
t?...é#f *u. s. f. verschwinden, was a+a,+---+a .=—” 
lineare homogene Gleichungen fiir ¢, ...cg ergiebt. Ist nun fiir kein 
B<m—1 das System dieser Gleichungen durch ein Gréssensystem 
(cy .-+¢s) zu befriedigen, in dem cg von Null verschieden ist, so 
existirt unter den Functionen Pip (2, y,&) keine Partialbruchform 
nuliter Ordnung; denn wire Po,3(z,y,§) eine solche, so miisste die 
Anwendung der Zerlegung (2) auf (c—§&)*"'P.3(z, y, €) auf eine 
’ Partialbruchform nullter Ordnung P,, » (x, y, §) (B < B) fiihren. Besitzt 
aber fiir einen Index 6 das System jener » Gleichungen ein Lisungs- 
system (¢,...¢s) mit von Null verschiedenem cz, so sei 6 = f, der 
kleinste Index B, fiir den dieses gilt, und (¢... G1, €3, = 1) sei 
ein solches Lésungssystem. Dann sind die Functionen 


& + Gy feet e341 yo + yer 


z—&§ 


P,,¢, (x, Y; E)o = 


Pi,9,41(%; Ys 8)o = 9 Pra, (Gs Ys Sor Pa,oet2 (a) ¥y 8) =y? Pra, ( Hs Bo» 
. P,,n-1(2, Y; §), seat oor P,, 6, (a, Y; §)o 
Partialbruchformen nullter Ordnung. Dagegen giebt es unter den Func- 
tionen P.,3(«, y, §), fiir diea >1, B < B, ist, keine Partialbruchform 
nullter Ordnung; denn wiire P,,s(z, y, §) eine solche, so wiirde man 
durch Anwendung der Zerlegung (2) auf (w—£&)*-!P,.s(a, y, §) zu 
einer Partialbruchform nullter Ordnung P,,» (x, y, §) gelangen, fiir die 
B < 6, wire, was mit der tiber #, getroffenen Festsetzung im Wider- 
spruch steht. Daraus folgt, dass jede Function P,,s (a, y, §) (B>8,), 
die eine Partialbruchform nullter Ordnung ist, sich in der Form: 
B= Hi 
Pi,¢ (2, Y, )o -> Co Py, 5,40(%, Y, 5)o 
a=0 
darstellen lassen muss, wenn die Constanten ¢, ...¢;_s, so bestimmt 
werden, dass in der Differenz der rechten und linken Seite dieser Glei- 
chung die Coefficienten von y?:,... y® verschwinden. 


5 
3 
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Bilden wir jetzt die Function 


Ate B 
P2,2,4,8(, Y; é) —_ at (> Ca y* + Po Ca Pi, b+a (x, Y; 0.) 
a=0 


a=0 
so kann vielleicht auch das System der » Gleichungen, welches aus- 
driickt, dass diese Function eine Partialbruchform nullter Ordnung ist, 
ein Lésungssystem (¢) . . . ¢s,42¢) ...¢3) mit von Null verschiedenem 
ce; besitzen. Sei 6 = B,’ der kleinste Index 6, fiir den dieses gilt, 
und (€).. . G48 € --. &-1@, = 1) ein solches Lésungssystem, so 
sind die Functionen: 


Bo Bp’ 
>> 1 - -—" Dh , + 
Po, 2, (a, Y, E)o saa De é ( > Ca Y* + Ce Pi, +0 (2%, Y, De) ? 


(P2=f1+-f1’) a=v a=v 
Pr, 9-41 (a, Y; §), — y Pr, », (x, Yy, E)o, Ps, a, 12 (a, y, E), — y? P», », (2,4, Ey, 
woe Poni(%, Y, Ey = yt P»,», (2, Y, §)o 


Partialbruchformen nullter Ordnung. Ebenso erhilt man eine dritte 
Reihe solcher Partialbruchformen nullter Ordnung: 


Ps, 6, (x, Y; Eo P3,a,41 (2, Y; §)o, oe ng P3,n—1(%, Y; §), 
wenn das Gleichungssystem, welches ausdriickt, dass die Function 


Ps, et 3 (2; Y) é) 


/Bo+B ate | 8 : 
ae (> Ca Y* + be Ca Pi, 8,4a(&; Y; &)o +> Ca Pe, p-ta(%, Y; ».) 
: s e=vU av 


a=0 

eine Partialbruchform nullter Ordnung ist, durch ein Gréssensystem 
(Cj 0+ CRAB Co > ois CH'48 Co ‘es Cz) 

mit von Null verschiedenem c3 zu lésen ist. So kann man fortfahren 

und gelangt zu einer Anzahl solcher Reihen von Partialbruchformen 

nullter Ordnung, die jedenfalls endlich ist, da der Index « in einer 

Partialbruchform nullter Ordnung P,,,; (x, y, §)) nicht tiber jede Grenze 

hinaus wachsen kann (denn («— &)* muss ein Theiler der Discriminante 

von y sein*)). Die Anzahl dieser Reihen sei 7 und die Anzahl der in 

ihnen enthaltenen Partialbruchformen 


nl — (6, + B,+---+ 6) = 7. 

Il. Es soll jetzt gezeigt werden, dass durch diese r; Partialbruch- 
formen sich jedes Po,g(,y,&)o, d. h. jede Function P,, 3 (x,y,§), die eine 
Partialbruchform nullter Ordnung ist, als lineare homogene Function 
mit constanten Coefficienten darstellen lisst. Hierzu beweisen wir, 


*) Die Partialbruchformen nullter Ordnung des Gebiets (x, y)’ sind alge- 
braische ganze Functionen von x. 








118 P. Hover. 


dass fiir keinen der Indices k = 1, 2,...,2-+ 1 eine Partialbruchform 
Pp, (%; y, §)o existirt, fiir die a >k, B < By (Bi4i—) ist, und dass 
jede Partialbruchform Pi, (x, y, &)), die existirt, sich als lineare 
homogene Function der Partialbruchformen 
Pa,bq+y (2; y, E)o (a1, ees Eg. y=0, 1, ee . %— 1— Ba) 

darstellen lisst. Da dieser Satz bereits oben fiir den Index k = 1 be- 
wiesen ist, so werden wir zum Beweise desselben fiir die Indices 
1, 2,..., & ihn fiir die Indices 1, 2,.. ., k — 1 als bewiesen voraussetzen 
diirfen. Existirte nun eine Partialbruchform P,,,(x,y, &)), fiir die 
a>k, B < B wire, so wiirde die Anwendung der Zerlegung (2) auf 
(w—&)*-* P,, 9(a, y, &)9 zu einer Partialbruchform P,,» (x, y, §), fiihren, 
fiir die wieder 6’ < 6; wiire. Sei nun in dieser y” die héchste Potenz 
von y, deren Coefficient (2—&)* als Nenner hat. Dann wire auch 
B’ < B., dagegen miisste ~” > B,_, sein. Denn sonst wiirde man 
durch Fortschaffen der Potenzen y**—', y**-!+1 ,..,y” aus Px, 5 (% y, &)o 
mittelst Subtraction der mit gewissen Constanten multiplicirten Formen 


Pa, 3(a, y, &)y (@<k —1, B> By-1) eine Partialbruchform 
Pi, p+ (&, Y; E)o (0 < 0< Bx-1 = 6’) 


erhalten , fiir die also 6’ -+-0< B,_; ware, was gegen die Voraussetzung 
ist. Man kénnte nun wegen 6” > By, aus Py,» (x, y, &), die Potenzen 
yo +t, y+?) ., y® durch Subtraction der mit. gewissen Constanten 
multiplicirten Formen Py,3 (x,y, )y («<k—1, 6B >") fortschaffen 
und erhielte eine Partialbruchform P,,s(x, y, §)). Dann wire 


(— &) Pi, a7 (2, Y, Eo = Co teyter>+ cg YP + Pr-1,8" (2, ys &)o, 
6" B'—B, 
1 ao 
Pi," (2,4, &)9 = z—t (>. y* +> Ca Pi, 5,40 (%; Y, &)o 
a= a=0 
B'—Bo 
+ D> cc Ps, pera (, Y, §)o ++: 


BB 


ware +>” | a ae (a, Y; 0.) 
a=0 


und es wire also das Gleichungssystem, welches ausdriickt, dass die 
rechte Seite dieser Gleichung eine Partialbruchform nullter Ordnung ist, 
durch ein Gréssensystem 


(¢ oo Op Cy os Corp, Cy. +s Cer—g, eG + Ot, 


zu lésen, in dem Ce — Bas von Null verschieden und B” — 6x1 < Bx — Bi-: 


(k—1) (k—1) ) 





on ne) 


ie 
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wire, was der tiber £, getroffenen Festsetzung widerspricht und fiir 
k =1-+1 itiberhaupt nicht mehr mdglich ist. Schafft man daher aus 
einer Form Py,g(z,y, §)o durch Subtraction der mit gewissen Con- 
stanten multiplicirten Formen 


Pa, by (2; §)os Pap, +1 (x, Y, E)o rn) Pig (a, Y, &)o (@=1...h) 


die Potenzen y**, y**+1,...,y° fort, so kann die sich ergebende Form 
nur eine Form Py-1,9(x,y,§&)) sein, die sich durch die Formen 
Pu,3(%, y, &)y, in denen « <k — 1 ist, darstellen lasst. 

Aus der Gestalt der r; Partialbruchformen P,,, (2, y, §)y folgt leicht, 
dass zwischen diesen Formen keine lineare homogene Gleichung mit 
von Null verschiedenen, constanten Coefficienten stattfinden kann. 
Gleiches gilt von den zu verschiedenen Linearfactoren x — &, ,  — &,... 
der Discriminante von y gehérigen Formen P,, p(X, E1)o, Pra, p (2, Y, €s)q++- 
Nimmt man zu der Gesammtheit dieser Formen, deren Anzahl r end- 
lich ist, die Formen wy’, deren Anzahl unendlich ist, hinzu, so erhilt 
man ein vollstindiges System von einander linear unabhingiger Partial- 
bruchformen nullter Ordnung, durch die (zufolge (2)) sich jede Partial- 
bruchform nullter Ordnung linear darstellen Jisst. 

IV. Bilden wir wieder das System der m Gleichungen, welche 
ausdriicken, dass die Function: 


n—l n—1—p, 
P(a,y,€) = ~*~ (> y+ >) de Pr acta(@4 Bo 
a=v ae=0 


n—1—f, 


+e Pi, 54a(%)Y8)q + > 


n—1—Bj 
oe +> Prate (2, Y, 0.) 


a=0 


eine Partialbruchform nullter Ordnung ist, so kann von diesen Glei- 
chungen keine eine Folge der iibrigen mehr sein. Denn sonst wiire 
dieses Gleichungssystem durch ein Gréssensystem 
(¢, ee ee Se ee ee Cn1—8,) 

mit wenigstens r;-+ 1 von einander unabhiangigen Grodssen zu lésen 
und dadurch wiirde P(x,y,&) eine lineare homogene Function von 
wenigstens 7:-+1 linear von einander unabhingigen Partialbruchformen 
P.,3 (x, Y, §)o, wahrend es nur r; solcher Functionen giebt. Lisst man 
daher aus jenem Gleichungssystem diejenige Gleichung fort, die das 
Verschwinden des Coefficienten von ¢*—' in der durch Einsetzen des 
ersten der Elemente (3) in der eingeklammerten Summe sich ergeben- 
den Reihe ausdriickt, so kann man das System der tibrigen Gleichungen 
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durch ein Gréssensystem (,. a oe ae ee ee. --Ea1—p) lésen, 
das der fortgelassenen Gleichung nicht gentigt. Dann ist P(x, y, §) 
eine zu (£, 7) gehdrige Partialbruchform erster Ordnung, die wir durch 


P(a, y, § 4), bezeichnen. Durch diese und die r; Formen Py, s (2, y, &)o 
lisst sich jedes P(x, y, & 4),, d. h. jede Function P(z, y, §), die eine 
zu (§, 4) gehdrige Partialbruchform erster Ordnung ist, als lineare 
homogene Function mit constanten Coefficienten darstellen. Wiire nun 
weiter in dem System der » Gleichungen, die ausdriicken, dass 


P(x, Y, &) =. (Sev + P(x, Y) g, »s) 


a=0 


eine zu (&, 4) gehérige Partialbruchform erster Ordnung ist, eine Glei- 
chung eine Folge der iibrigen, so wiire dies Gleichungssystem durch 
ein aus den r:-++ 1 Coefficienten in P(x, y, §, 9), und ¢,...¢,—, gebildetes 
Gréssensystem mit wenigstens 7; +- 2 unabhingigen Gréssen zu lésen, 
und durch Einsetzen dieses Coefficientensystems in P(x, y, £) gelangte 
man zu wenigstens r;-++ 2 unabhingigen Functionen P(x, y, &, y),, 
_wabrend es nur 7;-+ 1 solcher linear von einander unabhingigen 
Functionen giebt. Lisst man daher diejenige Gleichung fort, die das 
Verschwinden des Coefficienten von ¢*-? in der Entwickelung der 
eingeklammerten Summe nach Potenzen von ¢ ausdriickt, so kann man 
das System der tibrigen Gleichungen durch ein Coefficientensystem 
lésen, das der fortgelassenen Gleichung nicht geniigt. Durch Einsetzen 
dieses Coefficientensystems in P(x, y, §) ergiebt sich dann eine zu (&, 7) 
gehérige Partialbruchform zweiter Ordnung P(z, y, &, y),. So fort- 
fahrend gelangt man zu einer Reihe von Partialbruchformen 


P(x, y, § ni, P(x, y, §, Ho, ---, P(e, y, §, ua. 
Fiigt man diese den bereits ermittelten Partialbruchformen nullter Ord- 
nung z*y?, Pe,s(x, y, &:)y, Po,s(%, Y, &)o,.-. hingu, so erhalt man 
ein vollstindiges System linear von einander unabhiingiger specieller 
Partialbruchformen, durch die man jede zu (&,) gehérige Partial- 
bruchform 4, Ordnung als lineare homogene Function mit constanten 
Coefficienten darstellen kann. 

Dass die Anzahl r der Formen Py,5(«, y, &:)), Pas (*, y, Jos + 
gleich dem Grade der Quadratwurzel aus dem ausserwesentlichen Theiler 
der Discriminante von y ist, lisst sich leicht dadurch zeigen, dass man 
durch geeignete lineare Verbindungen dieser Formen mit passend ge- 
wihlten Coefficienten ein Kronecker’sches Fundamentalsystem herstellt. 


Schnepfenthai, Juli 1895, 











Ueber Vereinfachungen in der elementaren Theorie der 
analytischen Functionen. 


Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Mitinchen. 


Die elementare d. h. lediglich auf die Lehre von den Potenzreihen, 
nicht aber auf die Anwendung der Infinitesimalrechnung, insbesondere 
der complexen Integration gegriindete Theorie der analytischen Func- 
tionen, wie sie vornehmlich durch die Vorlesungen und Arbeiten des 
Herrn Weierstrass und die Publicationen seiner Schiiler ausgebildet 
und verbreitet worden ist, scheint mir bei allen ihren ausserordent- 
lichen Vorziigen in mancher Beziehung noch der wiinschenswerthen 
Kiirze und Einfachheit zu ermangeln und zwar wesentlich aus dem 
Grunde, weil der sogenannte Laurent’sche Satz*), bezw. dessen Ueber- 


*) Darunter ist der von Laurent fiir ,,monogene“ Functionen (im Cauchy’- 
schen Sinne} bewiesene Satz zu verstehen, dass eine in einem Ringgebiete 
Ryo < |x| << R eindeutige und monogene bezw. analytische Function sich daselbst 

+a 
durch eine convergirende Potenzreihe von der Form /7# ay, « darstellen lisst. 
—@ 

In Kronecker’s Vorlesungen iiber Integrale findet sich p.177 die Be- 
merkung: ,,Diese Entwickelung wird manchmal als der Laurent’sche Satz be- 
zeichnet; aber da sie eine unmittelbare Folge des Cauchy’ schen Integrals ist, so ist 
es unniitz, einen besonderen Urheber zu nennen. Die dabei beniitzte Entwickelung 


von - = in eine geometrische Reihe kann man als besondere Erfindung nicht 


betrachten.“‘ Letzteres ist zweifellos richtig: nichts desto weniger steht doch die 
Thatsache fest, dass weder Cauchy, noch irgend ein Anderer vor Laurent, 
den entscheidenden Schritt gethan hat, bei einem iiber die Peripherien zweier 
dz ,. 
= di 
p die 


concentrischer Kreise zu erstreckenden Integrale von der Form f eee 
Entwickelung nach Potenzen von : und 7 vorzunehmen. Und da Cauchy selbst 


in seinem Akademiebericht tiber die betreffende Laurent’sche Arbeit (C. R. 
1843, T.17, p. 939) ausdriicklich sagt: ,,L’extension donnée par M. Laurent au 
theoréme sur la convergence des séries ou plutdt le nouveau théoréme qu il a 
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tragung auf ,,analytische“ Functionen im Sinne des Herrn W eierstrass, 
innerhalb jener Theorie noch keineswegs eine ausreichend einfache 


Ableitung und hiermit den ihm eigentlich zukommenden Platz 
erhalten hat. 


Um die grundlegende Bedeutung jenes Satzes gerade fiir die 
elementare*) Functionentheorie mit einigen Worten zu charakterisiren, 
sei darauf, hingewiesen, dass dieselbe ohne ihn thatsichlich nicht 
im Staude ist, tiber den analytischen Charakter einer Function f(z) 
fiir irgend eine Stelle «a etwas auszusagen, falls das Verhalten 
von f(x) dort nicht a priori feststeht, mag im tibrigen auch f(z) 
fiir jede von « verschiedene Stelle 2 als reguldr**) erkannt sein. 


établi sur ce sujet, nous parait digne de remarque‘‘ — so wird man wohl den 
fraglichen Satz auch fernerhin den Laurent’schen nennen, zumal es bei einem 
so fundamentalen und darum hiufig zu citirenden Satze ganz besonders wiinschens- 
werth erscheint, denselben mit einem bestimmten Namen kurz und unzweideutig 
bezeichnen zu kénnen. 

*) Die nicht-elementare (Cauchy’sche) Functionentheorie besitzt fiir Zwecke 
der gedachten Art die Darstellung einer Function durch ein Randintegral, und 
- der Laurent’sche Satz erscheint hierbei schliesslich als ein besonderer Fall 
dieser allgemeinen Darstellung. 

**) Ich nenne eine eindeutige Function f(x) fiir 2 =a reguldér, wenn sie fir 
eine gewisse Umgebung von a d. h. fiir alle «, welche einer Bedingung von der 
Form |z— a|< oe (wo e > 0) geniigen, durch eine [}(x|«), d. h. eine convergirende 


Potenzreihe von der Form >wua,,-(«—a)* darstellbar ist. Jede Stelle «’, fir 


welche f(x) sich nicht reguliir verhilt, heisst eine singuldre. 

Es ist dies diejenige Definition, welche Herr Weierstrass in der ersten 
Ausgabe seiner Abhandlung: ,,Zwr Theorie der eindeutigen analytischen Functionen“* 
(Abh. der Berl. Akademie von 1876, p. 12) aufgestellt hat. In der zweiten Ausgabe 
der namlichen Abhandlung (in den 1886 verdffentlichten ,,Abhandlungen aus der 
Functionenlehre“) findet sich hingegen statt der obigen Definition (a. a. O. p. 1 desgl. 
Ges. Werke, Bd. II, p. 77) die folgende: ,,Ich will von einer eindeutigen analytischen 
Function f(#) der complexen Veriinderlichen x sagen, sie verhalte sich reguldr in 
der Umgebung einer bestimmten Stelle (2 =a), wenn sie innerhalb eines gewissen 
Bezirks, dessen Mittelpunkt @ ist, iiberall einen endlichen und mit « stetig sich 
andernden Werth hat. Nach einem bekannten Satze existirt dann eine Potenzreihe 
P(x|a), welche innerhalb des genannten Bezirks die Function darstellt.* Durch die 
letzte Aussage wird nun diese Definition mit der zuerst angefiihrten freilich véllig 
gleichwerthig. Allein ich muss gestehen, dass jener ,,bekannte“ Satz, auf dem 
die fragliche Aussage beruht, mir leider keimeswegs bekannt ist, sofern nicht 
etwa der Laurent’sche Satz gemeint sein sollte, welcher in der That das ver- 
langte leisten wiirde. Da indessen diese Annahme mit ziemlicher Sicherheit aus- 
geschlossen erscheint (niheres hieriiber s. im Text etwas weiter unten), so michte 
ich vermuthen, dass sich jenes Citat auf einen Satz bezieht, der von Herrn 
Weierstrass zwar in seinen Vorlesungen mitgetheilt, aber bisher noch nicht 
publicirt worden ist. (Eine nicht auf dem Cauchy’schen Randintegral oder den 
Laurent’schen Satze, aber immerhin auf der complexen Integration und dem 
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Wenn z. B. f(x) in beliebiger Nahe von 2 = a@ eindeutig, reguldr ist 
und durchaus wnter einer endlichen Grenze bleibt, ja sogar wenn die 
daselbst zur Darstellung von f(x) dienenden Potenzreihen (x —2,) 
noch fiir z—=« simmtlich absolut convergiren, sodass f(a) fiir z—« noch 
als eindeutige und stetige Function von x definirt ist, so scheint mir 
die elementare Functionentheorie ohne den Laurent’ schen Satz keinerlei 
Hiilfsmittel zu besitzen, um das regulare Verhalten von f(x) fir =a 
d, h. die Existenz einer fiir eine gewisse Umgebung von @ conver- 
girenden und f(x) darstellenden Potenzreihe $$(x|«) zu erschliessen*). 
Bleibt dagegen f(x) in der Nahe von =a nicht unter einer end- 
lichen Grenze, in welchem Falle dann die Stelle 2 = a@ jedenfalls eine 
singulére sein muss, so lasst sich wiederum iiber die mdgliche Be- 
schaffenheit einer solchen singuliren Stelle ohne den Laurent’ schen 
Satz nichts genaueres aussagen: und nur aus dem Umstande, dass bei 
den bisherigen Darstellungen der elementaren Functionentheorie der 
Laurent’sche Satz, wie bereits bemerkt, keineswegs an der ihm zu- 
kommenden Stelle erscheint, mag es zu erkliren sein, dass man da 
iiber die Natur der singuliren Stellen theils véllig unbewiesene, theils 
geradezu unrichtige Angaben findet. 

Herr W eierstrass hat in seiner fundamentalen Abhandlung: ,,Zur 
Theorie der eindeutigen analytischen Functionen“ und, soweit ich fest- 
stellen konnte, auch in seinen Vorlesungen den Laurent’schen Satz 
weder explicite bewiesen noch direct angewendet**). Dagegen hat er 
in der genannten Abhandlung ein anderes, daselbst als ,,Hiilfssatz‘ 
bezeichnetes Theorem von wesentlich verwickelterem Charakter ab- 
geleitet***}, welche fiir den dort vorliegenden Zweck dasselbe leistet, 
was man einfacher mit Hiilfe des Laurent’schen Satzes erreichen 
kann. In der That lasst dieser letztere sich auch geradezu aus jenem 
Hiilfssatze des Herrn Weierstrass ableiten, wie Herr Mittag- 


Cauchy’schen Satze von der Entwickelbarkeit einer .,synektischen“‘ Function 
beruhende Methode, um die Richtigkeit der fraglichen Aussage zu erschliessen, 
hat Herr Hilder gegeben: Math, Ann. Bd. 20, p. 138). 

*) D. h. natiirlich eventuell abgesehen von dem in der vorhergehenden 
Fussnote erwahnten, mir unbekannten Satze des Herrn Weierstrass, 

**) In dem kiirzlich erschienenen Bd. I der Ges, Werke des Herrn Weier- 
strass findet sich S. 51—66 eine, wie es scheint, bisher ungedruckte Mittheilung 
aus dem Jahre 1841 (also noch 2 Jahre vor der Laurent’schen Publication), in 
welcher der fragliche Satz zwar ohne Beniitzung der allgemeinen Cauchy ’schen 
Integralsiitze, aber immerhin mit Hiilfe der complexen Integration bewiesen wird, 
Das Integral f f(x)da, erstreckt tiber einen Kreis mit dem Radius r, wird dabei 
durch die Substitution «=r - tH in ein reelles Integral nach 4 zwischen den 
Grenzen — © und -+ o transformirt. 

***) a. a. O. p. 37. — Auch: Abh. aus der Functionenlehre p. 28, desg. Ges. 
W. Bad. Il, p, 103. 
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Leffler in einem Aufsatze mit dem Titel: Démonstration nowvelle du 
Théoréme de Laurent gezeigt hat*), Obschon nun der auf diesem 
Wege gewonnene Beweis in dem Sinne elementar ist, dass dabei die 
Cauchy’schen Integraltheoreme nicht beniitzt werden, so ist er doch 
in Wahrheit von recht verwickelter Natur und bereitet dem Auffassungs- 
vermégen des Lesers so erheblich gréssere Schwierigkeiten, als der 
gewohnliche Cauchy-Laurent’sche Beweis, dass man wohl ohne 
Ungerechtigkeit sagen darf, es erscheine hier die Consequenz der 
Methode auf Kosten der Einfachheit allzu theuer erkauft. 

Das eigentliche Princip dieses Beweises, namlich die Abbildung 
einer Ringfliche auf ein einfach zusammenhiingendes Flichenstiick, 
bildet auch die Grundlage eines um dieselbe Zeit verdffentlichten 
Beweises von L. Scheeffer**). Erscheint dieser auch von dem ‘er- 
wahnten Weierstrass’schen Hiilfssatze vollstindig losgelést und auf 
diese Weise gegen den Mittag-Leffler’schen Beweis merklich ver- 
einfacht, so erfordert derselbe eine Keihe von Vorkenntnissen, nament- 
lich aus der Lehre von den mehrdeutigen Functionen, welche es von 
vornherein unmdéglich machen, den fraglichen Satz als Fundamental- 
satz fiir die Theorie der eindeutigen Functionen an der ihm zukommen- 
den Stelle erscheinen zu lassen. Aber auch abgesehen hiervon beruht 
jener Beweis, der in der Scheeffer’schen Darstellung ziemlich kurz 
und einfach aussieht, noch auf der Voraussetzuug verschiedener, keines- 
wegs besonders einfach zu beweisender Hiilfssiitze***), sodass derselbe 
bei vollstaindiger und strenger Durchfiihrung sich in Wahrheit noch 
recht umstindlich gestaltet. 

Nach alledem erschien es mir dringend wiinschenswerth, die fragliche 
Potenzreihenentwickelung auf einem kiirzeren und zugleich méglichst 


*) Acta mathematica, T.IV, p. 80. 
**) Acta mathematica, T. IV, p. 375. 
***) Dahin gehért insbesondere der Satz, dass die Giiltigkeit der Beziehung: 
+o 
f(x) = At a,,: x 
was G0 
fiir ein beschréinktes Ringgebiet (r,r) diejenige fiir jedes grissere (R, R) (wo: 
Ry << %m <r< R) nach,sich zieht, sobald f(a#) daselbst sich reguliir und ein- 
deutig verhiilt. 
Dieses Resultat basirt aber wiederum auf einem weiteren Hiilfssatze des 
Inhalts, dass die wahren Convergenzradien einer zuniichst fiir ry << |a2| <r als 
convergent erkannten Reihe ry + 09 bez. r + 0 sind, falls 99 bezw. @ die unteren 


Grenzen fiir die Convergenzradien der aus f(a) fiir 7, < |a@| <r ableitbaren Reihen 


von der Form 
o 


ss 
> =f (a) -(@ — 209)” 


0 
bedeuten. 
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elementaren Wege begriinden zu kénnen. Dieses Ziel glaube ich 
erreicht zu haben durch weitere Ausbildung einer Methode, deren 
vollstandige Grundlagen schon Cauchy in einem Aufsatze mit dem 


Titel: ,,Considérations nouvelles sur la théorie des suites et sur les lois. 


de leur convergence‘ (1840)*) entwickelt hat, und deren Kern in der 
Einfiihrung gewisser Mittelwerthe einer Function f(z) an Stelle der 
sonst beniitzten Integrale besteht. Aiiein abgesehen davon, dass die 
dort gegebene Darstellung sich ausschliesslich auf die Entwickelung 
einer Function nach positiven Potenzen (also auf die Taylor’sche 
bezw. Mac Laurin’sche Reihe) bezieht, so enthilt dieselbe auch 
gewisse Liicken principieller Natur**) und basirt ausserdem auf der 
Darstellung der n'" Kinheitswurzeln in der transcendenten Form 
Qeni 
e " , deren Vermeidung mir bei dem elementaren Charakter des frag- 
lichen Satzes gerade principiell wichtig erschien. 

Was nun zuniichst den Charakter der hierbei einzufiihrenden 
Mittelwerthe betrifft, so erscheinen dieselben als Grenzwerthe von der 


n—1 


Form: tim | >t Genk, wo die 2, fiir jedes m und » arith- 
> 0 


metisch wohl definirte Zahlen von der Beschaffenheit bedeuten, dass 
N.|Lnv41 — Ln,»| bei jedem bestimmten Werthe von » einen fiir alle 
méglichen v constanien, mit unbegrenzt wachsendem m einer festen 
Grenze zustrebenden Werth besitzt. Es liegt auf der Hand, dass man 
derartige Mittelwerthe, wenn man sie in die Form setzt: 


tim >>: {reas) Bh, 


stets als Specialfiille bestimmter Integrale ansehen kann. Immerhin 


*) Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, T.I, p. 269. 

**) Bei Serret, Cours de Calcul différentiel et intégral T.1, p. 570 (in der 
deutschen Ausgabe von Harnack: T.1, p. 528) findet sich gleichfalls eine Ab- 
leitung der Mac Laurin’schen Reihenentwickelung mit Hiilfe von Mittelwerthen. 
Die dort gegebene Darstellung ist im wesentlichen eine Reproduction der 
erwiihnten Cauchy’schen, bei welcher die fraglichen Liicken vermieden sind: 
allein der betreffende Beweis hat hierbei vollstiindig seinen elementaren Charakter 
verloren. Die dabei beniitzten ,, Mittelwerthe’' sind in Wahrheit nur umstindlicher 
geschriebene bestimmte Integrale mit verdinderlichen Grenzen, die ausserdem noch 
von einem veriinderlichen Parameter abhingen. Nach beiden Griéssen wird 
differenzirt, wobei der Satz von der Differentiation eines bestimmten Integrales 
nach der oberen Grenze, sodann auch derjenige von der Vertauschbarkeit der 
Differentiationsordnung in Anwendung kommt: kurzum dieser Beweis gehért voll- 
stiindig der Infinitesimalrechnung an und erscheint in der That weit einfacher 
und durchsichtiger, wenn man fir die beniitzten ,,Mittelwerthe‘: die tiblichen 
Integralbezeichnungen einftihrt. 














126 A. Prinessem, 


hat ihre urspriingliche Definition mit dem Infinitesimalbegriffe in Wahr- 
heit absolut nichts zu thun, da es sich bei der Bildung von 


Jim {*. S flem,)| 


keineswegs, wie bei derjenigen eines bestimmten Integrales, um eine 
Summe schliesslich ,,unendlich klein“ werdender, vielmehr um das 
arithmetische Mittel wohl definirter, stets endlich bleibender Grissen 
handelt. Hiernach scheinen mir aber derartige Mittelwerthe genau 
in demselben Sinne ,,elementar“‘, wie jeder gewdhnliche, von einer 
positiv wachsenden ganzen Zahl abhiingige Grenzwerth z. B. die 
sogenannte Summe einer unendlichen Reihe (die man ja schliesslich 
auch stets als speciellen Fall eines bestimmten Integrales auffassen 
kann), sodass gegen die Einfiihrung solcher Mittelwerthe in die 
elementare Functionentheorie selbst vom Standpunkte einer rigorosen 
Methodik begriindete Einwendungen sich schwerlich erheben lassen 
diirften. 

Um der gesammten Darstellung einen méglichst elementaren 
Charakter zu wahren, habe ich nicht nur, wie schon oben bemerkt, 
die transcendente Darstellungsform der Einheitswurzeln, sondern auch 
deren allgemeinen algebraischen Begriff vollstiindig vermieden, insbeson- 
dere auch den Satz von der Wurzel-Existenz einer beliebigen algebraischen 
oder selbst auch nur einer binomischen Gleichung nicht beniitzt: hieraus 
ergiebt sich, abgesehen davon, dass es mir principiell wichtig erscheint, 
die Theorie der ,,eindeutigen“ Functionen mit einem méglichst geringen 
Aufwande von algebraischen Hiilfsmitteln begriinden zu kénnen, der 
Vortheil, dass die auf diesem Wege gewonnenen Ergebnisse u. a. auch 
dazu dienen kénnen, den Fundamentalsatz der Algebra véllig streng 
und ohne jeden circulus vitiosus in der einfachsten Weise zu begriinden. 

Im itibrigen erstrecken sich die Vortheile, welche der elementaren 
Functionentheorie aus der Einfiihrung der gedachten Mittelwerthe er- 
wachsen, nicht bloss auf die Ableitung der Laurent’schen d. h. nach 
positiven und negativen Potenzen fortschreitenden Reihenentwickelung 
und der unmittelbar darauf basirenden Kenntnisse tiber die Natur der 
singularen Stellen, sondern in nicht geringerem Maasse auf die Theorie 
der Taylor’schen bez. Mac Laurin’schen Reihe (welche hier, gerade 
wie bei Cauchy-Laurent, lediglich als ein specieller Fall der Ent- 
wickelung nach positiven und negativen Potenzen erscheint, insbeson- 
dere auf die Feststellung ihres Geltwngs- wnd Convergenzbereiches. Die 
beiden hierzu nothwendigen und bei der bisherigen Darstellung be- 
sondere Beweise erfordernden Siitze, nimlich: 1) dass der wahre 
Convergenzbereich einer Potenzreihe [(a|,) mindestens eine singuldre 
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Stelle auf der Begrenzung enthalten muss*); 2) dass der Convergenz- 
und Geltungsbezirk einer Beziehung von der Form f(x) = (2x| 2x») 
sich andererseits auch wirklich bis zu der an 2 am niichsten gelegenen 
singuliren Stelle von (zx) erstreckt**) — diese beiden Sitze ergeben sich 
hier ganz ohne weiteres aus dem Beweise des Laurent’schen Satzes, 
da die betreffende Methode ausser der Form der fraglichen Ent- 
wickelung auch sofort die Grenzen ihrer Giiltigkeit angiebt. Anderer- 
seits gestattet schon die blosse Darstellung der Coefficienten einer 
gegebenen Potenzreihe durch Mittelwerthe der gedachten Art, ver- 
schiedene wichtige Eigenschaften der Potenzreihen in etwas einfacherer 
und iibersichtlicherer Weise abzuleiten als mit Hiilfe der bisherigen 
Methoden. 

Nachdem ich nun den angedeuteten Beweis des Laurent’schen 
Satzes kiirzlich bereits an anderer Stelle publicirt habe***), schien es 
mir zweckmissig, alle jene an die Mittelwerthdarstellung der Reihen- 
coefficienten zwanglos anzuschliessenden Sitze iiber Potenzreihen ein- 
mal im Zusammenhange darzustellen und bei dieser Gelegenheit auch 
die Grundlagen der fraglichen Mittelwerthstheorie in etwas ausfiihrlicher 
Weise zu entwickeln, als in der eben genannten ersten Mittheilung. 
Letzteres geschieht insbesondere in den §§ 1 und 2 des folgenden 
Aufsatzes, wiihrend § 3 zuniichst die Darstellung der Reihencoefficienten 
durch Mittelwerthe und sodann eine Anzahl wichtiger Folgerungen 
bringt, u. a. den Cauchy’schen Satz iiber die obere Grenze der 
Reihencoefficienten, den Identititssatz fiir Potenzreihen, deren Summen 
fiir unendlich viele Stellen eines endlichen Bereiches iibereinstimmen, 
den Weierstrass’schen Doppelreihensatz. Die §§ 4 und 5 enthalten 
den Beweis des Laurent’schen Satzes mit seinen Hiilfssiitzen, wihrend 
§ 6 die singuliren Stellen eindeutiger Functionen behandelt. 


§ 1. 
Ueber die Wurzeln der Gleichung x” = 1. 
Ist die Gleichung: 
(1) a =B+ yi 


vorgelegt, so ergiebt die Substitution «—£&-+ i zur Bestimmung 
von § und y die beiden Gleichungen: 


e—7=6, 
ae 25u=y/ 
*) Stolz a. a. O, p. 183. 
**) Desgl. p. 186. 


*%*) Ueber die Entwickelung eindeutiger analytischer Functionen in Potenz- 
reihen‘*‘ — Sitz.-Ber, der Bayr. Akad, Bd, XXV, p. 75. 
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und man erhilt hieraus zuniichst fiir € die beiden offenbar stets reellen 
Werthe: 


l jaf} ne 
B—+ViVP +7418, 2-—Viye +P +i, 
wobei siimmtliche Quadratwurzeln im positiven Sinne zu verstehen sind. 
Da ferner nach der zweiten der obigen Bestimmungsgleichungen &. 4 


das Vorzeichen von y haben muss, so ergeben sich als beziehungsweise 
zugehdérige, gleichfalls stets reelle Werthe von y die beiden folgenden: 








oe 1 ay 1 
m= (GV VE +P —58) n=— LV VP +P 35 
Ist nun insbesondere y > 0, so wird, ohne dass # irgend welcher 
Beschrinkung unterliegt, eime Lisung der Gl. (1) die Form haben: 
(2a) VB+vi=& + mi 


wo &,, », beide positiv sind, niimlich: 


lh ja ek ae ee 
2b) §=+/iVF +r +18, B= +V/iyP +r —16 
_und dieser Wurzel-Werth soll der Kiirze halber im folgenden schlechthin 


als der positive bezeichnet und durch das Symbol: |j/8 + yi] dargestellt 
werden. 


Betrachtet man jetzt die Gleichung: 


(3) oh a= 1, 
wo: 
N = 2", 


so folgt zunichst wegen: 
XN — (22"—*)2, 
dass x?"~' nur die beiden Werthe haben kann: 


at —=+Vli=+1; 
ot = + VE, 


sodann analog: 


und so weiter fort schliessend findet man, dass alle tiberhaupt mig- 
lichen Lésungen von Gl. (3) in der Form enthalten sein miissen: 


(4) e—tV4+V4---+741, 

(wobei die Indices unter den Wurzelzeichen lediglich deren Anzahl 
charakterisiren sollen). Man erhilt auf diese Weise im ganzen offenbar 
genau 2" = N Werthe fiir 2, woraus zuniichst nur so viel folgt, dass 
jene Gleichung héchstens N verschiedene Wurzeln haben kann. Um zu 
zeigen, dass die Anzahl der verschiedenen Wurzeln auch wirklich 
gleich N ist, verfahre ich folgendermassen. Ich setze zuniichst: 
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(5) e, =f =» — 1, 
(6) a Vi =Ya,— +i 


und definire sodann «, und allgemein a, als die im oben bezeichneten 
Sinne positive Quadratwurzel aus a, bezw. a1, sodass also: 


«a =/i=[Ya] =f 4if}. 


«Vim al) i+ iyisi iV: —iyt. 


Setzt man allgemein: 





ok a 
(8) ay = 1 = | os] = Br + ri 
und beachtet, dass: 


gk-1 gk—1 


a == 1, ca |= |a[" = 1 


und daher auch: 


(9) |ex1| = VR_3+ 7,=1, 


so folgt aus: 
Bi + et = [VBe-1 + yx—r| 
dass: 


(10) Bi =V 5+5bi-, ve = V 5-581 


d. h, die 6, y, sind durchweg <1 und zwar nehmen die #; mit 
wachsendem k bestiindig zu, die », bestindig ab. 
Fiir k = n findet man insbesondere: 


(11) Bn = Ertres wa = y3 2 a 


wobei: ° 
Be + Yet om ty = 1. 


Driickt man in (11) Bx: in analoger Weise durch B,_2 aus, so wird: 


ia, eee 


und durch successive pualelatie der Recursionsformel (10): 


a VisiVit +i fiat 


n—3 





also mit ila von Gil. (7) sch'*ssslich: 
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7 t.% 1 1 eS ,. Saft 
Pu=Yo gt, vere Ga 2 
vias 1 2 n—3 n—2 ~\ y 
(12) / - ae (Butynt)*=1. 
Pa i.e 1 1 .. test 
w= Yo 3-3 boa 009 
1 2 n-3 n—2 


Man erkennt zuniichst aus der Art der Herleitung, dass es keine 
complexe Wurzel der Gleichung x” = 1 mit numerisch grisserem, reellen 
Theile geben kann, als £,. Denn da allgemein fiir: 


a=6+ yi 
wo £, y beliebig positiv oder negativ und Bp? +- y? = 1 die beiden iiber- 
haupt miéglichen Werthe von Ya in der Form enthalten sind: 


- ', we 3/1 1 
Va=e-VP5stsbtatV5— 5B, 
wo ¢, =-+ 1, &,—=-+ 1 in der oben angegebenen Weise zu bestimmen 
sind, so folgt, dass der reelle Theil von )/a absolut genommen bei 


positiven Werthen von B stets grdsser ausfallt, als bei den entsprechen- 
den negativen, und wiederum noch um so grdésser, je grésser B selbst 


ist. Da nun zuniichst «, unter allen méglichen Werthen von V1 einen 
positiven reellen Theil besitzt, der von keinem anderen (selbstverstindlich 
immer mit Ausschluss des Wurzelwerthes + 1) iibertroffen wird, so 
gilt das analoge fiir «, und schliesslich fiir @,. 

Es laisst sich nun zunichst zeigen, dass die N Grdéssen: 


. 0 gl. @2 N-1 
ao, at, a?,...a%-', 


welche offenbar wegen: («+")¥ = (a¥)+" — 1 durchweg der Gleichung 
a’ == 1 geniigen, wirklich N verschiedene Wurzeln dieser Gleichung 
und somit alle méglichen darstellen. 
Wire namlich fir 0<v< vv < N—1: 
a =a’, 

so hatte man: 

ar = 1, 
wo: 0< v —-v<N—1, d.h. es gibe mindestens einen von Null 
verschiedenen und unterhalb N liegenden Exponenten, welcher zu a, 
gesetzt den Werth 1 liefert. Angenommen nun es sei mw der kleinste 
(von Null verschiedene) soleche Exponent. Dann erkennt man zunichst, 
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dass uw keine Zahl von der Form 2* sein kann (k = 0, 1,2,...), da 
ja offenbar a? = «@,_,, also stets von 1 verschieden ist. Da hiernach 
uw kein Theiler von N sein kann, so kann man setzen:, 
N=p.et+e, 
wo p eine positive ganze Zahl und w’ der Reihe 1, 2,...(u—1) an- 
gehért. Hiernach wiire aber: 
ak hte ais al aoe 1, 
d. h. es giibe einen von Null verschiedenen Exponenten uw’ < uw, was 
der Voraussetzung widerspricht. Da es hiernach iiberhaupt keinen von 
Null verschiedenen positiven Exponenten u < N geben kann, sodass 
a, = 1, so ergiebt sich, dass die Gréssen a, fiir v = 0, 1.2,...(N—1) 
siimmtlich von einander verschieden sein miissen. 


Ks erscheint fiir das folgende wiinschenswerth, iiber die Anordnung 
der den Gréssen : 
0 1 2 N—1 
ns Bay Bas « «+e 
(bei der iiblichen Darstellung complexer Zahlen) entsprechenden Punkte 
sich etwas genauer zu orientiren. Da fiir jedes v: 


lev|=<—=1 | ory — eth | ee a” |1—« | = l—a,| 
| nm {|  % n | 2 n| n 


so folgt zunichst, dass jenen complexen Groéssen ebensoviele aequi- 
distante Punkte auf dem Einheitskreise mit dem gegenseitigen Abstande 
\1—«,| entsprechen. Beachtet man, dass a = 1, a, = Ba + ni, 
wo B, und y, beide positiv, und dass niemals «’*' = a’! werden kann, 
so folgt, dass die Punkte «®, «!, o,,.. in der Richtung der wachen- 
den Winkel und nach der Reihenfolge der Exponenten auf einander 
folgen. Und zwar ist leicht zu sehen, dass bei Verfolgung der Punkte 
a” (v=0, 1, 2,... N—1) in dem durch die Reihenfolge der Exponenten 
angegebenen Sinne die Peripherie des Einheitskreises gerade einmal 
durchlaufen wird, derart dass der letzte Punkt: «*~' von dem ersten: «® 
wiederum den Abstand |i—a,| besitzt. Wiirde nimlich die Kreis- 
peripherie hierbei mehr als ecinmal durchlaufen, so miisste entweder 
mindestens ein Punkt a?(1<»< N — 1) mit dem Ausgangspunkte 
a? = 1 gusammenfallen, was nach dem oben gesagten unmdglich ist, 
oder es miisste ein soleher Punkt a” zwischen a? und a} liegen: in 
diesem Falle wiirde aber dieser Werth «” eine Wurzel der Gleichung 
x’ = 1 darstellen, deren reeller Theil grdsser wiire als derjenige von 
@,, was ebenfalls ausgeschlossen ist. Da ausserdem: 


N-1 0 N-1 N\ N—1 | | 
| Qn : cin | = | oem — a, =|ai | |\1—a,| = |1—a,| 


so erkennt man die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 
g* 
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Wie bereits bemerkt, nehmen die 6, mit wachsendem m bestindig 
zu, die y, bestiindig ab. Um diese Gréssen in leichter zu berechnende 
Grenzen einzuschliessen, hat man zunichst, wenn man in (2) die 


innerste jy: durch 1 ersetzt, fiir jedes noch so grosse endliche n: 
(13) A <i, a >@. 


Andererseits, wenn man bemerkt, dass fiir jeden iichten Bruch @: 
& < Y@ und sodann: 


$4 OQ $--4Q7=1-0% 


278 -G>1- . 


(14) ; 


—-—1 


nm =VI-B <(!) 


2 


so folgt: 


und schliesslich : 
n—3 


(15) i Ct, | < 1—B,| t+ l¥al < (5) ‘ 


Als Hauptresultat der in diesem Paragraphen angestellten Be- 
trachtungen ergiebt sich: Es ist durch einfache arithmetische Operationen, 
nimlich durch eine Reihe successiver Quadratwurzelausziehungen fiir 
jeden positiven ganzzahligen Werth » eine complexe Zahi a, von der 


Beschaffenheit definirt, dass den Zahlen ap, a, an,... a) N aequi- 
distante, mit af — 1 anfangende und bei Hinzufiigung von a) auch 
mit 1 aufhérende Punkte auf dem Einheitskreise entsprechen, deren 


constanter Abstand |1—a,| der Grenzbedingung (15) geniigt. — 


§ 2. 
Definition und allgemeine Eigenschaften eines grossen Mittelwerthes. 
Es sei f(x) eindeutig definirt fiir alle Werthe z mit dem absoluten 


Betrage |x| =r, und es werde gesetzt: 
N-1 
ws te 1 -/ 
(1) Me (FV) =H DP (@r-r), 
v 


sodass also IN, (f(”)) das arithmetische Mittel aus den N Werthen 


bedeutet, welche f(x) an den m Stellen c=’. (v—=0, 1, 2,...(N— 1)) 
annimmt. 


Ist dann f(x) lings des Kreises mit dem Radius r stetig, so lisst 





ig 
de 
lie 


3e- 
an, 
fiir 
ler 
ui- 
ich 


ren 


8S, 


ten 


1en 


1)) 


isst 
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sich zeigen, dass M, (f(r) fiir n = ce einen bestimmten Grenzwerth 
besitzt. Da niimlich: 


On+p = Veal, 


2p 
On = An+p, 


also: 


so kann man setzen: 


2-1 
Mn (f(r) = sap DY 2P- (ener) 
ee a” 
und da andererseits: 


2n-+p_4 2r_1 oP 
wm ve ot “ r) 
Mn+p (f f(r)) = -—=5 2; f(@n+p - r)= at > Y} f(@n+ .r); 


so ergiebt sich: 


~~ —12P_1 


(2) Mate (f(r) — Me (FM) = Sap a y> {f(a 32+" rf (ar2? )}- 


Nun kann man in Folge der vorausgesetzten Stetigkeit von f(x) fiir 
= yr nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven Grésse ¢ eine 
andere positive Grésse 0 so fixiren, dass: 


(3) If(er) — f(@’r)| <a, 
wenn: 
r.ja—a|\<d 


(wobei «, «@ zwei complexe Gréssen mit dem absoluten Betrage 1 be- 
deuten). Nimmt man also m von vorn herein so gross an, dass: 

(4) r.\l—a,| <0 

wird — eine Bedingung, die nach Ungl. (15) des § 1 offenbar be- 
friedigt wird, falls: 


‘ n* 
(5) (5) “F<, 
d. h, 
a 872 

2" ~ “gg? 
so wird a fortiori fir wu =0,1,...2?': 
> . | we P te y-QP 
(6) r-la, —~ta., <r.jl—a,| <9 


sodass aus Gl. (2) mit Beriicksichtigung von Ungl. (3) folgt: 
(7) Misy(F(r)) — Ma (F)) <2, 
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d. hh. M, (f (7) strebt in der That mit wachsendem m einer festen 
Grenze zu, sodass man setzen kann: 


(8) lim Ms (f(r)) = M (F()). 


Der Vollstiindigkeit halber werde bemerkt, dass diese Betrachtung 
offenbar ihre Giiltigkeit behalt, wenn die Function f(#) an einzelnen 
Stellen oder selbst auch fiir gewisse unendliche Punktmengen endlich- 
unstetig oder innerhalb endlicher Grenzen unbestimmt wird; auch braucht 
/(#) keine eindeutige Function in dem Sinne zu sein, dass 


f (en - 7) =f). 


Unmittelbar aus der Definition jenes Mittelwerthes (7(”)) ergeben 
sich alsdann die Beziehungen: 


(9) M(K.f(*)) = K.M(F(r), 
wenn XK einen fiir alle « mit dem absoluten Betrage |x| — r constanten 


. Factor bedeutet, und: 


(10) mM (> u fu(r) )-> “eM (fu (r )); 


wenn man mit /)(@), /,(@),.../fn(#) Functionen mit denselben Eigen- 
schaften wie /(«) bezeichnet. 


Die Relation (10) bleibt offenbar auch noch fiir m = oo giiltig, 
falls die Reihe >} fu(%) fir alle « mit dem absoluten Betrage |x| = r 


0 


gleichmdssig convergirt*). Denn bestimmt man m’ so, dass fiir m > m’ 
und |v| = 7; 


Rn (2)| =| > fu(z)| <e, 


| m+1 


mM ( Hf ) = >! M (fu (7) + M (Ku (r)), 
0 


0 


so wird: 


M (Rn (r) l<e, 


*) Die gleichméssige Convergenz ist offenbar — genau wie bei der gliedweisen 
Integrabilitét einer Reihe — eine hinreichende, aber keine nothwendige Bedingung. 
Ueber die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen vergl. Arzela, ,,Sulla 
integralilita di wna serie di funzioni“ und ,,Sulla integrazione per serie (Rendic. 
dell’ Accad. dei Lincei, 1885, Serie 4*, Vol. I°, p. 326 und p. 538), 





i= 


on 


la 
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und daher schliesslich: 


(10a) av( I fa ) -> M (f(r) — 


0 


Fiir das folgende erscheint es niitzlich, den besonderen Fall 
{ (x) = ate fiir positive, ganzzahlige wu zu betrachten. Nimmt man m 
von vornherein so gross an, dass N = 2° > uw, also a+ sicher von 1 
verschieden, so hat man: 


N-—: 
1 Y” 
mM, (rte) = > at" es yt 
0 


“i * yte —— =, 
also auch: 
(11) Mirt-)—O (w—1,2,3,...). 
Dagegen hat man offenbar fiir u = 0: 


Mr (7°) aut 
und daher auch: 


(12) Mir) = 1. — 
Ferner soll hier gezeigt werden, dass ein Ausdruck von der Form: 
me (tf) 
Y— X/’ 


falls f(a) wiederum fiir |~| =r im allgemeinen stetig ist und 2 eine 
beliebige complexe Grésse bedeutet, welche nur der Bedingung: 
“| Sr mz gentigen hat, sich in eine convergirende Reihe nach posi- 
tiven oder negativen Potenzen von «, entwickeln lisst, je nachdem 
|%| < 7 oder |x| > r. 

Man hat zuniichst fiir |x| < «x: 


a“ 


0 


m-1 
=f FE+E"-2 
: ; 


und daher, wenn man der Reihe nach « = a .r (v=0,1,... N—1) 


setzt, durch Addition der resultirenden Gleichungen und Uebergang 
zur Grenze fiir N = oo, mit Beriicksichtigung von Gl. (9) und (10): 


az) m(F2) = > M (r-".f(r)) ah Ea M iets) 


\ 
J 


e|8 
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am MN (52°. < =i" i + : 
eat od Whe 


wenn F(r) die obere Grenze der absoluten Betriige von f(x) fiir |z|—r 
bedeutet, so folgt, dass dieser letztere Ausdruck mit wachsendem m 
gegen Null convergirt — und zwar, wenn 7 < r beliebig angenom- 
men wird, offenbar gleichmdssig fiir alle z,, welche der Bedingung 
geniigen: |x| <7’. 

Hiernach lisst sich Gl, (13) auch durch die folgende ersetzen: 


(15) M (~%) =>} mM (r-« ‘f(r)) ah, 
i) 


wobei die betreffende Potenzreihe fiir |2)|< +7 <r gleichmédssig con- 
vergirt. 
Analog ergiebt sich fiir |2, > |a|: 


Da nun: 


(14) 








oft) _ _ yy). 8 1 
1 x 
m—1 
= — fe} IE +s} 


Xo 
und daher: 


, — | a ion 
(16) (-E") — — rm (v#-f(r)) a5" + anan( mte)\, 
i 


? 
1— 
Xo 


Da auch hier wiederum: 





(17) an-™. M i f(r) : yr | ; F(r) 
4 U - r <= | Be r 
i— — ee 
Xo, Xo 


so folgt, wie oben: 


x 


(18) M me ) = —> mM (re f(r) yr 
1 
wobei diese Reihe gleichmdssig convergirt fiir |x| > > r. 
Setzt man in den Gleichungen (15) und (18) speciell: f(r) = 1, 
so ergiebt sich mit Beriicksichtigung von Gleichung (11) und (12): 


(19) MF )=1 fr jay| <r, 














Elementare Theorie der analytischen Functionen. 137 


Zusatz: Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich ohne weiteres 
auf den Fall iibertragen, dass statt der Nullstelle irgend eine beliebige 
Stelle «= 2 als Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius r auftritt. 
Man hat alsdann: 


n—1l 


(21) M (Fla! +1) = lim FD f (eben). 


§ 3. 
Darstellung der Coefficienten einer Potenzreihe durch Mittelwerthe*). 
Lehrsatz: Ist die Reithe: 


+a 


(1) P(e) = >} aya! 


—_ 
gleichmidssig convergent fiir x| =r, so gilt die Beziehung: 


(2) dy = M(r-". P(r) (w= 0, +1, +2,....). 
Beweis. Schreibt man:* 


so ist fir w~=0,+1,+2,... 


+ x 
a", P(z)= yay a? 
— 


+a 
= > Aut » e. 
~ © 


wobei diese Reihe fiir alle « mit dem absoluten Betrage 7 gleichmiissig 
convergirt, In Folge dessen hat man nach Gl. (10a) und (9) des 
vorigen Paragraphen : 


mM (r-« . P(r) -> Qu+y + WM (7) 


d. h. mit Beniitzung von Gl. (11) und (12): 
M(r-#. P(r) =a, — (w= 0, +1,-+2,...), 


womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist**). 


*) Serret, Cours d’Algébre supérieur, T.I, p. 468. 

**) Diese Darstellung der Coefficienten einer Potenzreihe durch Mittelwerthe 
ist nicht nur fiusserlich einfacher, sondern in Wahrheit viel naturgemisser, als 
die entsprechende durch bestimmte Integrale, welche die Kinfiihrung des véllig 











138 A. Prinesuem. 


Zusaitze und Folgerungen. I. Ist: 


too 
f(x) = P(«#—%) =>} Ay, (& — Xo)", 
so ergiebt sich analog: 7 
(3) dy = M (r—". P(r) 
=M(r-".f(a+r)) (w=, +1, +2...) 


wenn die obige Reihe fiir alle 2, welche der Bedingung |a—2,| =r 
geniigen, gleichmissig convergirt. 
+a 

II. Ist die Reihe P(z) =>} dy, x gleichmdssig (und in diesem 


Falle offenbar stets auch absolut) convergent nicht nur fiir alle « mit 
einem absoluten Betrage |x| =, sondern fiir alle méglichen |z| = 7, 
falls r der Bedingung geniigt: R, << r < R, so hat man offenbar fiir 
jeden solchen Werth r: 

My, = M (r-” . P(r) 
d. h. die betreffenden Mittelwerthe sind innerhalb der Grenzen 
R, <r < R von r unabhingig. 

Reducirt sich P(x) auf eine fiir |z| = r < R convergirende Reihe 

mit lediglich positiven Potenzen: 

P(e) = Dua, . x", 


0 
so dass also: 


a@=P(0), a= $0), a, =O (wu—1,2,3,...), 
so ergiebt sich fiir r< R: 
(4) M (BE) = PO), M (r-#. BO) = F PHO), M (r#. Br) =O. 


III. Bedentet P, das Maximum von |P(z)| fiir alle 2 mit dem 
absoluten Betrage |z| =r, so ist offenbar: 


(5) |ay| <r-#.P, 
und daher: 
(6) | a@u.r*| < P,. 





fremdartigen d. h. zu der Potenzentwickelung einer beliebigen analytischen Func- 
tion in gar keiner nothwendigen Beziehung stehenden Factors = nach sich zieht. 


Derselbe riihrt lediglich davon her, dass die Function unter dem Integralzeichen 
mit dem Bogenelement der Integrationscurve multiplicirt erscheint, und dass der 
Einfluss dieses Factors schliesslich wieder eliminirt werden muss. 








ee et aie 
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a 


IV. Ist P(a) = Dua, . a" bestindig convergent, und bedeutet an 


0 
irgend einen von Null verschiedenen Coefficienten, so hat man nach (6): 
PS |am-7"\, 
wenn ff, wieder das Maximum von |$$(«)| fiir |7| = bezeichnet. 
Da man die rechte Seite dieser Ungleichung durch Wahl von r > R 
beliebig gross machen kann, so ergiebt sich: es lisst sich R so gross 
annehmen, dass §$(«) fiir |2| > R unter anderen Werthen auch beliebig 
grosse annimmt. 
Das Analoge ergieht sich fiir eine Potenzreihe von der Form 


x 
1 . 7 
(= Se,.e 
)— Sa, 
1 


+a 
P(t) = De dy.a, 


—-Z 


und daher auch fiir: 


falls diese Reihen fiir beliebig kleine Werthe von |x| convergiren, d. h. 
man kann alsdann eine positive Grésse 6 so kleim annehmen, dass 


3 (5) bezw. P(x) fiir |z|< 9 unter anderen Werthen beliebig grosse 


annimmt. 
V. Ist B(x) -»>’ a, .c* fiir «=O von Null versehieden, also 
v 


|a@,| > 0, so lasst sich eine bestimmte Umgebung der Stelle « = 0 
angeben, fiir welche {$(x) nicht verschwindet. 
Angenommen nimlich , es convergire $$(x) noch gleichmissig fiir 
\a| ==, so hat man: 
|@y|. 7 < B,, 
wenn wiederum {{, das Maximum von |§§(a)| fiir || =r bedeutet, 
und daher fiir |z| <r: 


wo 


a 
| a | | x | 
DA 2") < Br Dk |E Oe Sal 
1 1 


| ott | 


| | 
Ddiay.at| < Jag] 


1 





Folglich wird: 


wenn: 


; | &| 
1, ’ r—|a < | Qe 
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(7) |z| < @, 
wo: 
— _|4o\-F_ 
0 = [ao| + 8,’ 


so dass in diesem Falle: 


yr 


| (x)| = ty oo" > \a,)| — San 


0 1 | 





>0 
wird. 


Ist B(x) = 0 fiir « =O, so muss offenbar a, = 0 sein. Sei dann 


Gm, Wo m> 1, der erste von Null verschiedene unter den Coefficienten 
dx, so hat man: 


a 


a 
B(2) = >} Gy, 2! == y™, >} Ont L 
m 


Vv 
= «". $8, (2), 


wo $, (0) =a, von Null verschieden. Man sagt in diesem Falle, ¥ (x) 
habe fiir « = eine m-fache Nullstelle, Da nach dem eben gesagten 
eine angebbare positive Grésse g existiren muss, sodass {§,(x) fiir 
|2| < @ tiberhaupt nicht verschwindet, so folgt, dass auch $3(7) ausser 
x = 0 keine weitere Nullstelle z mit einem absoluten Betrage |2’| < 9 
besitzen kann. 

Hieraus lisst sich aber erschliessen, dass allemal, wenn $3(x) in 
jeder beliebigen Nihe von x = 0 Nullstellen besitzt (in welchem Falle 
dann offenbar die Stelle « = 0 ein Hiiufungspunkt von Nullstellen sein 
muss), $(#) identisch verschwindet, sodass also siimmtliche Coef- 
ficienten a, = 0 («=—0, 1,2,...) sind. Denn wire a,, der erste von 
Null verschiedene Coefficient, so hatte man, wie oben: 


P(x) = a”. P, (x). 
re 


¥, (x) = ‘Me Am-+u Pe 


U 


wo; 


und es miisste sich sodann eine bestimmte positive Grésse @ fixiren 
lassen, sodass $3() fiir |a| < @ keine weitere Nullstelle ausser « = 0 
besitzt. 
Diese Betrachtungen sind ohne weiteres auf den Fall zu tibertragen, 
dass an die Stelle von « = 0 ein beliebiger anderer Punkt «=<, tritt. 
fo 
VI. Ist P(v) = De a, . a fiir |x| =r unbedingt convergent und 


bestiindg Null, so folgt aus: a, = M (r-# , P(r)), dass sammtliche 
Coefficienten a, verschwinden miissen. Mit Hiilfe von Nr. V lasst sich 
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aber zeigen, dass letzteres auch dann schon der Fall ist, wenn nur 
P(«z) fiir unendlich viele Stellen in der Nihe eines im Innern des 
Convergenzbereiches gelegenen Punktes x) verschwindet. 

Es sei @ eine positive Grésse von der Beschaffenheit, dass ein 
mit dem Radius g um 2, beschriebener Kreis (K) noch innerhalb des 
Convergenzbereiches von P(x) liegt. Dann ist fiir dieses Gebiet K: 


w : 
P(x) => 5 PO) (xy). (@—2Xy)”, 
0 


und es muss somit nach Nr. V P(x) fiir das ganze Gebiet K ver- 
schwinden , insbesondere also fiir denjenigen Theil einer mit dem Radius 
|%)| == beschriebenen Kreislinie, welche dem Gebiete K angehdrt. 
Sei dann etwa 2, ein Endpunkt dieses Kreisbogens, also |x,— 2! =, 
so erkennt man auf dieselbe Weise das Verschwinden von P(a) fiir 


. . a om 4 . . 
ein weiteres Stiick 2,7, jenes Kreises, wo wiederum |x, —2,| = @, und 
so weiter schliessend fiir die ganze Kreisperipherie |z,| = 7. Alsdann 


folgt aber aus dem oben gesagten, dass P(x) identisch verschwindet. 

Hieraus ergiebt sich die Identitét zweier Potenzreihen P,(x), P,(2), 
sobald ihre Summen fiir unendlich viele Stellen in der Nihe irgend 
einer im Innern ihres Convergenzbereiches gelegenen Stelle 2, iiberein- 
stimmen. 


Das Analoge gilt dann wiederum fiir Potenzreihen von der Form 
P(«a— 2’). 

VII. Hat man wnendlich viele fiir |x| =r gleichmiissig, also fiir 

“|< gleichmissig und absolut convergirende Potenzreihen von der Form: 


Dp 


/y(2) =>} ale), ae (vy =0, 1,2,...), 


v0 


F@) = ow 


fiir |x| <r ebenfalls convergirt und ewar gleichmdssig fiir alle x mit 
dem absoluten Betrage |x| =r (wenn auch eventuell nur bedingt), so 
kann man fiir |x| <r setzen: 


cd 

F,(2) = >} A$ a 
Uy 

oe 


A) as > Y qi) , 


uv 


deren Summe : 


wo: 
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A. Pruinesnem. 


Beweis. Nach dem Hauptsatze dieses Paragraphen hat man: 
at) = M (r-* f(r) . 


Setzt man sodann fiir » = 0, 1, 2,... allgemein: 


F, (x) -> ly (x) , 


so wird in Folge der Voraussetzung jede solche Reihe F(x) fiit 
|2| <r convergiren und zwar speciell fiir |z| =r gleichmdssig. Da 


das letztere offenbar auch von jeder Reihe der Form > a". f,(2) 
gilt, so hat man nach § 2, Gl. (10a): " 


mM (r-« ‘ F, (r) -> M (—« hr (r)) 
oder wenn man: 
(8) Mm (r-" Mi, (r)) = Al) 


setzt (sodass das A‘ fiir jedes endliche » und uw einen bestimmten 
‘Werth besitzt): 


(9) A) = > ay’. 


Bedeutet dann g, das Maximum von |F,,(z)| fiir |~| =r, so folgt 
aus Gl. (8), dass: 


| AM | < Qu .v# 
und somit die Reihe: 


(10) Pu (2) — Sh AM 2!" 


fiir |2| <r unbedingt convergirt. Man hat nimlich: 


| = a \* r 
(11) If, (@)| <u> SHE | -s—Tal S- 
Setzt man jetzt speciell » =, so hat man (als convergent fiir |~| <r): 
n—l 


Po(*) -> Ay .a -> (> ) at + Ba (2). 
u v0 


U 
Andererseits ist: 


F(a) = Sf (0) + Fae) = >} (> a ) at + F(a) 


v0 UV 


und daher: 


(12) Fy (x) — By (z) = Fa(x) — Pn(z). 
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Nun lasst sich, wenn 2 beliebig so angenommen wird, dass |x| < 1, 
in Folge der gleichmissigen Convergenz von 2f,(x) fir |xz|—~r, 
zunichst eine positive Zahl m so fixiren, dass fiir » > m zuniichst 
\F,()|\2|=r, also auch g, und daher nach Ungl. (11) |8,(x)| beliebig 
klein wird; sodann kann man ” so gross nehmen, dass 


| oo | 
|Fa(2)| = Dihle)) 
gleichfalls beliebig klein wird, Hiernach zeigt aber Gl. (12), dass 
| F(x) — $y (x)| unter jeder noch so kleinen Grosse liegen muss, und 
man findet somit schliesslich (fiir |~| < 1): 





(13) F(x) = Bo (x) 4. h. = > At a! —q.ed, 


NB. Man.bemerke, dass hier die Gleichmiissigheit der Convergenz 
von J, (x) -> f,(%) und somit die Stetigkeit von F(x) nur fiir 
0 


|z| =r, nicht aber fiir |x| < r vorausgesetzt wurde*). Das gefundene 
Resultat zeigt, dass alsdann F, (x) eo ipso fiir |a~|<r durchweg stetig ist. 
VIII. Findet die unbedingte Convergenz der Reihen 


fr (x) =>: ali" a 
und die gleichmiissige Convergenz von 
Fy (x) = + f.(a) 


fiir |~| =r bei jedem Werthe r < R statt, so gilt offenbar die Ent- 
wickelung 


F, (a) =>! Ab) a 
schliesslich fir alle ~, welche der Bedingung |x| < R geniigen. 
Ein analoges Resultat ergiebt sich fiir eine unendliche Anzahl 
von Reihen der Form: 


a 
fo(2) = ay . oe 


0 


*) Auch hier ist die Gleichmédssigkeit der Convergenz von S/,(x) eine hin- 
reichende, aber keineswegs eine nothwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit des 
betreffenden Satzes. Vgl. Runge, Zur Theorie der analytischen Functionen, (Acta 
mathem. Bd. V1, p. 245), Arzela, Sulla teoria delle funzioni analitiche. (Rendic. 
dell’ Accad, di Bologna, 1888), 
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sobald dieselben fiir |x| > R, convergiren und ihre Summe fiir alle 
|z| =r bei jedem Werthe r > R, gleichmissig convergent ist. 

Aus der Zusammenfassung beider Resultate folgt dann schliesslich 
der Satz: 

Sind die Reihen: 


+o 
f(x) = >} al, a! (» = (0, 1,2,...) 
—@ 


convergent fiir R, < \x| << R und convergirt thre Summe: 


F, (2) = S¥fe(2) 


jedesmal gleichmidssig fiir alle x mit dem absoluten Betrage |x| = 1, 
sofern nur: Ry <r < R, so hat man fiir Ry << x| < R: 


+o 
F(a) — >) Ap. 2", 


" wo: 


@ 
{) = Say. 


v0 





(Weierstrass’scher Doppelreihensatz) *). 


g 4, 
Der Mittelwerth (f(r) ist unter gewissen Bedingungen von r 
unabhingig. 


A. Hiilfssatz. Ist f(x) eindeutig und regulir fiir einen gewissen 
Bereich T, so ist der Differenzenquotient = +) — fs) bet hinldnglich 
kleinen Werthen von h eine gleichmissig stetige Function von h fiir alle 
xz im Innern und auf der Begrenzung eines jeden innerhalb T' liegenden 
Bereiches T’ d. h. jeder beliebig kleinen positiven Grésse « ldsst sich 
eine positive Grésse 0 so zuordnen, dass fiir alle Stellen x von T’ die 
Beziehung besteht: 

| f(a-+-h) — fi: k) — f(x 


“ oa : 
im - 


*) Abh, aus der Functionenlehre, p. 73. 


é 
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Beweis. Fiir jede dem Bereiche 7’ angehérige Stelle x muss 
nach Voraussetzung eine Entwickelung von der Form existiren: 


2) feth) = Sp), 


deren wahrer Convergenzradius bekanntlich eine mit x stetig ver- 
inderliche positive Grésse ist und demnach ein bestimmtes von Null 
verschiedenes Minimum g besitzt. Nimmt man jetzt eine positive Grésse 


d<@, 


im iibrigen willkiirlich an, so ist fiir alle ~ des Bereiches 7’ und 
alle h, welche der Bedingung geniigen |h| < 6, die Reihenentwickelung 
(2) giiltig und absolut convergent. Das gleiche gilt auch von: 


@) f"@+h) =P r49(@).0, 


und da f’(x-+h) fiir den beziiglich z und h fixirten Werthebereich 
eine stetige Function von (~+-h) ist, also |/”(x-+h| ein bestimmtes 
endliches Maximum g besitzen muss, so hat man nach Zusatz III des 
vorigen Paragraphen: 

@) eI <g 


(fiir alle ~ des Bereiches 7” und |h|< 4). Setzt man nun Gl. (2) in 
die Form: 


(x i — , 4 1 » v 
f(a+ f(«) —f'(s)=h apni fm@)-h : 
0 
so ergiebt sich mit Beniitzung von Ungl. (4) fiir |h| < dé: 


fle+h)— fle) p7.| al St 2 
‘wee seen (2) | Sg. Ml > o-FneH d. h. <g.{h,| 


und daher, wenn auch |k| < 6 angenommen wird: 

a | fia+h)—f k) — fi 

(5) Cerne _ fet! = fe) <g-{\h| + |hi} 
< 29.0, 


sodass also die fragliche Differenz unter ¢ herabsinkt, sofern nur von 





. é . 
vornherein 0 < gg *genommen wird. — 


B. Hauptsatz. Ist f(x) eindeutig und reguldr fiir alle x des 
Gebietes Ry < |x| < R (wobei eventuell auch R, =O sein kann), so 


Mathematische Annalen, XLVII. 10 
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besitet Me (f(r) fiir alle r des Intervaes Ry <r < R einen bestimmten 
von r unabhingigen Werth, sodass also: 


M (7(r)) = M (7%), 


wenn: 
R<r<r<cR. 

Beweis. Nachdem man +r, r’ innerhalb der vorgeschriebenen 
Grenzen willkiirlich angenommen, fixire man zuniichst eine positive 
ganze Zahl m so gross, dass die positive Grosse: 

—r 

(6) im an G 
klein genug ausfallt, damit auf Grund des vorigen Hiilfssatzes fiir 
hl <9, |k| <o: 

|f(@+h)—f(e)  f(a+hk)—f(ax)} 

na ~~ uel be Se 
wird Wéahlt man hierauf die positive ganze Zahl n bezw. N = 2” 
gross genug, dass: 


(2) r’.\1—a,| <9 (also a fortiori: r.|1—a,| < 8) 
so hat man: 
| £(=n-(+8)) — F(a -*) 
é 


| « 


a) .(@—1).r 


oder nach Multiplication mit 6, wenn man noch beriicksichtigt, dass 


lon) = 1: 


at! +) —f (a? .r)| 
res (r+6)) — f(e,-r) — rs a n7) 


| 


<d.é 





Setzt man hier der Reihe nach y=0,1,...(N—1) und summirt die 
resultirenden Ungleichungen (wobei mit Beriicksichtigung von: a° = «¥ 


alle von dem dritten Gliede der linken Seite herriihrenden Bestand- 
theile sich wegheben), so ergiebt sich: 


| N—1 N-1 
> (a. o+ d)) — > F(a.) | <N.d.e 
| 0 0 | 
oder nach Division mit N: 
Ms (F(r+ 9) — M, (f(r) < de, 
und daher, wenn man ~» tiber alle Grenzen wachsen lisst: 
(8) M (7(r+ 8)) —M (7(r)) <8. e. 


Ersetzt man in dieser Ungleichung r durch r + (u—1)d, was sicher 
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gestattet ist, wenn 1<u<™m, da ja alsdann immer noch r+ (u—1) 0 <r’, 
also nach Ungl. (7): 

{r-+ (w—1) 0}. |\1l—a,| <9 
wird, so findet man zunichst: 


M (/(r +49) —m (F (r+ (u—1)8)) 8.8 


und hieraus fiir w= 1,2,...m und Addition der resultirenden Un- 
gleichungen mit Beriicksichtigung von Gl. (6) (m.d=r'—r): 


(9) M (F(r')) —M (FO) <@’—1)-<. 
Da aber ¢ von vorn herein beliebig klein angenommen werden kann, 


und andererseits M ( f(r’), M (F(r)) nach § 2 bestimmte Werthe 
besitzen, so muss geradezu: 

(10) M (F(r')) — M (Fr) = 0 

sein, womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Zusatz. Die Giiltigkeit der letzten Beziehung, welche die eigent- 
liche Grundlage der Laurent’schen bezw. Mac Laurin’schen Ent- 
wickelung bildet (s. den folgenden Paragraphen), beruht, wie der 
Beweis lehrt, nicht direct auf dem reguldren Verhalten von f(z), 
sondern lediglich auf der gleichméissigen Stetigkeit des Differenzen- 
quotienten. In der stillschweigend gemachten Annahme dass diese 
Kigenschaft eine unmittelbare Folge der Differenzirbarkeit oder gar 
schon der Stetigkeit von f(x) sein miisse, liegt die Schwiiche der 
Cauchy’schen Beweisfiihrung, nicht bloss bei der hier zunachst in 
Betracht kommenden, oben citirten Abhandlung, sondern auch bei dem 
friiheren Beweise seines Integralsatzes*). 


§ 5. 
Der Cauchy-Laurent’sche Satz. 


Lehrsatz. Ist f(a) eindeutig und reguldr fiir alle Stellen x des 
tebietes Ry <\x|< R, so lasst sich f(x) in eine fiir die genannten 
Werthe unbedingt und gleichmiissig convergirende Reihe von der Form: 

+e 
{(@) = Dl dy . 2 


—@ 

entwickeln, wo: 
a, = M (a-“./(r)) 

*) Vgl. meinen Aufsatz: ,, Ueber den Cauchy’schen Integralsate. Sitz.-Ber, 
der k. Bayer. Akad. d. Wiss. 1895. Bd. XXV, p. 42, desgl. ,,Zwm Cauchy’schen 
Integralsatze a, a. O. p. 295ff. Hier wird gezeigt, dass die fragliche Beziehung 
sich aus der Existenz eines stetigen Differentialquotienten f’(«) deduciren lisst 
10* 
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und r einen ganz beliebigen Werth des Intervalles R, <r < R bedeutet. 
Ist insbesondere R, =, so reducirt sich diese Entwickelung auf die 


folgende : 


f (2) = Du ay 2". 
0 
Beweis. Bezeichnet man mit 2, irgend eine willkiirlich gewihlte 
Stelle im Innern des fraglichen Bereiches, sodass also R, << |a,|< R 
und setzt man: 


— x. fa) — F(a) 
a pe or 


so ist p(«) fiir alle ~ des Bereiches R, << 2 < R gleichfalls eindeutig 
und reguliir. Man erkennt dies ohne weiteres fiir jede von 2, ver- 
schiedene Stelle z; in der Umgebung der Stelle x, selbst hat man 
aber zunichst: 


f (2) = 1 (0) + Sh 5 1 (aa). (@— a9)" 
und daher: 


gp (x) = Zz >} - [) (a) . (2 — 2,4 
d. h. g(a) ist fir « = x, gleichfalls regular. 
In Folge dessen hat man nach dem Satze des vorigen Paragraphen 


M (R, P f (Ro) cease Kee) — M (R- f (R) at f( (%p) 


Ry — X% R — & 


oder mit Beriicksichtigung der Gleichungen (9) und (10) des § 2: 
4 ¢ R ° Ry (RB . F(R) 
(1) A) - MQ) — fH) M (RA) = wm GL?) 


— Xy 


mm (Bef). 
Ry — % 


Nun ist aber wegen |x| < R und |%,|> R, nach Gl. (19) und (20) 
des § 2: 


(2) m(g=)—1, m(g™,)=0, 


und es bestehen nach Gl. (15) und (18) des § 2 fiir |x| < R bezw. 
|a)| > R die unbedingt und gleichmissig convergenten Entwickelungen: 


m (2) — > m (R-". ((R)) al, 
(3) ; 
ae (Fpl eet )=— Dem (Bi ./(By)) a9". 


Beachtet man noch, dass man bei den hier als Coefficienten auftretenden 
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Mittelwerthen M (R- a (R)), M (Re S (R,)) nach dem Hauptsatze des 
§ 4 die Gréssen R und R, durch einen beliebigen Werth r des Inter- 
valles Ry <7 < FR ersetzen darf*), so geht die Gl, (1), wenn man 
schliesslich noch w statt z) schreibt, in die folgende tiber: 


+o 
(4) f(x) = SeM(r™. F)) «2, 


wobei diese Entwickelung zunichst fiir alle 2 des Bereiches R, <<|x|< R 
unbedingt convergirt. Um zu erkennen, dass dies auch fiir die Grenzen 
|\v| == R, bezw. |w| = R, der Fall ist, bemerke man, dass nach Voraus- 
setzung auch noch zu jeder Stelle x mit dem absoluten Betrage |x |= R 
noch eine gewisse angebbare Umgebung |x—<’'| < 9 gehéren muss, 
fiir welche f(x) noch reguliir ist. Bezeichnet man das sicher von Null 
verschiedene Minimum dieser Umgebung mit g, und wihlt eine positive 
Grésse 0 < 9@,, so folgt, dass /(x) auch noch fiir alle « mit dem 
absoluten Betrage (R-+ 4) reguliir ist. Alsdann ist aber die Ent- 
wickelung (4) unbedingt convergent fiir |a < R-+ 0, also insbesondere 
fiir |a| = R. 

Das gleiche ergiebt sich offenbar auf die nimliche Weise fiir 
|| = R,, allemal wenn R, von Null verschieden ist. 

Ist hingegen R,—0, so kann man in den Coefficienten von 
der Form: 

M (r#./(r)) 
fiir w = 1,2,3,... den Werth r = 0 einfiihren, wobei dann: 
M (r#. f(r) = 0 

resultirt, und Gl. (4) in die folgende iibergeht: 
(5) f(x) = SuM (r-« Lr ) ~, 
zunichst fiir 0 << |x|< R. Diese letztere Gleichung gilt aber dann 
offenbar auch noch fiir « =O selbst, da sich fiir «=O die rechte 
Seite auf das Glied M (f(r) reducirt und dieses den Werth M (F(0)) 
d. h. f(O) besitzt. 

Damit ist der Satz in dem oben ausgesprochenen Umfange bewiesen, 

Zusatz I. Ist f(w) nur fiir das Gebiet R, < |x| < R eindeutig 
und regular, so gilt die Entwickelung (4) zuniichst fiir jedes Gebiet 


*) Hierbei ist zuniichst R,) > 0 vorausgesetzt. Ist speciell R, —0, so darf 
man in denjenigen Coefficienten, die urspriinglich R enthielten, also in denjenigen 
von der Form M(r~“. f(r) fiir w= 1,2,... der Grésse r offenbar nicht den 
Werth Null beilegen. 
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Rj <\a|\ <BR, falls R, < R, < RB < R, wobei auch die in den 
Coefficienten auftretende Grosse r beliebig aus dem Intervalle Ry <<r< KR 
gewihlt werden kann: sie gilt somit schliesslich fiir alle x des Gebietes 
R, < |x| < R und fiir beliebige Wahl von r aus dem Intervalle 
R,<r< Rk. 

Hieraus ergiebt sich mit Hiilfe bekannter Methoden*), dass wenn 
|2| = R beaw. |x| = R, die wahren Convergenzradien einer Potenzreihe: 
+a 
P(z) =>) Qu . xe 
sind, P(x) fiir |~| — R bezw. |x| = R, mindestens je eine singuldre 
Stelle besitzen muss; und falls |z| — R den wahren Convergenzradius 


der Reihe: 
¥ (x) => >'% . a 


darstellt, das analoge fiir |z| — R gilt. 

Ist daher insbesondere f(z) eindeutig und regular fiir jede im 
Endlichen gelegene Stelle z,, so folgt, dass der Convergenz- und 
Giiltigkeitsbereich der Entwickelung: 

f (2) = Du dy . x" 
unbegrenzt sein muss; f(x) ist also durch eine bestdindig convergirende 
Reihe nach positiven Potenzen darstellbar und wird dann bekanntlich 
als ganze transcendente Function bezeichnet, die sich auf eine ganze 
rationale reducirt , falls die Entwickelung bei einer endlichen Stellenzahl 
abbricht. Als einzige singuldre Stelle von f(x) erscheint alsdann die 
Stelle 7 = oo. 

Zusatz li, Erscheint an Stelle von «=O irgend ein anderer 
Punkt « = 2, als Mittelpunkt des Ring- bezw. Kreisgebietes, innerhalb 
dessen f(z) als reguliir bekannt ist, etwa: 


R, < |t—a| << R. bezw. 0< |z—a,| < R, 


so ergiebt sich ohne weiteres: 


+2 w 
(6) f(x) =>! Qy-(“@—2%)“ bezw. f(x) =>: ay .(%— Ly)". 


wo: 
R<r<R 
(7) dy = N (r-*. f(a +1) lmeatec ar 


*) Vgl. z. B. Stolz, Vorlesungen iiber allg. Arithm. Bd. II, p. 182. 
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Ist ferner die Potenzreihe (2|x,) als Functionenelement vorgelegt, 
so muss wiederum die Peripherie des wahren Convergenzkreises min- 
destens eine singuldre Stelle enthalten. 


g 6. 
Die singularen Stellen eindeutiger Functionen*). 


Es sei f(x) eindeutig und regulir fiir jede Stelle z, einer gewissen 
Umgebung der Stelle = a: das Verhalten in « selbst sei unbekannt. 
Alsdann kann man nach § 5 f(x) in die Form setzen: 

+o 
(1) f(%) = Aeay.(ax— ae. 
Wir wollen nun hierbei drei Fille unterscheiden, nimlich je nachdem 
in der obigen Entwickelung die Reihe der negativen Potenzen giinzlich 
fehlt oder mit einem bestimmten Gliede abbricht oder wnbegrenet ist. 

I. Fehlen in der Entwickelung (1) die negativen Potenzen, so 
ist f(x) fiir «=a regulir. Hierzu ist offenbar nothwendig, dass f(x) 
in beliebiger Niihe von x = a stets unter einer endlichen Grenze bleibt. 
Die Bedingung ist aber auch hinreichend, da das Auftreten von negativen 
Potenzen stets zur Folge haben wiirde, dass f(x) in der Nahe von 
x == «a beliebig grosse Werthe annimmt (cf. II und III). 

II. Die Reihe der negativen Potenzen breche mit dem Gliede 
G—m(x—a)™ ab (wo also a_, endlich und von Null verschieden). 
Alsdann wird: 


+o 
(2 — a)". £ (2) = >4 ay.(@— am 


—_—m 


= Du Aum. (4— 0), 
v 
d. h. (v—a)™. f(a) ist dann fiir « = a regulir, und zwar hat man: 
lim (2 — a)". f(@) = a_m. 


d. h. endlich und von Null verschieden. 

Die Stelle =a heisst in diesem Falle — d. h. allemal wenn 
(a—a)™. f(x) fir «=a von Null verschieden und reguldr ist — eine 
ausserwesentlich singuldre Stelle (oder: ein Pol) m‘*’ Ordnung der Func- 
tion f(z). 

Da nach Nr. V des § 3 eine angebbare Umgebung der Stelle x= « 

*) Vgl. Hélder, Beweis des Satzes, dass eine eindeutige analytische Func- 


tion in unendlicher Nihe einer wesentlich singuliren Stelle jedem Werth beliebig 
nahe kommt. — Math. Ann. Bd, 20, p. 138. 
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existiren muss, fiir welche («— a)". f(x) gleichfalls von Null verschieden 
ist, so folgt, dass seinem’ 

(w—a)™. f(x) 
auch von Null verschieden) ist, sodass man setzen kann: 


fiir « =a gleichfalls regular (iibrigens 


7a = (a—a)™ {2, +> by (a — ay (wo offenbar: b, = =) 
d.h. die fiir f(x) ausserwesentlich singulére Stelle m‘* Ordnung ist fiir 
f(x) eine m-fache Nulistelle. 

Dieses Ergebniss ist offenbar umkehrbar, d. h. jede m-fache Null- 
stelle von Fay ist eine ausserwesentlich singuldre Stelle m‘** Ordnung 


fiir f(x), sodass diese Kigenschaft gleichfalls als Definition der ausser- 
wesentlich singuliiren Stelle m' Ordnung dienen kann. Auch sagt 
man in dem betrachteten Falle, es werde f(x) fiir «= a unendlich 
gross von der m' Ordnung, oder es sei a eine m-fache Unendlich- 
keitsstelle. 

III. Jede Stelle a, welche fiir die eindeutige Function f(x) weder 
eine Stelle reguldren Verhaltens, noch eine ausserwesentlich singulire 
ist, soll eine wesentlich singuldre heissen. Aus dieser zunichst rein 
negativen Definition ergiebt sich mit Riicksicht auf die vorangehenden 
Betrachtungen folgendes: 

1) Jede wesentlich singulire Stelle « von f(a) ist auch eine wesent- 


liche singuldre Stelle fiir Fas" Denn wire iw daselbst regular und 
} 


von Null verschieden, so wiirde f(x) sich ebenso verhalten; wiire 
dagegen x = a fiir Fa) eine m-fache Null- bezw. ausserwesentlich 


singulire Stelle, so miisste a fiir f(x) eine ausserwesentlich singulire 
bezw. Nullstelle m'e* Ordnung sein. 

2) Jede Héufungsstelle von unendlich vielen Nullstellen oder ausser- 
wesentlich singuldren Stellen ist stets eine wesentlich singuldre Stelle. 

+a 

Betrachten wir jetzt den Fall f(”%) = Dea,.(a — a)", wobei die 
Reihe der negativen Potenzen unbegrenzt ist, so muss auf Grund der 
oben gegebenen Definition die Stelle 2 — a@ jedenfalls eine wesentlich 
singuldre sein. Nach § 3, Zusatz 1V folgt nun zunichst, dass f(x) in 
hinlinglicher Nahe von za unter anderen Werthen jedenfalls be- 
liebig grosse annimmt, Sei sodann A ein ganz beliebiger endlicher 
Werth einschliesslich der Null: dann ist jedenfalls die Stelle we a 
auch eine wesentlich singulire fir f(z) — A. Besitzt nun /(2) -- 
in jeder Nahe von x = « Nullstellen, so nimmt f(x) den Werth | in 
der Umgebung von « unendlich oft an. Besitzt dagegen f(x) — A 
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innerhalb einer gewissen Umgebung von a@ keine Nullstellen, so ist 
4g) a fiir alle Stellen dieser Umgebung (abgesehen von «@ selbst) 
eindeutig und reguldér mit der wesentlich singuliren Stelle a, und somit 
in der Form darstellbar: 


+o 
1 
7a" >; bu. (x2— a). 


Folglich muss aber ea in hinlinglicher Nihe von « beliebig grosse, 


also f(a) — A beliebig kleine Werthe annehmen: in diesem Falle kommt 
also f(x) dem Werthe A in der Niihe der Stelle a beliebig nahe. 

Hieraus erkennt man zunichst folgendes: 

In beliebiger Nihe jeder isolirten, dh. von lauter Stellen reguliiren 
Verhaltens umgebenen, wesentlich singuliren Stelle « nimmt f(x) jeden 
beliebigen Werth A entweder unendlich oft an oder kommt ihm zum 
mindesten beliebig nahe. 

Dieser Satz bleibt aber auch bestehen, wenn a keine isolirte 
wesentlich singulire Stelle, sondern eine Héufungsstelle von lediglich 
ausserwesentlich singuldren Stellen ist (womit implicite schon gesagt 
ist, dass jene ausserwesentlich singuliiren Stellen in beliebiger Niihe 
von « keine weiteren Hiiufungsstellen besitzen sollen, insbesondere also 
nicht in Linien oder Flichenstiicken iiberall dicht liegen). Denn ené- 





weder besitat aa in der Nahe der wesentlich singuliren Stelle a 


keine weiteren singuliiren Stellen, nimmt also nach dem bisher ge- 
sagten u. a. beliebig grosse Werthe an, in welchem Falle f(z) dem 


Werthe A beliebig nahe kommen muss; oder Tey a besitzt in jeder 


Nihe von e@ ausserwesentlich singuliire Stellen, also f(z) — A ebenso- 
viele Nullstellen, d. h. f(a) nimmt dann den Werth A wnendlich oft an. 

Dagegen kann der obige Satz seine Giiltigkeit verlieren, wenn « 
eine Hiufungsstelle von wesentlich singuldren Stellen, insbesondere ein 
Punkt einer singuldren d.h. aus lauter (dann eo ipso wesentlich) singu- 
ldéren Stellen bestehenden Linie ist. Man betrachte z. B. die bei anderer 


Gelegenheit*) von mir untersuchte Function f(a”) = Hs - 2” (wo a 
eine ganze positive Zahl > 2): hier ist jede Stelle « mit dem absoluten 
Betrage |a| == 1 eine wesentlich singuldre, obschon f(x) fiir x = |a| 


und die Umgebung dieser Stelle, soweit von einer solchen iiberhaupt 
die Rede sein kann, mit allen Ableitungen vollkommen endlich und 
stetig ist. Der wesentlich singuldre Charakter von @ documentirt sich 


*) Math, Annalen Bd. 42, p. 182. 
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in diesem Falle ausschliesslich darin, dass keine 3 (a — a) existirt, welche 
mit /(#) oder (2—a)™. f(x) in der Nahe von z = @ iibereinstimmt. — 

Die vorstehenden Betrachtungen sind leicht auf den Fall zu iiber- 
tragen, dass an der Stelle eines im Endlichen gelegenen Werthes x = « 
der Werth z = oo tritt. Die Stelle = co wird fiir f(z) als eine Stelle 
reguldren Verhaltens, bezw. als ausserwesentlich oder wesentlich singuldre 
zu gelten haben, je nachdem das analoge beziiglich der Stelle y= 0 


fiir f(;) der Fall ist, d. h. mit anderen Worten, je nachdem die Ent- 


wickelung von f(a) nach ganzen Potenzen von 2 fiir alle |x| die eine 
gewisse Grosse R iibersteigen, positive Potenzen von x tiberhaupt nicht 
bezw. in endlicher oder wnendlich grosser Anzahl enthiilt. 

Hieraus folgt insbesondere, dass die Stelle 2 = oo fiir eine ganze 
rationale Function eine ausserwesentlich singuldre, fiir eine ganze 
transcendente eine wesentlich singuldre sein muss; und dass umgekehrt 
eine fiir jedes endliche x reguldre und eindeutige Function eine ganze 
rationale oder transcendente sein muss, je nachdem sie die Stelle zoo 
als eine ausserwesentlich oder wesentlich singuldre besitzt. Ist also die 
im Endlichen durchweg reguldre und eindeutige Function f(x) auch 
fiir 2 = oo reguldr, so muss sie eine Constante sein; hierzu ist, ausser 
der Regularitit und EKindeutigkeit im Endlichen, nach den gesagten 
offenbar hinreichend, dass | f(x)| stets unter einer endlichen Grenze bleibt. 

Es muss also jede eindeutige analytische Function, welche keine 
Constante ist, mindestens eine singulire Stelle haben. Ist insbesondere 
g(x) eine ganze rationale Function, so muss saa 


Endlichen gelegene singuliire Stelle besitzen (denn die Stelle x= oo ist 


mindestens eine im 


als ausserwesentlich singuldre Stelle von g(x) eine Nullstelle von saa) 


Diese kann keine wesentlich singulire sein, da sie dann eine ebensolche 
Stelle fiir g(x) sein miisste. Sie ist somit eine ausserwesentlich singuliire 
und folglich eine Nuilstelle fiir g(x), d. h.: Jede ganze rationale Func- 
tion hat mindestens eine im Endlichen gelegene Nulistelle. 


Miinchen, im April 1895. 








Sur l’extension des idées de Galois & la théorie des équations 
différentielles. 


(Extrait d’une iettre adressée 4 Mr. Klein), 
Par 


Mr. Emite Picarp i Paris. 


En traitant cette année dans mon cours de l'étude des groupes 
de transformations des équations différentielles linéaires, au sujet de 
laquelle je vous ai envoyé récemment un article pour votre journal 
(Math. Annalen, tome 46), je m’apercois qu’une équation auxiliaire, 
jouant un role essentiel, est définie dans cet article dune maniére 
trop particuligre qui pourrait conduire & restreindre la notion de groupe 
de transformations. 

Si vous voulez bien vous reporter & l’endroit cité, je considére 


, 


& un certain moment l’équation différentielle algébrique 
(4) F(#, 7; Ae oom sr) = (p< m?) 
ayant avec l’équation (2) une solution commune 6 n’appartenant pas 
a l’équation (3) 
a‘v 
(3) 9 (2, | eee yt) =0. 
dx 
Je suppose ensuite que cette équation (4) est irréductible. Cela n’est 
pas nécessaire, il suffit de prendre parmi toutes les équations algé- 
briques telles que (4), celle qui est d’ordre moindre (ou l'une d’elles 
sil y en a plusieurs). On peut dailleurs admettre que Téquation (4) 
av 
da?’ 
que toute solution de f, qui n’appartient pas a (3), appartient a 
’équation (2), car autrement la solution 6 satisferait & une équation 
@ordre inférieur a p. 
Tous les raisonnements faits dans l’hypothése plus particuliére, 
que j’avais adoptée, subsistent intégralement, et c’est ainsi qu’on est 


est algébriquement irréductible par rapport a il est clair alors 
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conduit de la maniére la plus satisfaisante & la notion de groupe de 
transformations d'une équation différentielle linéaire. 

Permettez moi d’ajouter une remarque sur lextension des idées de 
Galois a la théorie des équations non linéaires. Soit une équation 
différentielle algébrique 


dy a” 4 
P(z,y, $4, ++. : v) = 0. 


” da™ 
Je considére l’expression 


V = RYy, Yor + + +s Yur £) 
R étant une fonction rationnelle arbitrairement choisie de uw intégrales 
quelconques ¥;, Y¥, - +.» Yz de l’équation précédente et de la variable z. 
On peut former |’équation d’ordre mu @ laquelle satisfait V, équation 
que nous désignerous par EZ. On aura d’ailleurs pour les y des fonctions 
rationnelles de V et de ses dérivées. 

Si Péquation F est arbitraire, |’équation EF n’aura aucune intégrale 
commune avec une équation algébrique d’ordre moindre, si ce n’est 
avec certaines équations faciles 4 former et provenant de la supposition 
-que dans V deux ou plusieurs intégrales y sont identiques; nous 
désignerons par @ l’ensembles de ces équations. 

Si on quitte le cas général, il peut arriver que EF ait une intégrale 
commune, n’appartenant pas 4 gm, avec une équation différentielle 
algébrique d’ordre moindre; soit 


p 
i (x, Y, oe sae “7) = ® 

une telle équation. Parmi les équations de cette sorte, considérons 
celle qui est d’ordre moindre (ou lune d’elles s'il y en a plusieurs). 
Cette équation conduit & une théorie toute semblable 4 celle que nous 
avons développée pour les équations linéaires. On aura alors une 
relation algebrique entre les intégrales y,, y.,.--, Y. et leurs dérivées, 
le groupe intervenant ici sera celui des opérations remplagant dans cette 
relation ce systéme d’intégrales par un autre. 

Vous voyez que |’indétermination du nombre w vient donner a cette 
théorie un tout autre caractére que pour le cas des équations linéaires 


. 


ot on pouvait se borner & prendre uw = m. 


Paris, le 27. Novembre 1895. 


oom o- 








Ueber Riemann’sche Formenschaaren auf einem beliebigen 
algebraischen Gebilde. 


Von 


Ernst Rerrer in Gottingen. 


Einleitung. 
Eine lineare Differentialgleichung 


yi, oy 
(1) dz” +P dz’ 


1 
+++ eRe, 


deren Coefficienten algebraische Functionen eines bestimmten alge- 
braischen Gebildes vom Geschlechte p sind, definirt uns eine gewisse 
Functionenschaar y, deren simmtliche Functionen sich aus irgend » 
linear unabhiingig ausgewahlten Functionen y,, y,,...Y, linear mit 
constanten Coefficienten zusammensetzen : 


Y= OY 1 Yet + CaYn- 
Die Functionen y,, y,,... Yn erleiden eine gewisse discontinuirliche 
Gruppe linearer homogener Substitutionen, wenn die Variable z auf 
dem algebraischen Gebilde entweder gewisse singuliére Punkte umkreist 
oder Periodenwege beschreibt, die nicht auf Punkte zusammen- 
zuziehen sind. 





Setzt man 
' = aly a 
(2) Ymo (4 jot + & oat +a), 
unter @,, Go) --+ Q beliebige algebraische, unter q eine beliebige 


multiplicative Function des Gebildes verstanden, so geniigt auch Y 
einer linearen Differentialgleichung derselben Art und stellt ebenfalls 
eine sich linear substituirende Functionenschaar auf dem algebraischen 
Gebilde vor, und zwar eine solche, deren Substitutionen sich von den 
entsprechenden Substitutionen der Functionenschaar y nur durch 
simultane Multiplication aller Zweige mit bestimmten Constanten, den 
Multiplicatoren von g, unterscheiden; umgekehrt, wenn die Substitu- 
tionen einer Functionenschaar Y von denen einer Schaar y sich nur 
Mathematische Annalen, XLVII. 11 
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in der geschilderten Weise unterscheiden, hingt sie mit y durch eine 
Gleichung von der Form (2) zusammen. 

Alle Differentialgleichungen (1), welche sich durch Transforma- 
tionen der Gestalt (2) in einander iiberfiihren lassen, betrachten wir 
mit Riemann als zu einer ,,Classe“ gehérig und wollen sie untereinander 
»,verwandt“ nennen. Ebenso sprechen wir von ,,verwandten Func- 
tionenschaaren“, oder von einer ,,Classe von Functionenschaaren“, 
indem wir alle Functionenschaaren zusammenfassen, deren Substitu- 
tionen sich nur um simultane Multiplicationen aller Zweige mit Con- 
stanten unterscheiden. 

Riemann unternimmt in dem nachgelassenen Fragment: ,,Zwei 
allgemeine Siitze iiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coefficienten“ (20. Febr. 1857) die Aufgabe, Functionenclassen der 
genannten Art genauer zu untersuchen. Er stellt sich dabei, genau 
wie in seiner beriihmten Arbeit iiber die P-Function, auf den Stand- 
punkt, nicht von der Formel, der Differentialgleichung, auszugehen, 
sondern von den charakteristischen functionentheoretischen Higen- 
schaften der Functionen. 

Indem auch wir die Riemann’sche Betrachtungsweise annehmen, 
werden wir als gegeben ansehen: 

1) Ein bestimmtes algebraisches Gebilde vom Geschlechte p und 
auf diesem eine endliche Anzahl s von singuliiren Punkten e;(¢—1,2,...s). 

2) 2p lineare homogene Substitutionen von » Variablen, welche 
bestimmten 2p unabhiingigen Periodenwegen entsprechen und s eben- 
solche Substitutionen, welche den Umkreisungen der einzelnen singu- 
liren Punkte e; entsprechen. 

Da das Verhalten einer Functionenschaar in einem Punkte e; durch 
Angabe der zugehdrigen Substitution noch nicht vollig bestimmt ist, 
so geben wir auch noch, unatiirlich in Kinklang mit den Substitutions- 
coefficienten, die Exponenten der Schaar in jedem Punkte an, d. h. 
die Wurzeln der ,,determinirenden Fundamentalgleichung“ von Fuchs. 

Den Beweis fiir die Existenz soleher Formenschaaren bei beliebig 
vorgegebener Gruppe wollen wir als durch Poincaré’s Construction der 
»fonctions zétafuchsiennes“ erbracht ansehen. Es handelt sich fiir mich 
in dieser Arbeit nur darum, die Beziehungen zwischen den verschie- 
denen Functionenschaaren einer gegebenen Classe niher zu erforschen, 
wobei wir nur algebraische Hiilfsmitte! heranzuziehen brauchen. 

Diese Untersuchung wird aber fiir die transcendenten Unter- 
suchungen, z. B. fiir die Theorie der ,,homomorphen Functionen“, wie 
ich nach Herrn Klein’s Vorschlag die ,,fonctions zétafuchsiennes“ von 
Poincaré nennen will, in gleicher Weise die nothwendige Grundlage 
liefern, wie die Theorie der multiplicativen Formen fiir die auto- 
morphen Functionen, 
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Schon dieser Vergleich zeigt uns die Nothwendigkeit, von den 
Functionen zur formentheoretischen Formulirung iiberzugehen, statt 
der Functionenschaaren also Formenschaaren zu betrachten, welche 
sich bei Umliufen linear substituiren. Dabei werden wir uns aber 
unbedingt auf die Theorie der multiplicativen Formen auf einem alge- 
braischen Gebilde stiitzen miissen, welche ich in Math. Ann. Bd. 44, 
1893 entwickelt habe. Ich will diese Arbeit, da ich sehr oft auf die- 
selbe hinzuweisen habe, kurz mit (44) citiren. 


$1. 
Definitionen. 


Wir denken uns die vorgelegte Riemann’sche Fliche von irgend 
einem nichtsinguliéren Punkte aus durch p Paare von Riickkehrschnitten 
A,, B, so in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick verwandelt, 
dass sie sich ohne Zerreissung nach Art der Figur in (44), Seite 264 
in die Ebene ausbreiten liisst, und dass die 4p Ufer der Riickkehr- 
schnitte in der angedeuteten Weise aufeinander folgen. 

Ferner ziehe ich von der Ecke zwischen Aj und By noch s Kin- 
schnitte nach den s singuliiren Punkten e,, e,... és. 

Es sei z irgend eine m-werthige algebraische Function der Fliiche, 
deren Unendlichkeitsstellen co, , 00,, ...00, sowohl untereinander, wie 
von den Punkten e,,¢,,...e, getrennt liegen moégen. 

Ich spalte z in zwei theilerfremde ganze multiplicative Formen 
£, 2%, welche als unabhiingige Variable dienen sollen. Um das Ver- 
halten irgend einer Form gegeniiber geschlossenen Wegen des Werth- 
systems 2,, 2, vollstiindig zu charakterisiren, ist es zweckmiissig, auf der 
Riemann’schen Fliche noch m weitere Schnitte nach den Punkten 
2, = 0, d. h. co,, 0©,,... 00, zu legen. Irgend einen auf dem alge- 
braischen Gebilde geschlossenen Weg des Werthsystems z,, 2,, bei 
welchem der Werth z, fiir sich den Werth 2,0 g,-mal umkreist, 
kann ich mir zerlegen in einen geschlossenen Umlauf des Quotienten 


Z =* wit festgehaltenem Werthe von z, und in g, simultane Umliufe 
2 


von z, und z, um 0. Den Weg des Quotienten z zerlege ich weiter 
in eine Aufeinanderfolge von Periodenwegen A,, B,, welche auf der 
zerschnittenen Fliche von einem Ufer Ay zu Aj, bezw. von B; nach 
By verlaufen, von Umkreisungen der Punkte e;, die von dem negativen 
Ufer des betreffenden Einschnitts zum positiven gehen, und in Um- 
kreisungen der m Punkte oo, deren Gesammtzahl g sein mége. 
Es seien jetzt 
Ti, %, .-. &, 
n linear unabhiingige Zweige einer auf dem algebraischen Gebilde 
i1* 
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nur in den Punkten e,, e, ... e, verzweigten Formenschaar TT vom 
Grade 0 in den multiplicativen Primformen, in 2,, 2, gemessen also 


vom Grade 2 
m 


Wenn bei festgehaltenem Werthe von z, die Variable z einen 
Periodenweg A,, B, oder eine Umkreisung eines Punktes e; ausfiihrt, 
so soll das System TT,, TT,,...1T, je eine bestimmte homogene lineare 
Substitution A,, B,, S; erfahren; wenn ¢ einen der Punkte o0,, o0,,.. 
.-0O, umkreist und z, festgehalten wird, miissen sich alle Zweige 
simultan mit e _ multipliciren, wenn anders die Formenschaar in 
den Punkten z, = 0 unverzweigt sein soll. 

Eine solche Formenschaar will ich, weil die entsprechenden Func- 
tionen zuerst von Riemann in der oben genannten nachgelassenen 
Arbeit definirt und besprochen sind, kurz als ,,Riemann’sche Formen- 
schaar“ benennen. 

Die Substitutionen A;, B,, S; miissen, da ein Umlauf des zg um den 
ganzen Rand der zerschnittenen Fliche sich auf die Umkreisung eines 

beliebigen nichtsinguliren Punktes zusammenziehen lisst, der Relation 
- geniigen: 
B, Ay' By‘ A, . Bz Ay' By' Ay... By Ap’ By’ Ap. S182. 8, = E*"?. 

In der Umgebung einer Stelle e; mége die Formenschaar, natiirlich 
im Einklang mit den Coefficienten der betreffenden Substitution S;, die 


Exponenten 
Ai; diz, eee din 


: hit t+ dig fe + + din 
heisse 4;. 


Dann ist die Determinante der Substitution S; gleich &'**. 
Dann folgt aber aus der Fundamentalrelation der Substitutionen, dass 


i=s 


> —nod_ eine ganze Zahl 


i=1 


besitzen; die Summe 


sein muss. 

An irgend einer von den Stellen e; verschiedenen Stelle besitzt 
die Formenschaar ganzzahlige Exponenten, von denen keine zwei 
einander gleich sind: 

L<<g<--:-<h. 

Eine Stelle mit den Exponenten 0, 1, 2, ... 2— 41 heisst eine 
. gewohnliche Stelle“. 

Haben die Exponenten andere Werthe, so heisst die Stelle ein 
»» Nebenpunkt“ der Formenschaar und zwar von der Multiplicitét 

ey ee ee ee ee. oon. OF 
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Die Multiplicitét eines Nebenpunktes kann positiv, negativ oder auch 
0 sein. 

Es wird aber vorausgesetzt, dass nur eine endliche Anzahl von 
Nebenpunkten existiren und dass die Exponenten in jedem Nebenpunkt 
endliche Werthe haben. Dann ist auch die Multiplicitiit jedes Neben- 
punktes eine endliche Zahl. 

Ein Nebenpunkt, dessen niederster Exponent J, = 0 ist, heisst 
ein ,,reiner Nebenpunkt“, ein solcher mit 1, > 0 ein 1,-facher Nullpunkt 
und mit 1, < 0 ein (— J,)-facher Unendlichkeitspunkt der Formenschaar 
Unterscheiden sich die Exponenten eines Nullpunktes oder eines Un- 
endlichkeitspunktes jeder folgende vom vorhergehenden nur um eine 
Kinheit, so heisst der Punkt ein ,,reiner Nullpunkt“ bezw. ein ,, reiner 
Unendlichkeitspunkt“. 

Jeder beliebige Nebenpunkt kann aufgefasst werden als Combi- 
nation eines reinen Nebenpunktes mit einem reinen Nullpunkt oder 
einem reinen Unendlichkeitspunkt. 

Ein J-facher reiner Nullpunkt ziblt als Nullpunkt mit der Multi- 
plicitit 7, ein U-facher reiner Unendlichkeitspunkt mit der Multi- 
plicitat — nl. 


§ 2. 
Bestimmung und Anzahl der Nebenpunkte. 


Es seien y,, y, die Werthe von 2,, 2, in einem willkiirlichen 


Hiilfspunkte, und J folgender Differentiationsprocess: 

ay < . 
0 Cc 
D a "1 Oy + Ye ze 

ay \4y) 

Diese Differentiation ist zwar von der Wahl des Hiilfspunktes abhiingig, 
doch gelten einfache Formeln fiir den Uebergang von einem Hiilfspunkt 
y zu einem andern y. Wenn namlich y den Grad einer Form F in 


1) &, gemessen bedeutet, so ist: 


ae . . »* / (yy) IR 
Dib = DYE +(i)¢ k+1)( wy ) Dp: \} 


(y) (29°) ) sy 
k\ (» — kb ._ pso\(_vy) \neewao... 
+(5)¢ k-+1)(9 k+2)(cyrey) ) Diet Ff 
K\ (> — —- he 
+(;)¢ k-+1) * (oaegs) PF. 


Durch ein- und mehrmalige Anwendung des Symbols D auf eine 
ay 


Formenschaar TT erhailt man weitere Formenschaaren, welche bei den 
Umlaufen der Variablen z,, 2, genau dieselben Substitutionen erfahren, 
wie TT selbst. Die Determinante 
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|11,, DT,,...D* 1, | 
| zy 


ty 
T,, DT,,... DTI, 
‘ ay zy 


Wes DTl,,...D ‘Ti, 
sy zy i 
oder kiirzer geschrieben 
| DF TT, k=0,1!1,...n—1 
| ey h=1,2,...m 


wird sich daher bei Umliufen der Variablen auf der Riemann’schen 
Flaiche nur mit Constanten multipliciren, ist also eine multiplicative 
Form der Flache. 

Man sieht leicht, dass fiir die Determinante der Hilfspunkt y 
des Differentiationsprocesses D keine besondere Rolle mehr spielt, denn 


zy 
die Determinante behilt dieselbe Gestalt, wenn man vermittelst der 
oben angegebenen Formel y’ statt y einfiihrt, 


Es ist das Verhalten der Determinante an den einzelnen Stellen 


der Ebene genauer zu untersuchen. Man findet ohne Schwierigkeit 
folgende Resultate: 


1) In einem gewdhnlichen Punkte ist die Determinante endlich 
und von 0 verschieden. 


2) In einem g-fachen Nebenpunkte verschwindet die Determinante 
o-fach, wenn der Punkt nicht zugleich ein Verzweigungspunkt der 
Fliche ist. 

3) In einem singuliren Punkte mit der Exponentensumme 4; ver- 
schwindet die Determinante in der Ordnung 4; — =. 


4) In einem v-blattrigen Verzweigungspunkt der Fliche, welcher 
der Allgemeinheit halber zugleich g-facher Nebenpunkt der Formen- 


schaar sein mége, verschwindet die Determinante in ¢ gemessen in 
n(n—1)/1 * ° 

der Ordnung f4 : ¢ _ 1), also auf der Flaiche gemessen in 
n(n—1) 

der Ordnung @ — ( > (v—1). 


Hierbei ist Verschwinden in negativer Ordnung als Unendlich- 
werden aufzufassen. 


Verstehen wir jetzt unter G(z,, z,) die Verzweigungsform der 
Flaiche, d. h. eine ganze multiplicative Form vom Grade 2p — 2 + 2m, 
welche an den Verzweigungspunkten der Flaiche auf der Fiche 


gemessen (vy — 1)-fach verschwindet, (44, S. 270) so hat der 
Ausdruck: 
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n(n—1) 
A sain G(z,, fe) "| DH | k = 0, 1,...m—1 
ty | howl, 2,...8 
folgende Kigenschaften: 

1) A ist eine multiplicative Form vom Grade 6 -+- n(m — 1)(p—1). 
a(o—1), 

3) A verschwindet an einem g-fachen Nebenpunkte in der Ord- 
nung Q. 

4) A ist an jedem andern Punkte auf der Fliiche unverzweigt, 
endlich und von 0 verschieden. 

Hieraus folgt nun, da der Grad einer multiplicativen Form gleich 
der Anzahi ihrer 0-Stellen ist, jede mit ihrer Multiplicitiit gerechnet, 
wenn jetzt @ die Summe der Multiplicitiiten aller Nebenpunkte bedeutet, 
die fundamentale Gleichung: 


nd + n(n—1)(p—l) =e +> bang Ss 
i=l 


2) A verschwindet an einem Punkte e; in der Ordnung 4; — 


oder 


o == nd + n(n—1) (p—1) — 4 -|- $ =—. 


i=1 


§ 3, 
Verwandte Formenschaaren. 


Zwei Formenschaaren heissen ,,verwandt“ oder zur selben ,, Rie- 
mann’schen Formenclasse“ gehérig, wenn ihre entsprechenden Sub- 
stitutionen sich hdchstens um simultane Multiplicationen aller Zweige 
mit Constanten unterscheiden. 

Es thut jedoch der Allgemeinheit der Betrachtung keinen Abbruch, 
wenn ich nur solche Formenschaaren vergleiche, welche in den Sub- 
stitutionen S; genau iibereinstimmen und welche bei Umliufen um jeden 
von den e,; verschiedenen Punkt sich genau reproduciren. 

Denn wenn die Substitutionen S; nicht genau tibereinstimmen, 
sondern sich um simultane Multiplicationen mit Constanten unter- 
scheiden, oder wenn die Zweige einer Formenschaar sich auch bei 
Umlauf um einen von den e; verschiedenen Punkt simultan mit einer 
Constanten multipliciren, so kann ich durch Multiplication mit ge- 
eigneten Potenzen von multiplicativen Primformen bewirken, dass die 
Substitutionen S; genau gleich werden und dass die e; die einzigen 
Verzweigungspunkte auf der Fliche sind. 

Die entsprechenden Exponenten verwandter Formenschaaren an den 
Stellen e; kinnen sich dann nur um ganze Zahlen unterscheiden. 

Bildet man die Fundamentalrelation der Substitutionen (S. 160) fiir 
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zwei in diesem Sinne verwandte Formenschaaren, so stimmen die 
linken Seiten der Relationen genau iiberein, da ja die simultanen 
Multiplicationen, um welche die A,, B, sich unterscheiden kénnen, 
mit allen Substitutionen vertauschbar sind und sich daher ganz heraus- 
heben. Dann kénnen aber auch die rechten Seiten nicht verschieden 
sein, und wir haben mithin den Satz: 

Die Grade verwandter Formenschaaren kinnen sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden. 

Alle die bisherigen Definitionen und Sitze gelten uneingeschrinkt, 
welcher Art auch die einzelnen Substitutionen S; sein moégen. Fiir 
die nun folgenden Betrachtungen wird es aber vielfach bequemer sein, 
zunachst den Fall auszuschliessen, dass mehrere Elementartheiler einer 
Substitution S; (vergl. Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Deter- 
minanten, Berl. S. B. 1894, p. 31) dieselbe Nullstelle haben; d. h. wenn 
unter den Exponenten 4;;, Aj, ... 4:, eines Punktes e; solche existiren, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, soll immer nur dem 
gréssten dieser Exponenten ein Fundamentalzweig ohne logarithmische 
Glieder in der Entwicklung entsprechen. Welche Modificationen unsere 
_ Siitze in den ausgeschlossenen Ausnahmefillen erfahren, werden wir 
nachtriiglich leicht aussprechen kénnen, wihrend die Beriicksichtigung 
derselben von vornherein zu manchen Weitliufigkeiten in der Dar- 
stellung fiihren wiirde. 

Es soll jetzt ein bestimmtes in der Classe vorkommendes Ex- 
ponentensystem 

Ain, Beas +20 dey (j== 1, 2, — 
als ,, Normalexponentensystem** zu Grunde gelegt werden. 

Wenn dann die Exponenten irgend einer Formenschaar der Classe 
an der Stelle e; von den entsprechenden Normalexponenten verschieden 
sind, so sage ich, die Formenschaar habe an der Stelle e; einen 
., Nebenpunkt“, und unter der Multiplicitiit desselben verstehe ich den 
Ueberschuss der Exponentensumme iiber die Summe der Normal- 
exponenten. 

Sind alle Exponenten an der Stelle ¢; grésser als die entsprechen- 
den Normalexponenten, so soll e; eine ,, Nullstelle‘‘ heissen, und zwar 
eine /-fache, wenn / der kleinste Ueberschuss eines Exponenten iiber 
den entsprechenden Normalexponenten ist; ist mindestens ein Exponent 
kleiner als der entsprechende Normalexponent, so heisse die Stelle eine 
» Unendlichkeitsstelle“‘, und zwar von der Multiplicitét 1, wenn der 
grésste Fehlbetrag eines Exponenten gegen den entsprechenden Normal- 
exponenten gleich / ist. 

Ein ,,reiner Nullpunkt bezw. Unendlichkeitspunkt“ liege vor, wenn 
alle Exponenten um ein und dieselbe Zahl grésser bezw. kleiner sind, 
als die entsprechenden Normalexponenten; ein ,,reiner Nebenpunkt‘ 
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wenn mindestens ein Exponent gleich dem entsprechenden Normal- 
exponenten und keiner kleiner als der entsprechende Normalexponent ist. 

Nach diesen Festsetzungen kann ich nun insbesondere von ,,ganzen 
Formenschaaren“ der Classe sprechen, d. h. solchen, die nirgends 
Unendlichkeitsstellen besitzen. 

Jede nicht ganze Formenschaar der Classe kann ich jedenfalls 
durch Multiplication mit multiplicativen Primformen in eine ganze 
Formenschaar der Classe verwandeln. Desgleichen kann ich jeden 
Nullpunkt einer Formenschaar durch Division mit einer Potenz der 
multiplicativen Primform beseitigen. 

Ferner will ich fir die Substitutionen A,, B,, die sich ja bei 
den einzelnen Formenschaaren der Classe noch um simultane Multi- 
plicationen mit Constanten unterscheiden kénnen, ein System von 
» Normalsubstitutionen“ so festlegen, dass die Normalsubstitutionen 
simmtlich die Determinante 1 haben. Diese Normirung der A,, B, 
enthalt natiirlich noch eine gewisse Willkiir, insofern ja die Deter- 
minante einer solchen Substitution gleich 1 bleibt, wenn man die Sub- 
stitution noch mit einer simultanen Multiplication mit einer nten 
Kinheitswurzel combinirt. Im Uebrigen hiingt diese Normirung auch 
von der Auswahl der unabhingigen Variablen <,, 2, ab. 

Mit Beziehung auf die ausgewihlten Normalsubstitutionen sage 
ich, irgend eine Formenschaar besitze das ,, Multiplicatorsystem‘ 
a, = 6 '"*, B, <= 6°'"™, wenn ihre Substitutionen A,, B, aus den 
entsprechenden Normalsubstitutionen durch Combination mit einer 
simultanen Multiplication aller Zweige mit «,, 8, hervorgehen. 

Es gelten folgende evidenten Siitze: 


Sind TI, Tl’, ... TI) irgend n verwandte Formenschaaren von 
den Graden 0,,0,,...9, und mit den Multiplicatoren a,, B,, 


a, , By;... «”, BY", so ist die aus ihren Zweigen gebildete Deter- 
minante 

ay) ’=1,2,...0 

“| fA=l,2,...n, 
wenn sie nicht identisch verschwindet, eine multiplicative Form vom 
Grade 0, + 0,-+ ----+46,, welche bei Umlauf' um e; den Multiplicator 
"| lings der Periodenwege A,. B, die Multiplicatoren o, ey...«?, 
B. By... BY” aufweist. 

Zwischen irgend n-+- 1 Formenschaaren der Classe besteht eine 
identische Relation der Gestalt 
Poll + HT +--+ + Gall” = 0, 


unter Wy, Pi» ++ + Pn unverzweigte multiplicative Formen der Fliche 
verstanden, deren Grade und Multiplicatorsysteme die Grade und 
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Multiplicatorsysteme von TT, TT’, ... 1 zu ein und demselben Grad 
und Maultiplicatorsystem ergiinzen, 
Die » sind namlich einfach den Determinanten der Matrix 


el 7 
\ ri | k= 0,1,2,...” 
: ho 1,2,...8 
proportional. 
Wenn n Formenschaaren 11, TT’, ... 11” der Classe so ausgewéhlt 
sind, dass thre Determinante 
imi | k= 1,2,...” 
7 h=1,2,..." 
nicht identisch verschwindet, so lisst sich jede Formenschaar TT der 
Classe in der Gestalt darstellen: 
T= 9,1 + 9,1" +---+ 9,11, 
WOrin @,, Po,.-+ Pn unverzweigte multiplicative Formen von den 
Graden 0d —0,, 6 —0,,...9—90, und mit den Maultiplicatoren 
ay 6, " Oy B, a, B, 


wx Px canie <->. > sam ere, | ener 
7) yy 79 7? 9 «a , 
-@,’ 6,’ a,” B, ay” i 


Umgekehrt liefert jede derartige Darstellung eine Formenschaar der 
Classe. 

Es giebt gewiss n Formenschaaren der Classe, deren Determinante 
nicht identisch verschwindet, und durch welche man also alle Formen- 
schaaren linear darstellen kann; z. B. unter TT irgend eine beliebige 
Formenschaar der Classe verstanden , die Schaaren 


T, DT, D’t,...D-'T. 
zy zy zy 


Hieraus folgt insbesondere der Satz: 


Jede Formenschaar TT geniigt einer linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung: 


DT + 9, D1 + 9, DT + +--+ o.i1D1 + oT =0, 
sy zy zy sy 


wortn P,, Po, -- + Pa algebraische Formen von den Graden — 2m, 
—4m,---—2nm sind, auf deren niihere Natur ich nicht eingehe. 


g 4. 
Darstellung der ganzen Formenschaaren durch eine Basis. 
Ein System von irgend » linear unabhiingigen ganzen Formen- 
schaaren der Classe nenne ich eine ,, Basis“ der Classe. 


Jede Formenschaar, die sich aus einer Basis mit Hiilfe ganzer 
multiplicativer Formen als Coefficienten zusammensetzt, ist eine ganze 
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‘Form der Classe; jede gemeinsame Nullstelle der Coefficienten ist eine 
Nullstelle der dargestellten Form. 

Aber das Umgekehrte, dass jede ganze Formenschaar der Classe 
durch die Basis vermittelst ganzer multiplicativer Formen als Coef- 
ficienten darstellbar sei und dass jede Nullstelle der dargestellten 
Formenschaar zugleich eine gemeinsame Nullstelle aller Coefficienten- 
formen sei, — was beides auf dasselbe hinauskommt —, ist im All- 
gemeinen nicht richtig. 

Kine Basis, welche diese Eigenschaft hat, dass sich durch sie alle 
ganzen Formenschaaren der Classe vermittelst ganzer Formen als Coet- 
ficienten darstelien, nenne ich eine ,, Minimalbasis“. 

Unter der Determinante einer Basis TY, T1’,... 11” verstehe ich 
die aus den » entsprechenden Zweigen der n Formenschaaren gebildete 
Determinante ree 

a) *=1,2,...0 
De |G hwil,2,...0. 
Die Determinante verschwindet an den Stellen e; mindestens in der 
Ordnung 4; = A;, + Aj + +--+ Aj, und hat im Uebrigen keine Un- 
endlichkeitsstellen. Sie ist eine multiplicative Form, welche bei Um- 
lauf um e den Multiplicator ¢*‘*’, lings der Periodenwege A,, B, 
die Multiplicatoren «j,a7 ... a", 6,87... BY” erhilt. 
D: hat also die Gestalt 


D =|] P(zei)* . Fy (215 22); 


i=1 
unter F, eine unverzweigte ganze multiplicative Form vom Grade 
q=9,+0,+---+4, - sya 


i=1 


verstanden. 
Wenn man irgend eine ganze Formenschaar der Classe durch die 
Basis darstellt, so kénnen als Nenner der Coefficientenformen nur die 
Primfactoren von F, auftreten. Ich bezeichne daher die Nullstellen 
von F,(2,, 2) als die ,, Ausnahmepunkte“ der Basis, und zwar soll 
eine Stelle @ ein ,,x-facher Ausnahmepunkt heissen, wenn F, daselbst, 
in Primformen gemessen, x-fach verschwindet. 
Die Natur eines Ausnahmepunktes ist durch seine ,,Hlementar- 
exponenten“‘ charakterisirt, welche in folgender Weise zu definiren sind: 
Es sei zunichst x von jeder der Stellen e; verschieden, “we 
k=1,2,. 
| h==1,2,. 
an der Stelle 2 verschwindet, x, die Ordnung, in der alle ae 


bedeute % =x, die Ordnung, in der die Determinante |Ty,* 





a, (1) PAPE) 2) yr +2) 
Th (24%) -+ AYP THT (2) + APT THY (4) 2) + 
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Unterdeterminanten verschwinden, — wobei nicht ausgeschlossen ist, 


dass einzelne derselben, nur nicht alle, in héherer Ordnung ver- 
schwinden —, x, die Ordnung der zweiten Unterdeterminanten u. s. w., 
endlich x, die Ordnung der (v—1)ten Unterdeterminanten, wahrend 
die vten Unterdeterminanten nicht mehr simmtlich verschwinden 
mogen. 

Die Differenzen 

& = x —_ Hy, &5 = Hy _- X35 wee Ey g = My — Hy, Ey = Xr, 
welche simmtlich positiv sind und den Ungleichungen 

&>& >: lei >See >O0 


geniigen, nenne ich, im Anschluss an den Weierstrass’schen Begriff 
der Elementartheiler, die ,, Elementarexponenten“ der Stelle x. 
Wenn 2 mit einer der Stellen ¢; zusammenfiallt, sind die Elementar- 


exponenten in gleicher Weise, nur statt vermittelst des Kormenschema’s 
(k) | 
im? vielmehr vermittelst des Systems |_™ Z| zu definiren. 
| P(ze,) | 
In der Untersuchung der Natur eines solchen Ausnahmepunktes 
‘ kann ich mich kurz fassen, indem ich auf eine Note von mir in Nr. 2 
der Gétt. Nachr. vom Jahre 1895 verweisen kann. Ich brauche nur 
“anzugeben, welche Modificationen des dort angegebenen Beweises da- 
durch nothwendig werden, dass wir es hier mit Formen, statt mit 
Functionen, zu thun haben, und dass wir von den darzustellenden 
Formen dasselbe functionentheoretische Verhalten verlangen, wie es 
die Basisformen besitzen. 
Man kann zuerst, eiue passende Anordnung der Basisschaaren 
1T, TT’, ... 11 vorausgesetzt, v Systeme von Constanten 


(v+1) v-+2) . yt) 2) ). (v+1) y-+-2) 
i, a .,... 4; ™, BO ,... L;... 4", L™,... 


auf eindeutige Weise so bestimmen, dass gleichzeitig die v.n Glei- 
chungen bestehen: 


Thy (24, %_)+ Ast my (24, %_) + Ay TTT” (ary a2) + 


TT (ary 2p) +A’ “—" (1%) +- ie" (4,2) +++ Ay Th,” (24) %_)=0 


(kh = 1,2,...%). 
Man construire nun » — v + 1 ganz multiplicative Formen 
Aj'(#,, 2), AY?” (e,, 2), AY (21, #2), - + Al” (#, #9) 
deren Grade und Multiplicatoren sich mit denen der Schaaren 


TT, Tet, TIe+2), TT 


— + AMT (24) 2%) ==(), 
ie Ay” Ti” (a4, 2») =0, 
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zu ein und demselben Grade und Multiplicatorsystem ergiinzen, und 
welche an der Stelle ¢, = 2,, 2, =x, die Werthe der Constanten 


1, Alt, A’), .,..A™ besitzen. Die Consiruction solcher Formen 
ist bei hinreichend hoch gewihltem Grade immer mdglich. 

In gleicher Weise construire man » — v + 1 ganze multipli- 
cative Formen® 

A," (2), %); Ay" (4,, 2); AY (z, » Ha)) +» » As(6, » 2), 
deren Grade und Maultiplicatoren sich mit denen von 
TT’, THO+9 TTe+*) be TH 

erginzen und welche fiir 2, = 2,, 2. =, die Werthe 


(v1) (v2) (n) 
.) ae” “eae” Sh eo 
besitzen u. s. w. 





Dann sind 
p’ A, (21, )TT’ + Avr) (2, aq) THY 4 Arr) (41, aq) THT?) she +A” (2, £) TH) 
esi i ar. ; P (2, x) ; —- ’ 
p” AY (245 Ma) TT” + AQTY (2, 29) THO TY 4 ACT) (gy, 29) THOT) 4... 4AM) (ay, 2g) TT) 
” _— P(@, x) , 
prey a Ae ey BAYT APTN 5 Ba) TTD PAPE (By Ha) TIED - «AP CO 20 TT 


P(z, x) ? 
wieder ganze Formenschaaren der Classe, und P’, P’,...P(”), T+ ,... 11 
wieder eine Basis und zwar mit der Determinante: 


i=s 


A, (81, %).Ay (2, %)... A” (zy, 29) 
a 7 1> “2, 2 \"19 “2 v 1 
| | P(ze,)'- Fy(2,, %)° — a 





’ 

i=1 
Die Ordnung des Ausnahmepunktes x ist hierdurch um v erniedrigt, 
und zwar so, dass jeder der v Elementarexponenten um 1 verkleinert 
ist, wofiir man den Beweis in der genannten Note in den Gott. Nachr. 
nachsehen mag. 

Durch Wiederholung des geschilderten Verfahrens beweist man 
genau, wie an der genannten Stelle, den Satz: 

Wenn e¢,, €,,...¢, die Elementarexponenten der Stelle x sind, nach 
abnehmender Grisse geordnet, so kinnen die Darstellungscoefficienten 
Pi> Poy» ++ Pn einer ganzen Formenschaar : 

Th = TT + etl" + +++ + palTT™ 
an der Stelle x bis zur Ordnung e, unendlich werden; und zwar ent- 
halten die e,-fach wnendlich werdenden Entwicklungsglieder der p,, P.,..- Pn 
so viele willkiirliche Constanten linear und homogen, als Elementarexpo- 
nenten =e, sind, die e, —1-fach wnendlich werdenden Glieder neben 
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den schon genannten so viele neue willkiirliche Constanten linear und 
mit den ersteren zusammengenommen homogen, als Elementarexponenten 
>e,—1 sind, die e, — 2-fach wnendlich werdenden Glieder so viele 
weitere willkiirliche Constanten, als Elementarexponenten > e, — 2 
sind, u. Ss. Ww. 

Die Gesammtzahl der willkiirlichen Constanten in den unendlich 
werdenden Entwicklungsgliedern ist 

atet---+e4=—*%, 

d. h. gleich der Multiplicitét des Ausnahmepunktes. 

Der Satz bleibt auch richtig, wenn 2 mit einer der Stellen ¢; 


zusammenfillt; man hat beim Beweise nur statt mit dem Formensystem 
° (k) 
k Pe h . 
TH mit dem System “4 Zu operiren. 
P (ze) "" 


§ 5. 
Specielle Folgerungen. 


Die spiiteren Untersuchungen kénnen wir so fiihren, dass nur 
‘zwei Specialfiille des aufgestellten allgemeinen Satzes benutzt zu 
werden brauchen, und ich will diese beiden Specialfille daher noch 
besonders hervorheben. 

1) Einfacher Ausnahmepunkt: 

a=l,vy=l,e=—1. 

Die 9, P., ++ Pn kinnen an der Stelle z = x je einfach wnendlich 
werden mit Coefficienten a,,,,... On, die in dem wohlbestimmten Ver- 
hiltniss stehen miissen 

@, 2@_,3°++:@,m A,: A,:--+: A,, 
wo die A,, A,,...A, den nicht durchweg verschwindenden zu einer 
Zeile gehérigen Unterdeterminanten der Determinante | TT" (x,, x,) | 
proportional sind. 

2) (n—1)-facher Ausnahmepunkt mit n—1 Elementarexponenten: 

=n—1, v=n—1, 4 —=Q=—---=—=Ggi1=—1. 
Die 9,, Pr, +--+ Pn kinnen an der Stelle 2 =x je einfach unendlich 
werden mit Coefficienten «,, @,...n, Ue der einzigen wohlbestimmten 
Gleichung geniigen miissen: 
a,A,+ a,A,+----+a,A4,=—0, 
wo die A,, A,,...A, den nicht durchweg verschwindenden Gliedern 
einer Zeile der Determinante | TT{)(a,, z,) | proportional sind. 

Die Wichtigkeit dieser beiden speciellen Siitze, unmittelbar des 
ersten, beruht auf folgendem Satz, dessen Richtigkeit ebenfalls aus 
den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen folgt: 








Laan} 


m= a a’ 


e 
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Man kann stets eine Basis finden, welche nur einfache Ausnahme- 
punkte besitet. 

Denn indem man von der Basis TT’, TT’,... TI zu der Basis 
P’, P’, ... P™, TH+), ... TI iibergeht, erniedrigt man die Multi- 
plicitit des Ausnahmepunktes x um v, Wihlt man dabei, — was stets 
méglich ist —, die multiplicativen Formen A,’(z,, 2.), A,’(2,, %), «+ 
.. AY(z,, 2) so, dass ihr Product nur einfache Nullstellen besitzt, 
die von den Nullstellen der Form F',(z,, ,) siimmtlich verschieden 
sind, so hat man damit weder die Multiplicitit eines andern Ausnahme- 
punktes erhdht, noch einen neuen mehrfachen Ausnahmepunkt ein- 
gefiihrt. Durch Wiederholung des Verfahrens kann man schliesslich 
erreichen, dass nur einfache Ausnahmepunkte iibrig bleiben. 

In dem speciellen Falle p = 0 kann man noch weiter gehen: 

Wenn p =O ist, kann man stets eine Minimalbasis, d. h. eine 
Basis ohne Ausnahmepunkte finden. 

Wenn niimlich p =O ist, kann ich als unabhiingige Variable 2 
eine einwerthige Function des algebraischen Gebildes zu Grunde legen, 
d. h. in einer schlichten z-Ebene operiren. Die Multiplicatoren kommen 
in Wegfall, die 9,, 9, -.- @, werden rationale Formen, P(z, 2) 
geht in die Determinante (2, 7) = 2,2, — 2,”, tiber. Die Nullstellen 
irgend einer ganzen rationalen Form beliebigen Grades unterliegen 
ihrer Lage nach keiner Beschriinkung. 

Wenn nun & eine Ausnahmestelle der Basis TT’, TT’, .. . TT ist, 
so kann ich mindestens eine ganze Formenschaar von der Gestalt 
finden 

pa Mae) TT + Ae me PL 
£2) 
in welcher nicht alle Formen A’, A”,... A bei ¢ = a verschwinden. 
Diejenigen der Formen, welche bei z= wx verschwinden, kann ich 
geradezu durch 0 ersetzen unbeschadet der Eigenschaft von P, eine 
ganze Formenschaar zu sein, Von den hiernach im Ausdruck von P 
noch iibrig bleibenden Schaaren TT’, TT”, ... TT”) habe TT den héchsten 
Grad. Dann kann ich den Coefficienten A) (¢,, 2.) direct als eine 
Constante, etwa 1 annehmen, und die tibrigen Coefficienten doch noch 
als ganze rationale Formen so bestimmen, dass P bei 2 nicht unend- 
lich wird. Fiihre ich nun das so gefundene P statt TT“) in die Basis 
ein, so wird hierdurch die Determinante der Basis einfach durch (zz) 
dividirt, ohne dass neue Nullstellen eingefiihrt wiirden; durch Fort- 
setzung des Verfahrens kann man also alle Ausnahmepunkte be- 
seitigen, w. z. b. w. 
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§ 6. 
Einordnung der Fille mit ganzzahligen Exponentendifferenzen. 


Wir haben bei den Betrachtungen iiber Basisdarstellungen bisher 
die Fille ausgeschlossen, wo eine Substitution S; mehrere Elementar- 
theiler mit derselben Nullstelle besitzt. 


Denn die Angabe iiber das Verhalten einer Basisdeterminante an 
der Stelle e; beruht wesentlich darauf, dass den Fundamentalzweigen 
einer Schaar TT’, d. h. den Zweigen, welche zu den Exponenten A;,, 
Aig, ... Ain gehéren, nur auch wieder die Fundamentalzweige einer 
andern Formenschaar TT” cogredient sein kénnen, Dies ist aber nur 
dann richtig, wenn die Substitution S; nur solche Transformationen 
in sich gestattet, bei denen die Fundamentalzweige Fundamentalzweige 
bleiben, und dies ist nur dann der Fall, wenn die Elementartheiler 
der charakteristischen Function von S; lauter verschiedene Nullstellen 
haben. *) 


Es sei jetzt S eine solche der Substitutionen S;, deren charakte- 
ristische Function mebrere Elementartheiler mit derselben Nullstelle « 
und den Elementarexponenten ¢,, €, ... &, besitzen mége. Wir 
brauchen die Aufmerksamkeit nur auf diejenigen ¢ = ¢, + ¢,-+---+ &, 
Fundamentalzweige von TT’ zu richten, welche diesen Elementartheilern 
entsprechen, da bei einer Transformation von S in sich selbst diese 
Zweige sich nur untereinander substituiren kénnen. Man kann dann 
diese ¢ Fundamentalzweige so heraussuchen, dass ihre Substitution die 
Gestalt hat: 


mi@i.|.t* 


Oo|\%|-|-10 
S = 
0 0 S, 


Hierin bedeutet das in der wten Zeile und vten Colonne stehende 
Feld ein Coefficientenschema von «, Zeilen und ¢, Colonnen, nimlich 


*) Fiir die Elementartheilertheorie der linearen Substitutionen vergleiche 
man die pag. 164 citirte Abhandlung von Frobenius. 
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a soe O 
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| S, - 


0 0 0...¢4 
00 0...¢4 
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Eine Substitution U, durch welche S in sich selbst transformirt wird: 


U 
hat die allgemeine Gestalt: 
Uy 
| Ue 
U= 
Uy: | 


SU-'=S, 

| Urs | Ui, 
| On (Ds, | 
Been 
| | | | 
° | . | 
Uys | Uy, | 


und zwar sind in dem einzelnen, aus ¢, Zeilen und ¢, Colonnen be- 
stehenden Theilschema U,, alle diejenigen Glieder, welche in einer 
Diagonalreihe stehen, einander gleich und nur dann von 0 verschieden, 
wenn die betr. Diagonalreihe in der ersten Colonne und in der letzten 


Zeile endigt, also z. B. 

















tu» O O 
Uns =| they Un» O fir = & == 3; 
wr ” , 
Un Y Un y Un 9 | 
tw» O O O 
Our =| ter ty» O O| fir &,=3; &, = 4; 
r Lad ’ 
Uny Uny Uny O 
0 0 0 
i. © 0 m 
U, > = ” , fiir Eu = 4, &y = 3 
Ue v Ube v 0 
Woy tiny Uns 
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Denken wir uns die Elementartheiler so geordnet, dass 


& 8 Sees Se 
ist, so ist 














a, 0 ae 
eS @& «8 
"Ong — a : ; ’ 
e &,—1 ° 
«* wi os Une 
Un» O coc Oc. 
Uny Une , S..08 
Un» =| ° : : : ‘ |, wenn uw < v, 
oi 
ul") ue os ste S...6 














0 0 0 
0 0 ie 

U. , = Un ¥ 0 loth 0 » wenn u- v. 
Un» Uy Y see 0 





( ty) (#y—1) 


uy uy es 








Die Fundamentalzweige von TT’ seien, den Elementartheilern entsprechend 
in Gruppen (Hamburger’sche Untergruppen nach der in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen iiblichen Bezeichnung) eingetheilt: 


1). 2 2 ° . 
A A A 
ihre Exponenten 
(1) 4(1) Q@), 9) 4(2) (2), ~ 7(9) 4(9) (q) 
et, Pies Bs. AD ,.... 


Dabei sind die Exponenten in jeder der Gruppen nach abnehmendem 
reellen Theil geordnet. 

Durch die Transformation U gehen die Zweige in 

re, 7,... Yo; am, FP,... ¥®; oes em, FM,... hg 
iiber, und zwar sind die Y der Reihe nach lineare Combinationen 
folgender Zweige y: 





yu 
1 


Y() 


yw 
oT 


7(2) 
y 1 

ye 
ye 


&—F, 


ye 
Ye) 


&— 8, -- 


& 8-3 


° 
Ye) 
& 


se 
ni 
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il (1). 2). ) 
7” von yi); y®; ... yf ) 
r( , 1) afl1)s 92) ay(2)- ‘ 
YS ) yon y! ys ) y\ yy Vs i yi?) yw) 
‘ Es, 
rl 1) agit) (1). (2 (2 (2). ) ¢ 
PO May NS UP Uy «YS WY, oe yl 
(2) 2). 9)(3)- 
Yt von ys yf; .-. yt ) 
(2 2) 92). 9(3) gyiB)« 
yyy von YP Yes YP), ys... yl, yy? 
: &—F, » 
(2) (2) 9,(2) 2 3) 4 3 3 . ayl4 (9) (q) 
1, von Ya Yea UE YO a MM UD 
(2 (1s (2) gy(2) ° (3). 4 3) (9) ala) q) 
Fe et lS a He Me ns Yl Uy oo YO a5 Yl, UM, «yD woul 
(2) y\) (1) + gy(2) . (2) + ayf3). ay(3) 3) : (9) ay(Q) (q) 
he ep VOD Yl, Ys5 YP UP, 05 yl), yh yo YO) ghee YO Yi, YM 1 
; 8,5 
7(2 1 1 1 2)e aflf 3 9j(3) « 4 ‘ ‘ 
YE vor ft), Ws Ws YP), YP), .. 45 YS), yO), .. yl) 3... yl, yl), ... yl 
7 (3) (3) 6 (q) 
Y\ von ys... yf ) 
Ye) von yf, ys... aft), yo 
€3— Fas 
(3 3 3 (3 ° p ) q 
ye von YY), YO soe Wye, yl, 
(3) 2). off2) off8 3 . ant 4 
Yt Vou CMR ee ee 
(3) 2 (2), 3) (3 3 i ( (4 
‘ e+2 VOn yy uy vy ry, ,. YO as gisee y, y!?),.. Y,, a te 
. &—&, 
(2) (2) (2 o + iat 3). 0). afl 9) 
ye von Pye Mes Wyss YO ge YY 
7(3 «92 2 2 . 3 3 b ¢ ‘ 4 
re _ von y\; y\ ), yy 9 epi) y\ us J ey) ott G4 yf, .. , Ye wr 
”(3) (1) 1). ggl2)o gl?) 2) « gS 3 ; . q) agl4 
4, e429 VON, yl); ys yl oy ae y, yl , ny) wr Ya, y, ... ye aii 
; Eh) 
"(3 1 1 1 4 2 2). 3 $ 3). ( (q) v 
Yv) von y\ 4 ( = L yf ). sy? 2) y¥2), 2). ¥®); yS ), y®),. ‘ 5 ee yyy, yl) 








u. Ss. W. 


Die Exponenten der Zweige Y werden danach im Allgemeinen kleiner 
sein als diejenigen der entsprechenden Zweige y, niimlich gleich dem 
niedrigsten Kxponenten, den einer der Zweige y hat, aus denen sich 


12* 
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das betreffende Y zusammensetzt. Sind (A),', (4),' u. s. w. die Ex- 
ponenten der Y, so ist also: 


(4)! die kleinste der Zahlen 4, 2), ... 4@ 


1 2 ( 
(a) ”? ” At ), ag P. see AW 
5 &,, 
er (1) 42) (9) 
(ayo) ” ” aM), ae bees Ata 
ra ; 
(4) ” ” a... AW) 
: ; &,—&,; 
! . (2) () 
(A)? e ” ” Ae rote a . 
(2) (1) 2(2) (9) 
(4) 0s ” ” AM), 22) ay AO 
i : a> 
. 1) 4(2) (y) 
(a) * » A, a2), ... ae 
Aye 3 ( 
(aj) ” ” A”) sp A\9) 
. és &o, 
“ (3) (9) 
(a) 2, ” ” A wee _. 
3) (2) 413) () 
(4). ett ” ” Ay ? a. ef1? *** ee 
” : €y—€ 5 
* (2) (3) (q) 
(a) ‘ ” ” ae a? A m Ato 7 
(3) Ww 202) (3) = 
(4 atti ™ ” at ? a? 44a? AE e-f1? “°° Al &+1 
: . & 
; j 2 3 
(a) ” ” aw” ? A ; a) : Jnr Aa) 











u. Ss. W. 


Die Exponenten Aj’, ay’,...af?, a®,... sl die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichung der zu TT gehdrigen linearen 
Differentialgleichung, will ich die eigentlichen, die Zablen 

(A)t?, (a)?, «ay? 
die modificirten Exponenten von TT an der Stelle ¢; nennen. 


Um jetzt wieder zur friiheren Bezeichnung der Exponenten einer 
Stelle e; zuriickzukehren, seien 4;,, Ajo, ... A, die eigentlichen, 
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(A)it, (A)iz,-- + (A)in die modificirten Exponenten, wobei natiirlich die- 
jenigen Exponenten, welche zu Elementartheilern mit lauter verschie- 
denen Nullstellen gehéren, mit den entsprechenden modificirten Ex- 
ponenten tibereinstimmen. 

Wenn nun die Zweige TT,’, TT.’,... TT» auch so ausgewahlt sind, 
dass sie gerade zu den Eponenten 4;,, Ai2,... Ain gehdren, dass also 
= a «z ayia’ aos Gali bei ¢; endlich bleiben oder héch- 
stens logarithmisch unendlich werden (letzteres nur in dem Falle, 
wenn mehrere gleiche Exponenten vorkommen), so brauchen doch die 
entsprechenden zu einer verwandten Formenschaar TT” gebildeten Aus- 

Ty a Tn 
P (ze)? P (ze, i = (z¢,)4in’ 
selben oder gréssere Exponenten 4;;, Aig, ... Ain besitzt, wie TT’, bei 
e; nicht endlich zu bleiben. 

Erst die Ausdriicke 


TT TT, TT, 
P (22) ’ Pp (se,) 2” ° P (ze) n 


driicke selbst wenn TT” genau die- 


miissen fiir alle Formenschaaren TT, deren Exponenten grésser oder 
gleich Aj:, 4i2, Ai, sind, endlich bleiben. 

Aber letztere Ausdriicke kénnen auch noch dann endlich bleiben, 
wenn einzelne Exponenten kleiner sind als Aj;, 4j2,.. Ain, Wenn also 
TT nach der fritheren Definition in Bezug auf 4;;, aj2,.. Ain als Nor- 
malexponenten bei e; eine Unendlichkeitsstelle besiisse; es diirfen eben 
nur die modificirten Exponenten von TT nicht kleiner sein als (A),,, 
(A\ie,-+(A)ine Das fiihrt uns darauf, fiir die Definition des Unend- 
lichwerdens an einer Stelle e; iiberhaupt nicht die eigentlichen, son- 
dern die modificirten Exponenten zu Grunde zu legen. Wir sagen 
also, nachdem wir ein System modificirter Exponenten (A)j1, (A)i2,.. 
(A)in als Normalsystem festgelegt haben: 

Eine Formenschaar TV heisst bei z = e¢; endlich, wenn die Formen 


pay (A)ea, hy a pac) Hee 
bet e; héchstens logarithmisch unendlich werden; ¢; ist eine Unendlich- 
keitsstelle, wenn mindestens eine dieser Formen auch algebraisch unend- 
lich wird, eine Nullstelle, wenn alle Formen verschwinden. 

Hierbei sind unter TT,, TT,,..TT, soleche » Zweige von TT ver- 
standen, deren Substitution die zu Anfang dieses Paragraphen benutzte 
Normalform hat. 

Fiir die Determinante einer Basis TT’, TT”, . . TI ergiebt sich der 
Satz: Die Determinante einer Basis verschwindet bei e; mindestens in 
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der Ordnung (A); = (Aji + (Aliz +++ + (Ain, hat also den allge- 


meinen Ausdruck 
ry _— 
IT P(ze,) » Fy (4, 22) 


11 


i=83 
q = 0,4+6,4+--4+6,—- day. 
i=1 
Die Ausnahmepunkte der Basis, cinschliesslich der etwa in den Punk- 
ten ¢ liegenden, sind durch die Nullstellen von F, gegeben. 

Hier ordnet sich nun auch die arithmetische Theorie der algebra- 
ischen Functionen ein, wie sie von Weber und Dedekind*), Kron- 
ecker **), Hensel***) untersucht worden ist. 

Alle zu einer vorgegebenen n-blittrigen Riemann’schen Fliche 
gehérigen algebraischen Functionen und Formen kann man nimlich 
als n-gliedrige Formenschaaren in der schlichten z-Ebene, also von 
p = 0 auffassen, deren Zweige bei geschlossenen Umliufen von z um 
gewisse Punkte der z-Ebene, niimlich um die Punkte z, iiber denen 
Verzweigungsstellen der Riemann’schen Flache liegen, sich permutiren, 
d. h. eine specielle Art linearer Substitutionen erleiden. 

Mégen an einer Stelle ¢; ein v,-, v,-, .. v,-blittriger Verzwei- 
gungspunkt der Riemann’schen Fliche tiber einander liegen, ausserdem 
vielleicht y schlichte Blatter, so dass 


VM tMm+ eo +wy+t+r=—nN 
ist. Man sagt dann von irgend einer algebraischen Form, sie sei an 


der Stelle ¢; endlich, wenn ihre modificirten Exponenten an der Stelle 
nicht kleiner sind als 





2 1— 1 1 2 —1 1 2 19— 
9. + Te a ee ee eT . 
sd | vy ~ Ve vg? ¥ vq 


O= GO ,.@, 


Legen wir also diese als Normalexponenten zu Grunde, so wird 
, ; v\- Vo-—1 vqg—l 
Rh Mie Cet -- + hom BE 4 Bet. 4 Bt, 


(A); ist die halbe Gesammtmultiplicitit der an der Stelle e; iiber ein- 
ander liegenden Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fiche. 

Wir haben also folgende Sachlage: 

Wir kinnen alle algebraischen Functionen und Formen der Fliche 
durch eine Basis Tl’, T1”,..11™ vom ganzen algebraischen Formen ra- 
tional darstellen. 


i 


*) Crelle’s Journal Bd. 92. 
**) Ebenda Bd. 92. 
***) Ebenda Bd, 109. 111, 








sti 


is 


a & 
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Die Determinante der Basis ist ein Ausdruck von der Gestalt 


[] (2 er “OF, (2, 29), 


worin das Product tiber alle Verzweigungspunkte der Fliche zu er- 
strecken ist, und F,(2,, 2,) eine ganze rationale Form vom Grade 


g= +8 +--+4—§5 Dm — 1) 


ist, deren Nullstellen die Ausnahmestellen der Basis sind. 

Da p = 0 ist, so kénnen wir stets eine Minimalbasis finden, durch 
welche sich alle ganzen algebraischen Formen linear mit ganzen ratio- 
nalen Coefficienten darstellen lassen. Die Grade einer solchen miissen 
der Relation geniigen 


6,4+9,+---+9, = 

Die Summe auf der rechten Seite ensinss wir durch die Blatterzahl 
m und das Geschlecht p der Riemann’schen Flache ausdriicken. Wir 
bekommen so 

Anzahl der Ausnahmepunkte: g = 6,-+-6,-+--+06,—n—p+l. 

Minimalbasis: 6,.+0,+-.-+06,=—=n+p—1. 
Die Determinante ist die Quadratwurzel dessen, was Weber, Dedekind 
und Kronecker als Discriminante der Basis bezeichnen, das Product 


v—1l 
i 


tole 


TI(ze;) 2 ist die Quadratwurzel aus dem wesentlichen, F’,(2,, 2.) die- 
jenige aus dem ausserwesentlichen Theil der Discriminante, welcher 
ja in der That ein Quadrat ist. 


§ 7. 


Reciproke Formenschaaren. 


Es werde jetzt jedem der s singuliren Punkte ¢; eine bestimmte 
Zahl w; zugeordnet. Unter ® mdge irgend eine derjenigen multipli- 
cativen Formen vom Grade 2 —2 verstanden werden, welche bei 
canonischer Darstellung algebraisch sind (44 § 10). 


Ich nenne dann zwei Formenschaaren TI und Q reciproke Formen- 
schaaren, wenn zwischen ihren entsprechenden Zweigen eine Identitat 
folgender Gestalt besteht: 


i=8 


1,2; + TQ + +++ - tT. = |] Plea. o(,, 2). 


i=1 
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Damit zwei Formenschaaren auf einer Riemann’schen Fliiche in 
diesem Sinne reciprok zu einander sind, ist, wie leicht zu sehen, noth- 
wendig und hinreichend, dass sich ihre Grade 0 und 0” zu 

2p — 2+ ys Mj 
i=1 
erginzen, und dass sich ihre entsprechenden Substitutionen von contra- 
gredienten Substitutionen nur um solche Multiplicatoren unterscheiden, 
die sich zu den Multiplicatoren der rechts stehenden Form erginzen; 
letztere sind durch die Auswahl der unabhingigen Variablen z,, 2, 
und der Zahlen u; vollstiindig bestimmt, niimlich bei kanoniscken Va- 
riablen z2,, 2, (44, § 7) 


. : Qi . 
bei einem Umlauf S: eens 

by 7 7€2 : .€ 

“ " . ~ seal "Vee («, Wate, "at We) 
bei einem Periodenweg A,: ¢ “ , 
ad 7eé eo . 
-> "ex («, a + Ky " ook uwes) 
a 


bei einem Periodenweg B,: ¢ 


7 


Bildet man zu allen Formenschaaren einer Classe die siimmtlichen 
reciproken Formenschaaren, so bilden die letzteren ebenfalls eine Classe, 
welche ich die ,,reciproke Classe“ nennen will. Man hat dann den Satz: 


Ist Tl eine Formenschaar der einen Classe, Q eine Formenschaar 
der reciproken Classe, so besteht eine Identitiit: 


7,2, + 17,2, +---+Th2— [[ 2c. WY (4,, 20), 


i=1 


i=s 
%, | 
unter ¥ eine unverzweigte multiplicative Form vom Grade 6 -!- d’— > u; 
> | 
verstanden. 
Umgekehrt, wenn eine solche Identitdt besteht, gehdren TT und Q cu 
reciproken Classen. 


Wenn sich die Exponenten einer Formenschaar TT bei ¢; von 
Ait, 4iz,++. Aim nur um ganze Zahlen unterscheiden kénnen, so kénnen 
sich, wie leicht zu sehen, die Exponenten einer Formenschaar Q der 
reciproken Classe von uw; — 4i:, wi — Ai2,--. Ui — Ai, UY UM ganze 
Zahlen unterscheiden. Es mége zuerst wieder der Fall des § 6 aus- 
geschlossen sein. Wenn dann 4;;, 4j2,... Ain die Normalexponenten 
der einen Classe sind, so will ich als Normalexponenten fiir die reci- 
proke Classe die Zahlen 4;; = w;—Ai1, Az = Wi—Aiz, Ain = Ui —Ain 
festlegen. Damit ist zugleich bestimmt, was man unter einer ganzen 
Formenschaar der Classe 2, und was man unter einer Basis zu ver- 
stehen hat. Ich behaupte jetzt: 








au 
cle 


§ 
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Wenn eine Basis der Formenclasse Tl gegeben ist, so kann man 
aus thr stets auf einfache Weise eine Basis der reciproken Formen- 
classe Q construiren. 

Man bilde nimlich die n? ersten Unterdeterminanten des Schemas: 


eS 6c 
a; & ... 


S 6... 

multiplicire dieselben mit [] Pe “«—* ynd bezeichne die so erhal- 
i—1 

tenen Formen mit: 
Q, Q,” “ee Qy” 

a 2”... 


> 


s ? ” (nm) 
Se €£.cc. 
Fasst man dann die in einer Colonne stehenden Formen Q), QY),. . Q) 
als Zweige einer Formenschaar Q) auf, so bilden Q’, Q”,.. Q” that- 
siichlich ‘eine Basis der reciproken Classe. 


Wenn die Determinante der Basis TT’, TT’,.. 11” der ersten For- 
menclasse 


[ ] Pee*F,, 2) 
$= 1 


ist, so heisst die Determinante der zur reciproken Formenclasse gehi- 


rigen Basis Q’, Q”,. . Q” 


TI \nu 4; WW ” 
| | P(sei)*** + F(a, 22)" * 


i==1 


oder, wenn ich 


it + diz + +++ +4, = NU; A; = Aj 
setze: 


IT P(ze;)' Fy (@  @)"~. 
i=l 
Man sieht hieraus zugleich Folgendes: 
Jeder Ausnahmepunkt der Basis TI’, T1”,...11™ ist ein Aus- 
nahmepunkt der Basis Q, Q”,...Q!”) von (n — 1)facher Multiplicitat. 


Ks erhebt sich dabei sofort die Frage, welches die Elementar- 
exponenten eines solehen Ausuahmepunktes in Bezug auf die Basis 
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2, Q’,...Q” sind, wenn seine Elementarexponenten in Bezug auf 
die Basis TT’, TT”, ... 1” bekannt sind. 


Zur Beantwortung dieser Frage stiitze ich mich auf folgenden 
Determinantensatz : 

Es werde mit .. “— eine Determinante bezeichnet, die aus 
dem Schema 


i 2 n 
Oy Hype ee & 


» 


Ge, Ge, « 


SR xe 
n nn’ a 


die %,-, %#,-,...%,'° Colonne und die i, -, 


ty-, ++ t" Leile enthilt; 
die Gesammtdeterminante des Schemas sei A. 


Es seien ferner 
4.1 4.2 ‘ 
A,', A,’,...A® 


A,', A,?,... A" 


“ 


Al A2 An 
At, A?,.., A 


n 


die ersten Unterdeterminanten des Schemas der «%, und die Unter- 
determinanten des Schemas der A¥ mégen in entsprechender Weise, 


. - : a ae : 
wie bei den «* mit A," ”'"', “ bezeichnet werden. 
br lan eo Oy 
Dann besteht der Satz: 


Nyy Magee 2 rere 
A”... * an ae : 
ths layer ty —_ tvinseesin—y 

wo unter 7, i),...t,-4 beaw. #,, *#),...%n—, diejenigen Zahlen 
verstanden werden, welche man erhalt, wenn man von den Zahlen 
1,2,...m die Zahlen i,, i,,...%, bezw. %,, %,-..-%, Wweglasst, 
und worin das Vorzeichen +- von der Reihenfolge der Zahlen i,’, i,.. 
.+ tiny bezw. x,', %',...*a—, abhingt. 

Hieraus folgt, wenn x,’, x,,..., &, &,-.. dieselbe Bedeutung 
fiir die Basis Q’, 2”,...Q2 haben, wie %,, %,..., &) & +++ & 
fiir die Basis TT’, T1”,...1™ (§ 4): 

Xu = Un—-nt2 + (m —w)x, 
En —_ x, a En—u+i1- 

Wenn also v Elementarexponenten ¢,, &,...& von Null ver- 

schieden sind, so sind von den Elementarexponenten ¢,', &',... die 


ersten n—v stimmtlich gleich x,, die folgenden v dagegen um é,, &,—;,.- 
.. & kleiner als x, 
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, , 


Ep by Se BH SH SH EP Ee ey 
En—vt = Hy — & 


En- v2 P= Hy, -— Ey -1 


en = 4, — &. 


Wenn 2 speciell ein einfacher Ausnahmepunkt fiir die Basis TT’, 
TT”, ... TT” ist, so ist 


é,=1, & = & =--+—& =, 
also 
& =8& =---=—&1,=1, & = 0. 
« ist also fiir Q’,Q”,...Q” zwar ein (vn — 1)facher Ausnahmepunkt, 


doch kénnen die Zusammensetzungscoefficienten einer ganzen Formen- 
schaar Q an der Stelle 2 nur einfach unendlich werden, und zwar so, 
dass die » Coefficienten des Unendlichwerdens nur einer einzigen ho- 
mogenen linearen Gleichung zu geniigen brauchen. 


Des Genauern liegt die Sache so: 
Wenn « ein einfacher Ausnahmepunkt der Basis TT’, 11”, . . . TI 
ist, so giebt es in dem Schema 
WH, i, ... 
Ty 1”... 1 


Ti Gh ces Th) 


mindestens eine Zeile, deren zugehérige erste Unterdeterminanten fiir 
é,; =X, % = 2, nicht simmtlich verschwinden. Das Verhiltniss der 
Werthe dieser Unterdeterminanten an der Stelle x ist wegen des Ver- 
schwindens der Gesammtdeterminante ein wohlbestimmtes, von der 
Auswahl der Zeile unabhingiges, etwa 


A, t By t+ ++3 My 
Andererseits giebt es wegen ¢, = in dem reciproken Schema: 


Q’ 2”... QW 
Q/ 4"... QW 


QW, QW... Qa 
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mindestens eine Zeile, deren Glieder fiir z,=2,, 2,—2, nicht simmt- 
lich verschwinden, und diese Glieder stehen, wegen des Verschwindens 
der (n—1)'" Unterdeterminanten, an der Stelle z= in einem wohl- 
bestimmten, von der Auswahl der Zeile unabhingigen Verhiltniss, 
nimlich in genau demselben Verhiiltniss 


4A,:4,:-++:4,, 
wie aus der Definition der Q unmittelbar folgt. 


Wir haben dann folgenden Satz: 
In einer ganzen Formenschaar: 


Th = pT + pT” + +++ + TT) 


diirfen die 9, P2,- ++ Pn je einfach unendlich werden mit Coefficienten 
&), Gy,.++ Gn, welche in dem Verhiiltniss stehen: 


My 2@,3+-°3a, = A,:A,:-+-: An, 
und in einer ganzen Formenschaar: 
Q = YY + P,Q" + --- + yy, Q” 


diirfen die %,, W,--. Un je einfach unendlich werden mit Coefficienten 
B,, Bo, Bn, welche der Gleichung geniigen: 


A,B, + A,B, +--+ + AnBo = 0. 


Jede Formenschaar TT lisst sich durch TT’, 17”, ... TT’, jede For- 
menschaar Q durch Q’, Q”,... Q\”) linear ausdriicken: 


ae Tae ++: + ATT, 
Q == », Q’ + wQ” +--+. ty, MH, 
Bildet man den Ausdruck 


TT, 2 + TT, 2, il a TT. 2, 
so erhalt man 


9, ¥; > TH: Qi + 9, D> TiQi +--+ -+ gy, va>, TT; Q\" 


%, ” , ' ” ” 7 ” (n 
+ Mot, a TT; Q +- 22>, THQ es + P2V0 DT Qy” 


+ GB, DTD + Gaby OT Qi + = + + Gada TIM”. 


i 


Aus der Definition der Q’, Q”,...Q folgen aber die Identititen: 
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Sra! = 0, wenn k$l. 


Mi? 


=1 
In Folge dessen ist 


TT, Q + TT, Q, +-+-+ TQ, 
a: I] PZ, ei)Mi . Fy (2,5 2) - (PiY1 + Pot, +++ + Gada). 
i=1 

Wenn TT und Q nicht nur reciproken Classen angehéren, sondern 
selbst reciproke Formenschaaren im Sinne der Definition zu Anfang 
dieses Paragraphen sein sollen, so miissen die Producte F,,(z,,2.).9,.¥;, 
Fy (24, 2.) «Po. Vo, «+ + Fy(&, 2) -Pn- Wn jedes eine multiplicative 
Form %2,_2(2,, 2) sein, also g, und y,. F,(2,, 2) miissen reciproke 
multiplicative Formen sein. Wir haben also den Satz: 

Ist 

TT = Qy@ H+ PW += + + Pal” 

irgend eine Formenschaar der Classe 11, so driicken sich die zu TT re- 
ciproken Formenschaaren Q in der Gestalt aus: 


Q—FMEBME.-- + HM, 
q 


unter 9’, Ds’, .-- Dn scliiieatie Formen verstanden, welche zu den 
Formen 9, Qo, .+ + Pn beziehungsweise reciprok sind. (44, 8. 312.) 


§ 8. 
Fille mit ganzzahligen Exponentendifferenzen. 


Ziehen wir jetzt auch die in § 6 besprochenen Fille mit in die 
Betrachtung, so findern sich die Angaben des letzten Paragraphen 
nur insofern, als an Stelle von 4;,, Aio,... Ain; 4; die modificirten 
Exponenten (4);1, (A)io, +++ (A)in3 (A)i treten. 

Als Normalexponenten fiir die Definition der ganzen Formen- 
schaaren sind sowohl in der Classe der TT, wie in der Classe der Q 
modificirte Exponenten zu Grunde zu legen, 

Ich behaupte nun: 

Wenn (A)ii, (A)iz,- ++ (A)in brauchbare modificirte Exponenten der 
Classe TT sind, so sind (4); =wi—(Ajar, (A)is— se — (diz, 

» (A) in = ti — (A)in gerade auch brauchbare modificirte Exponenten 
fiir die reciproke Classe Q. 
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Ich will wieder, um unniitze Complicationen zu _vermeiden, 


nur diejenigen Fundamentalzweige beriicksichtigen, welche zu Ele- } 
mentartheilern der Substitution mit derselben Nullstelle gehéren, wie ‘ 
in § 6. ' 


Dann hat die zu S contragrediente Substitution S’ eine iknliche 
Gestalt wie S: 








und ebenso natiirlich jede Substitution, die sich von der contragre- 
dienten um eine simultane Multiplication aller Zweige mit einer Con- 
stanten unterscheidet. 


Dabei hat das Theilschema S, die Gestalt: 
+8: Py P+ (—1)""- | 
vo | O +6, —B---(—1)""-6| 
| 8, | -| 0 0 + B+ (—1)* <6) 
hod | | 

g | 


| 


0 if) 0 --- +8 | 


Die Theilsubstitution S,’ nimmt die gewéhnliche Normalform an, 
wenn man sie vermittelst der Substitution 


Sins « Wy 0, 0, 1 
0 0, 0, — 14, 0 
0 0, +1, +1, 0 
0 —1, —2, -l1, 0 


2 ,—2 ~1[&—2 , . 
= 1)" a s (— 1 \*v ("5 ) > | 1)" (° ] , ( ->1) ' : ’ 0 


trausformirt. 
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Sind also TT,, TT,,...1T., Fundamentalzweige von TT, welche eine 
Hamburger’sche Untergruppe bilden, so sind die contragredienten 
Zweige Q,, 2,, ...., von Q zwar nicht selbst Fundamentalzweige 
von Q, wohl aber die Combination: 


+ 2,, 
— Q.-15 


“bE Q.,—s +- Q.,-1) 
oxen (2.,-s3-+ 2Q,, - e+ Q.,—1), 


(—1yr"(Q HC TVG EY +-+- +21). 


Wenn TT,, TT,,...TT., an der betreffenden Stelle die Exponenten 
(ayy, (a)g?, ... (a2? haben, so sind die Exponenten von Q,, Q,,...2., 
der Reihe nach w; — (4){”, a; — (AY, ... we — (42, die Exponenten 
der Fundamentalzweige von Q dagegen dieselben Zahlen in umge- 
kehrter Reihenfolge 


(A = ws — (AY, 
(a’yg” = ly — (ajo ’ 


(4’)) = wi — (A)s”. 


In der That, nur so sind sowohl die (A) wie die (A4’) nach ab- 
nehmender Grésse des reellen Theils geordnet, wie es bei einem Funda- 
mentalsystem der Fall sein muss. 

Ich behaupte nun: 


Wenn die (A) modificirte Exponenten sind, d. h. durch Uebergang 
zu eimem andern Fundamentalsystem nicht mehr erniedrigt werden 
kinnen, so sind auch die (a’) modificirte Exponenten, d. h. kinnen 
ebenfalls nicht durch Uebergang zu einem andern Fundamentalsystem 
erniedrigt werden. 

Damit nimlich ein System von Exponenten (4), die sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, ein modificirtes Exponentensystem sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Gleichungen auf 8. 176 auch 
richtig bleiben, wenn man rechts fiir die 4 die links stehenden (A) 
selbst einsetzt. 
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D. h. in dem Schema ( 
ayy ae ayy «++ ay, : 
MP ae WP ay, | 
(Oe Bo — (a, 
(Am. (AM, (A) Pas 
(Aye (ay) (A), 
(AO, (AW 
Qj (ayn, 
(A, 

q 

(ayt, 


miissen folgende Bedingungen erfiillt sein: 

1) Die Zahlen jeder Colonne miissen nach abnehmendem reellen 
Theil geordnet sein. 

2) Schiebe ich die erste Colonne, oder die ersten zwei Colonnen, 
u. Ss. w., allgemein die ersten (v—1)-Colounen jede so weit 
nach unten, dass sie mit der vten Colonne auf derselben 
Zeile endigen, so muss in den «, ersten Zeilen immer die 
vte Zahl den kleinsten reellen Theil haben, unbeschadet 
der Méglichkeit , dass auch noch andere Zahlen derselben 
Zeile denselben kleinsten reellen Theil haben. 

Die Bedingung 2) ist dann und nur dann erfiillt, wenn einerseits 
in dem hingeschriebenen Schema die Zahlen jeder Zeile nach zu- 
nehmendem reellen Theil, andererseits in dem Schema, welches man 
durch Herunterschieben der Colonnen bis auf die letzte Zeile erhiilt, 
die Zahlen jeder Zeile nach abnehmendem reellen Theil geordnet sind. 
Colonnen, welche die gleiche Gliederzahl besitzen, miissen dabei aus 
denselben Zahlen bestehen. 

Und hieraus folgt nun unmittelbar der zu beweisende Satz. Denn 
das dem hingeschriebenen Schema der (4) entsprechende Schema der 
(4) erhailt man, indem man alle Colonnen bis auf die letzte Zeile 
herunterschiebt, dann die Reihenfolge der Zeilen umkebrt und endlich 


die (4). durch (4°)? 41 = 4; — (A). ersetat. 


Ks ist dann sofort zu sehen, dass das System der (4’)” genau 








? 
b 
1 
2 
t 
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denselben Bedingungen geniigt, wie das der (4)”, dass also die (2’)” 
wirklich modificirte Exponenten sind, w. z. b. w. 


Wir kénnen daher, wenn (A);1, (A)i2, ..-(4)in die Normalexponenten 
der Classe TT sind, ohne Weiteres 


(A')ix = wi — (Adar, (Aig = i — (Adin «(Ain = Bi — (Adin 
als Normalexponenten fiir die reciproke Classe annehmen, und es 
bleiben somit alle Entwicklungen des vorigen Paragraphen auch fiir 


die zuerst ausgeschlossenen Fille bestehen, wenn man nur die 
Ain ’ Ais poee Ains Aj tiberall durch (A)ia ’ (A)ie gees (A)in3 (A); ersetzt. 


§ 9. 
Ausdehnung des Riemann-Roch’schen Satzes. 


Ich verstehe jetzt unter einem ,,Riemann’schen Formensystem die 
Gesammtheit derjenigen verwandten Formenschaaren, welche ein und 
denselben vorgegebenen Grad, und ein und dasselbe vorgegebene 
Multiplicatorsystem besitzen. Die Gesammtheit der zu den Schaaren 
eines Formensystems reciproken Schaaren ist natiirlich wieder ein 
Formensystem, das reciproke Formensystem. 

Wir stellen uns die Frage: 

Welches ist die allgemeinste Formenschaar TI eines Riemann’schen 
Formensystems, welche nur an vorgegebenen Stellen bis zu je einer vor- 
gegebenen Ordnung unendlich werden darf, und wie viele willkiirliche 
Constanten enthdlt eine derartige Formenschaar ? 

Zuerst stelle ich die etwas einfachere Frage: 

Welches ist die allgemeinste ganze Formenschaar eines Riemann’- 
schen Formensystems, und wie viele willkiirliche Constanten enthdlt sie? 

Es sei TT, TT’,... 11 eine Basis der Classe TT mit nur einfachen 
Ausnahmepunkten; eine solche Basis kann man ja nach § 5 stets 
finden. Die Grade von TT, 1TT’,...TI™ seien 6,,0,,...96,, ihre den 
Periodenwegen A,, B, entsprechenden Multiplicatoren 

Gy, Be; Ce Be; ves es e , 


ihre Determinante 


[[2¢0" Fe. 2), 


i=1 


g= 9, +0, +++. +8,— > (di 
i=1 
und die Ausnahmepunkte, die Nullstellen von F, seien y’, y”,...y!". 
Eine ganze Formenschaar TT des Formensystems vom Grade 6 
und mit den Multiplicatoren «,, 6, muss sich in der Gestalt darstellen : 


Mathematische Annalen. XLVII. 13 
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TT = 9 TT + QT + +++ + pall, 

wobei g,, 92, +. +. Qa unverzweigte multiplicative Formen von den 
Graden 0 —0,, d—0,, ...9— 0, und mit den Maultiplicatoren 
¢, B, %, B, ee B, 
a,’ By’ o,’ By’ ai™)? gi 
je einfach unendlich werden diirfen, aber mit Coefficienten, welche 
noch gewissen Bedingungen gentigen miissen. 

Die Coefficienten des Unendlichwerdens von g, an den Stellen 
y,y",..-y™ seien a, a, ... a. Die Bedingungen, denen diese 
Coefficienten unterworfen sind, sind folgende: 


sind, welche nur an den Stellen y’, y”,.. .y” 


1) Die am Ende von §7 angegebenen: 


, , , , 
@ 3G, 3+++3 @ A, 3 A, :---2 Ay, 
” 


@, SG, 3°93 @ wat AS: +34, 


( ( q) (q) ) ( 
ay sal: --: al — AM: AM: .-.: AM, 


2) diejenigen Bedingungen, die aus der Theorie der multiplicativen 
Formen fiir die Unendlichkeitsstellen jeder einzelnen Form q, folgen 
(44, S. 315): 


, ’ ’ ’ ” , ” ” (q , ¢ 
ty Be (Y's Yo) Ey” Pr (94s Yo") E> = ? ge (yn, ys") = 0, 
wo fiir gy, der Reihe nach die simmtlichen linear unabhiingigen ganzen 


zu g, reciproken multiplicativen Formen einzusetzen sind. 
Ich setze gemiiss den Gleichungen 1) 


‘ , , ‘ , U ’ ae 
a, =—A,’a@ a =A a ---a, = A,a’, 
” oo? ” "ow ” lt 
a, = A,"a” a, =—A,'a’ ---a, = Ay’, 
( ( 
a!) eal AW of) al? — AY a —S a? _ Al? , 


so dass ich nur noch g unbekannte Gréssen a’, a’, ... a’) habe. 
Diese sind nun noch den Bedingungen 2) zu unterwerfen: 
2) a Ay py (y's Yo)” Ay (94's Yo") Ho a? AY py (yt? ys") = 0, 
worin y= 1,2,...m zu setzen und bei jedem » fiir g,’ der Reihe 
nach simmtliche linear unabhingigen zu g, reciproken ganzen Formen 
einzusetzen sind. 

Sei 6, die Anzahl der linear unabhingigen ganzen Formen q,, 
6, die Anzahl der linear unabhiingigen reciproken ganzen Formen 9,’, 
so sind also die g Coefficienten a’, «”,...«”) im Ganzen o,'-+6,'+----+ 6, 
homogenen linearen Gleichungen zu unterwerfen. 





sein 


kiir 
des 
kan 
so | 


will 


Kor 


als 


un 
mi 
so 


Ww 
cl 
p 


g 
gi 








Riemann’sche Formenschaaren auf algebraischen Gebilden. 191 


Es mégen o’ dieser Gleichungen eine identische Folge der tibrigen 
sein; dann sind q—>'s, +o der Coefficienten a’, a”, ... a will- 


kiirlich. Da aber zu jeder der Formen g, noch eine ganze Form 9, 
des betreffenden Grades und Multiplicatorsystemes hinzugefiigt werden 
kann, ohne dass die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sich indern, 
so enthalten die m, zusammen im Ganzen 


6=>o+q— > a4+0' 


willkiirliche Constanten linear und homogen. 


Nach dem Riemann-Roch’schen Satz fiir ganze multiplicative 
Kormen (44, 8. 314) ist aber: 


6, = 9 —d,—p+1+ 6; 
also ist, mit Riicksicht auf die Gleichung 


i=s 


P4 yo =a+ > an, 


i=1 
6 =n(d—p+1) — >) (a), + 0. 

i=1 
Die Zahl o’, die Anzahl derjenigen Gleichungen (2’), welche identische 
Folge der iibrigen sind, ist nun genauer zu charakterisiren. o’ bedeutet 
die Anzahl derjenigen imear unabhingigen linearen Verbindungen der 
6, +6, -+--+-++ 6, Gleichungen (2’), welche identisch verschwinden, 
d. h. in welchen die Coefficienten von a’, @”,... a?) jeder einzeln ver- 
schwinden. Denkt man sich die 6,’ + 6,'+ ---6, Gleichungen (2’) 
untereinander geschrieben, jede mit einer unbestimmten Constanten 
multiplicirt, alles addirt und die Coefficienten schliesslich = 0 gesetzt, 
so erhailt man q Gleichungen von der Form: 


Ay’ 9," (Yy's Yo.) A Ag’ Ge! (Y's Yo’) Hes Al Gn (M15 Yo’) = 9, 
Ay” py (Ys"s Yo") + Ay” De (Wis Yo") Hee An OAM") Yo") =O, 


-* 


Al? yy Cy”, ys") + AS? pe’ (yt? ys) Eee AW? pa yi”, y) = 0 
wo die 6,’ + 6,’ -+----+ 6, unbestimmten Multiplicatoren der Glei- 
chungen (2’) als willkiirliche Constanten in den ganzen Formen 
9;', Po,» - ++ Px enthalten sind. 

o’ ist daher die Anzahl der willkiirlichen Constanten in denjenigen 


ganzen Formen 9g,’, g,,.-- 9x, welche den obigen q Bedingungen 
geniigen. 


Wir ziehen nun die zu TT reciproken ganzen Formenschaaren {2 
13* 
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mit heran, Die reciproken Formenschaaren tiberhaupt haben nach § 7 
die Form 


O om a]  @ +3 Qh 4+. +3 Qi), 
qg 
Wenn Q eine ganze Formenschaar sein soll, so diirfen die Coefficienten 
in dieser Darstellung an den 0-Stellen von F, nur einfach unendlich 
werden, d. h. o,', p,'..-@, miissen ganze Formen sein. Die Coeffi- 


. : ; : Pr ; 
cienten des Unendlichwerdens von 4 . -' oes F an der Stelle y/’, 
qg q 


qg 
sind proportional mit 


Pi (Ys's Yo) s Pa (Ys's Yo dy e+ + Pal Y's Yo)- 


Diese Gréssen miissen also, wenn Q eine ganze Formenschaar sein 
soll, nach S. 190 der Gleichung geniigen 


Ay Dy (Y's Yo’) + Ay’ G2 (Y's Yo) H+ + AnGa(Hy’, Yo’) = 0 
Entsprechend an den Stellen y”,... y'): 


Ay” Dy (Uys Yo") Ae” Bo" (Y's Yo") Eee An’ Gn (Ys Y2") = 9, 


A? g (y!, y?) + A! op, (y, yf”) +.. 4 AMG! *» (y\ we y®) oo 


Es giebt also so viele linear unabhingige zu TT reciproke ganze 
Formenschaaren, als es linear unabhingige ganze Formen 9,’, 9,',--.x 
giebt, die diesem Gleichungssystem geniigen, d. h. da dieses Gleichungs- 
system mit demjenigen auf der letzten Seite identisch ist: 

6 bedeutet die Anzahl der linear unabhingigen ganzen zu TI 
reciproken Formenschaaren. 

Und wir haben hiermit den Satz gewonnen: 

Die Anzahl der linear unabhiingigen ganzen Formenschaaren TI 
eines gegebenen Formensystems ist 


i=s 


= n(d—p+1)— Sa + 6, 


i=1 
unter 6 die Anzahl der linear unabhingigen ganzen Formenschaaren 


des reciproken Formensystems verstanden. 
In Folge der Identititen: 
d+ 0d = Sui + 2p — 2, 
i=1 


(A); 4 (A); = nu; 
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kann man dieselbe Gleichung auch in der genau reciproken Form 
schreiben 


i=s8 


o =n —p+1)— Sa’): +6. 


Hiermit ist der von mir in (44, 8. 314) fiir ganze multiplicative 
Formen ausgesprochene Satz, die Erweiterung des bekannten Brill- 
Nother’schen Reciprocitiitssatzes, auf Riemann’sche Formenschaaren 
ausgedehnt worden. 

Es ist nun auch eine Leichtigkeit, die Anzahl der willkirlichen 
Constanten in einer Formenschaar mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen 
abzuziihlen, und damit die Ausdehnung des allgemeinen Riemann- 
Roch’schen Satzes anzugeben. 

Es sei TT eine Formenschaar des gegebenen Formensystems, welche 
an den ¢ vorgegebenen Stellen 2’, x”,...x' unendlich werden darf; 
Stellen, an denen mehrfaches Unendlichwerden gestattet ist, mégen 
dabei so oft mitgezihlt werden, als die betreffende Maultiplicitiit 
angiebt. 

Es werde zur Abkiirzung 

fe = P(ez’) Plex’)... Plex) 
gesetzt, und a,, by seien die Multiplicatoren von /,. Es ist dann 
TT.f. die. allgemeinste ganze Formenschaar des Formensystems vom 
Grade d+ ¢ mit dem Multiplicatorsystem a,a,, b,8,. Die Anzahl 
der willkiirlichen Constanten in TT ist daher 
n(d+e—p+1) - >a +r, 
i=l 
unter t’ die Anzahl aller linear unabhiingigen camel zu TT. f, reciproken 
Formenschaaren verstanden. 
Die letzteren sind also 
Q 
f,’ 
unter Q die allgemeinste zu TT reciproke ganze Formenschaar ver- 
standen, deren simmtliche Zweige an simmtlichen ¢ Nullstellen von « 
verschwinden. 

Mithin besteht der Riemann-Roch’sche Satz fiir Formenschaaren 
mit Unendlichkeitsstellen : 

Die Anzahl derjenigen linear unabhdngigen Formenschaaren TT 
cines Formensystems, welche an « vorgegebenen Stellen unendlich werden 
diirfen, ist 


n(d+e—ptl) — >) (a +7, 


i=1 
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unter ct’ die Anzahl aller derjenigen linear unabhingigen ganzen Schaaren 
des reciproken Formensystems verstanden, welche an den stéimmtlichen 
zugelassenen Unendlichkeitsstellen verschwinden. 


§ 10. 
Die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen. 


In (44) habe ich auf den dort aufgestellten Riemaun-Roch’schen 
Satz eine Darstellung der multiplicativen Formen durch Elementar- 
formen gegriindet, d. h. durch Formen, die nur an je einer einzigen 
variablen Stelle unendlich werden. Eine ganz entsprechende Theorie 
lasst sich jetzt mit Hiilfe des verallgemeinerten Riemann-Roch’schen 
Satzes fiir die Riemann’schen Formenschaaren aufbauen. 

Bevor wir jedoch versuchen, eine Formenschaar, welche an vor- 
gegebenen Stellen mit vorgegebenen Coefficienten unendlich wird, 
wirklich darzustellen, miissen wir untersuchen, ob wir tiberhaupt die 
Unendlichkeitsstellen und ihre Coefficienten ganz beliebig vorgeben 
diirfen, oder ob dieselben nicht etwa gewissen Relationen geniigen 
miissen. Ich will mich hierbei, wie iiberhaupt bei den weiteren Ent- 
wicklungen in dieser Arbeit auf nur einfache Unendlichkeitsstellen 
beschriinken. 

Eine Formenschaar TT werde an den Stellen a’, 2’, ... x) je 
einfach unendlich. Um das Verhalten an einer dieser Stellen voll- 
stindig zu charakterisiren, miissen wir angeben, mit welchem Coef- 
ficienten jeder einzelne der Zweige TI,, TT,,...11, an der Stelle un- 
endlich wird. Zu jeder Stelle z gehéren also » Coefficienten y, , y.,... Yn) 
welche in der Weise definirt sein mégen, dass die Entwicklung des 
Zweiges TT; nach aufsteigenden Potenzen der Primform P(z¢%) mit dem 
Gliede beginunt: 


i=zs rm P (zy) é+1 
] # ~ 4 
p [Pee (FEY Pea 
i=l 
In diesem Sinne mégen zu den Punkten a’. «’,.. . x die Coefficienten 


(e (e) (e 


te CERES XE EE CRE PRES et eee ee 
Welchen Relationen miissen diese Cvefficienten geniigen? 
9(%,;, %,) sei irgend eine der zu TT reciproken ganzen Formen- 
schaaren. Dann besteht eine identische Relation: 


i=n 


TH.9; + Mago ees + Magn = [ [Pec Dz p—2(%,) 29), 


worin ®,,_2(2,, 2) eine, wenn wir der Bequemlichkeit halber im 
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Folgenden immer kanonische Variabeln z,, 2, zu Grunde legen, alge- 
braische Form vom Grade 2p — 2 ist. 

®:,~2 wird nur an den Stellen a’, x”, ... a je einfach unendlich, 
und zwar an der Stelle 2) mit dem Coefficienten 

VAI (HL 2 By) PY DY BP) he PP ICA AY) , 

Nun muss aber nach (44, 8. 312) die Summe dieser Coefficienten an 
den é Stellen 2’, 2”, ... <x) gleich Null sein, und dies muss der Fall 
sein, welche der o linear unabhiingigen ganzen Formenschaaren 
9',9°,+.+g. wir auch benutzen, d. h.: 


Die ne Coefficienten der ¢ Unendlichkeitsstellen der Formenschaar 11 
miissen den 6° linearen Relationen geniigen: 


P 7g; (a, a) = 0, Po 71 gy (ay, ay) = 0, + 


i,¥ i,v 
ee > py gio? (at, x) = 0. 
iv 


Wenn es 7 linear unabhangige lineare Combinationen der Schaaren 
9,9 ,---g giebt, deren simmtliche Zweige an simmtlichen Stellen 
wv, 2",...« verschwinden, so sind von diesen 6’ Gleichungen nur 
6 — vt linear unabhiingig, die 7‘) enthalten also genau n-e—o' +7 
willkiirliche Constanten linear und homogen. Ausserdem kann man 
aber ohne Aenderung der ;‘”) zu TT noch eine beliebige ganze Formen- 
schaar desselben Formensystems hinzufiigen, welche 
<3 
= n(d—p-+1) 2 (4); +6 
fom 


willkiirliche Constanten linear und homogen enthilt. Das giebt genau 


ne—G6 +7 -+ 6==-n(0+e—p+1) — Sar +r 
i=1 
linear und homogen in TT enthaltene willkiirliche Constanten, genau 
dieselbe Zahl, welche der Riemann-Roch’sche Satz giebt. 

Daraus folgt: 

Die angegebenen Relationen sind die einzigen, denen die Coefficienten 
y\) der Unendlichkeitsstellen zw geniigen brauchen. 

Von den willkiirlichen Constanten in einer an den Stellen x',a”,...x'*) 
unendlich werdenden Formenschaar Tl kommen ne — 6 + 1 auf dic 
Coefficienten der Unendlichkeitsstellen und 6 auf die in TT enthaltenen 
ganzen Formenschaaren. 

Diese Siitze erméglichen uns nun die Construction der gesuchten 
» Klementarformenschaaren“. 
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§ 11. 
Die Elementarformenschaaren. 


Unter einer ,, Elementarformenschaar erster Art eines bestimmten 
Riemann’schen Formensystems verstehe ich eine Formenschaar 


A (2,, 293 2, 2»), 


welche sowohl in 2,, 2,, wie in 2,, X, homogen ist, welche als Function 
von 2,, 2, eine Formenschaar des betreffenden Riemann’schen Formen- 
systems ist, und ausser an einer gewissen Anzahl fester Stellen b’,b”’,...b'") 
nur an einer variablen Stelle x einfach unendlich wird, und zwar an 
letaterer so, dass nur der kte Zweig AX mit dem Coefficienten 1 wnend- 
lich wird, die tibrigen Zweige aber endlich bleiben. 

An der Stelle x soll die Entwicklung des Aten Zweiges nach 
Potenzen von P(gz) mit dem Gliede beginnen: 


==—8 


(P(sy)Pt! 5, 
[] Pees GE) Peay. 
i=1 


Dies Glied ist aber, da die Primform in ihrem ersten Argumente vom 


2p—2 . . . — 2 % « 
Grade “FP , in ihrem zweiten Argumente vom Grade —? Es ist 


(m = Blatterzahl der Riemann’schen Fliiche), wie man leicht nach- 
rechnet, in 2,,Z, vom Grade des zum vorgelegten reciproken Formen- 
systems; dasselbe muss daher, wegen der vorausgesetzten Homogeneitiit 
in %,, Z,, von der Formenschaar iiberhaupt gelten. Wir haben also 
den Satz: 


Wihrend die Elementarformenschaar als Funetion ihres ersten 
Argumentpaares natiirlich vom Grade 8 des vorgelegten Formensystems 
TT ist, ist sie als Function ihres zweiten Argumentpaares vom Grade 0 
des zu TI reciproken Formensystems Q. 

Es seien jetzt f’(2,, 2), f (2,, 22), -- - f'"(@,, #) 6 linear unab- 
hingige ganze Formenschaaren des Systemes TT(2,, #), und g’(x,, 2»), 
9" (@,, %), .. . yg) (X,, %) 6’ linear unabhangige ganze Formen- 
schaaren des reciproken Systems Q(2,, 2), und irgend eine lineare 
Combination der /f’, f’, ... / werde allgemein mit /(z,, 2), eine 
solehe der g’, g”,...g'%) mit g(a,, £,) bezeichnet. 

Die Coefficienten des Unendlichwerdens der » Zweige von A“ als 
Function von ¢,, 2, an der Stelle b® mégen mit f,,, Br», ... Ba» 
bezeichnet werden. Dieselben miissen dann nach dem vorigen Para- 
graphen mit der Stelle x durch die o Relationen verbunden sein: 
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2 Bi, vg Gi (oi", by”) = — Ge (a, , Z_), 


(1) Sasi ( (oY, bY”) = — ge (x, 2X»), abicas 2, “s : 
iy v oF 


Sost © (007, Of) — — glf(a,, 2). 


Ich behaupte: 

Diese Gleichungen kénnen bei variablem 2 nur dann immer mit 
einander vertriaglich sein, wenn es keine lineare Combination g(z,, x,) 
der o Schaaren g, 9”, ... gy giebt, deren siimmtliche Zweige an 
simmtlichen Punkten 0’, b”,... b!) verschwinden. 

Denn dann miisste nach unseren Gleichungen der kte Zweig dieser 
linearen Combination auch an der frei beweglichen Stelle « verschwinden, 
d. h. er miisste identisch verschwinden, und dies wire, da wir die 
Gruppe immer als transitiv, die Formenclasse also als irreducibel 
voraussetzen, nur so mdglich sein, dass alle Zweige von g(2,, x.) 
identisch verschwanden. Es giibe also eine identisch verschwindende 
lineare Combination der g’, g”, ... g'%) entgegen der Voraussetzung, 
dass g’,g”,...g') als linear unabhingig ausgewihblt sind. 

Wir miissen also die festen Unendlichkeitspunkte unserer Elementar- 
formenschaar nothwendig so auswihlen, dass keine ganze Formenschaar 
9(%,, X_) des reciproken Systems an allen diesen Punkten verschwindet. 

Eine soleche Lage der Punkte 0’, b’,... 0%) will ich kurz ,,all- 
gemeine Lage“ nennen. Ich sage: 

Wenn nr’ < o’ ist, so ist die Lage der Punkte gewiss nie all- 
gemein, wenn 7 > o + p — 1 ist, so ist die Lage der Punkte gewiss 
immer allgemein, wie sie auch liegen mégen. 

Denn wenn nr < o’ ist, so sind die nr’ Gleichungen 

gi (Dy, bY) + agi (bY; ', bY”) +o +e g”? (oY, bY”) = 0 
gewiss durch mindestens 6 — nv’ linear Ppt Systeme nicht 
durchweg verschwindender a,, a,,...@o' lésbar. 


Andererseits, seien die 7’ Stellen simmtlich Nullstellen einer 
ganzen Formenschaar g, so kann ich setzen 


vr 
9 (X11 X») =| | P(ab) - h(x, X»), 
v1 
wobei h(x,, 2.) wieder eine ganze Formenschaar, allerdings von einem 
andern Formensystem als g, ist. Ich erhalte nun aber gewiss wieder 
ganze Formenschaaren desselben Systems wie g, wenn ich in vor- 
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stehendem Ausdruck f J P (xb) durch irgend eine ganze multiplicative 
v=l1 

Form gm vom selben Grade r° und vom selben Maultiplicatorsystem 
ersetze. Also muss die Anzahl o’ der willkiirlichen Constanten in g 
mindestens gleich der Anzahl der willkiirlichen Constanten in einer 
ganzen multiplicativen Form vom Grade 7’ sein, also mindestens 
gleich r —p-+1. Wir haben also 

o>r—p+l, 

r<@¢+p-—1. 
Wenn also r > o + p — 1 ist, kann gewiss keine Schaar g an allen 
Stellen verschwinden, w. z. b. w. 

Ks seien nun also die Stellen 0’, b’,... 0) so gewahlt, dass sie 
allgemeine Lage haben. Es ist dann gewiss n.r’ > 6. Ich setze 
allgemein 

nr =o +. 

Wenn @ > 0 ist, so sind die Coefficienten £;, in den festen 
.Unendlichkeitspunkten b® durch die Lage des Punktes x nicht ein- 
deutig bestimmt, da die Anzahl der Unbekannten grosser ist als die 
der Gleichungen. Man muss daher, um vollige Bestimmtheit zu haben, 


noch g weitere Bedingungen hinzufiigen, etwa 9’ lineare Gleichungen 
von der Form 


(2) Sb Bi =0, > BiB =0,... > Bir BS = 0. 


iv iy 

Dabei muss man aber die im tibrigen willkiirlichen Hiilfsconstanten 
| — B® so wihlen, dass die Determinante der linken Seiten 
des gesammten Systems der o + 9’ Gleichungen von Null verschieden 
ist, was gewiss moglich ist, da wegen der vorausgesetzten allgemeinen 
Lage der Punkte 0’, 0”, ...b( nicht alle o’-reihigen Determinanten der 
aus den Coefficienten der linken Seiten der Gleichungen (1) gebildeten 
Matrix verschwinden. 

Durch die bis jetzt getroffenen Bestimmungen ist nun allerdings 
die Elementarschaar A®)(z, , 2.; %,, #.) noch nicht vollstandig definirt — 
denn man kann unbeschadet der gegebenen Bedingungen noch irgend 
eine lineare Combination der Schaaren /" (2, , 2.), f” (2;, 22),---f' (&, 2) 
mit beliebigen Formen 0’-ten Grades von x,, 2, als Coefficienten hinzu- 
fiigen —, aber wir werden sehen, wie wir auch die noch willkiirlichen 
Formen von 2,, Z, in A® annehmen mogen, dass die A®(z,, 2,3 2, 2) 
doch schon zur Darstellung einer beliebigen Formenschaar T(z, , 2,) 
durch ihre Unendlichkeitsstellen brauchbar sind; und noch mehr, (im 
niichsten Paragraphen), dass sie: gleichzeitig zur Darstellung einer 
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Formenschaar Q(«,, 2.) des reciproken Systems durch ihre Unendlich- 
keitsstellen brauchbar sind. 

Ich behaupte also zuniichst: 

Vermittelst der definirten Elementarformenschaaren A“ (2, , 223 2, %) 
und vermittelst irgend 6 linear unabhdngiger ganzer Formenschaaren 
f' (215 42) F’ (24, #2), » »- £ (2, &) kann man die allgemeinste Rie- 
mann’sche Formenschaar T1(2,, 2.) des vorliegenden Formensystems dar- 
stellen, welche an « vorgegebenen Stellen x’, x”, ...a‘) mit den vorgegebenen 
Coefficienten 1’ Y2'y 6+ + Yui V1'y Va'y oe Maye My PE nee Ym) We 
endlich wird. 

Ich behaupte nimlich, die allgemeinste derartige Formenschaar ist 


Vi N (8,5 205 Hy, Sq) fy N (By, B95 By", Hy") + -> 
-- + WN (6,, 29; af, xf” 
a NY (B45 B95 % y's Xo’) + QA” (8), B95 2", XQ") + -- 
TT (2,, #) = oo YN’ (2,, S93 at", af) 


Ht Yn NO (By) 25 y's By) Yn NO(Z 4, 2y5 Uy", HQ”) + - 
Lf AIAG 5 a, a?) 


+ Ms (1s 22) Hof 1s 22) Fo Hb Yof(% » 22). 
An den Stellen a’, 2”, ... x) werden die einzelnen Zweige der dar- 
gestellten Schaar in der That in der verlangten Weise unendlich. Es 
ist nur noch zn zeigen, dass die Summe an den Stellen 0’, b”,... 
endlich bleibt. Sei £;”) der Coefficient des Unendlichwerdens von TI; 
an der Stelle b’), so setzen sich diese Coefficienten aus den entsprechen- 


yk, Ma 


den Coefficienten 7," der verschiedenen Elementarschaaren 


eo ge wt fh 
A (2,, 203 ty , v2 ) 


Bi” = >) rf Bis. 
kyu 


Sie geniigen in Folge dessen einerseits den 6’ Gleichungen 


> Big (o\", bY”) =>) rt 9 (a, at") , 


linear zusammen: 


kyu 
(v) # (v) (vy) (“) (“) (me) 
>" 6! 9i (b} , bs )= = Vi Qk (xy » ve ), 
i, kyu 


> Bg? (UN, bi") >) igh (cl, x!) 


iv Au 
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andererseits den 9’ Gleichungen 


> 6 Bir =0, 
y B;” Bi, — 0, 


(vr) ple) 
> a Be, asm (), 


Nach den Relationen, denen die vorgegebenen Coefficienten y{ ge- 
niigen miissen, ist aber auch in jeder der ersten 6’ Gleichungen die 
rechte Seite gleich 0. Da die Determinante der linken Seiten des 
Systems von (6’-++ 9’) Gleichungen nicht verschwindet, so miissen daher 
alle Coefficienten 6{" — 0 sein, was zu beweisen war. 


§ 12. 
Die Elementarschaaren als Functionen der Unendlichkeitsstelle. 


Wir wollen jetzt die Natur der » zu einer Stelle x gehérigen 

Elementarschaaren 
N21 5 225 yy Xa), N°(2,, 2q5 %yy Ly), NM (2, 295 Wy, X) 

als Functionen des zweiten Argumentpaares x,, 2, untersuchen. 

Wir haben bereits im vorigen Paragraphen gesehen, dass es 
Formen von 2, , 2, vom Grade 0’ der reciproken Formenschaaren Q sind. 

Wie in (44, 8. 329) bezeichne 2(*), 2") bezw. x), x) denselben 
Punkt mit denselben homogenen Coordinaten, wie 2,, 2, bezw. 2, “2, 
aber nach Ausfiihrung irgend eines auf der Riemann’schen Fliche ge- 
schlossenen Umlaufs. Zur Bequemlichkeit der Darstellung mégen 
kanonische Variable zu Grunde gelegt werden, d. h. solche, in welchen 
die Formen 2,2 die Multiplicatoren 1 besitzen. 

Lassen wir 2,, 2, einen geschlossenen Umlauf 2,, 2,; 2\*), 2\") aus- 
fiihren, so erleiden die Zweige einer Elementarschaar A“) die zu diesem 
Umlauf gehérige Substitution S: 


(708) ), ae ’ (k) / ; 
Av (20) 2205 Lyy Ly) Oy AL (2 yy 25 Lyy Wy) Oy AL (24, 205 Hy, XQ) + -- 
k 
++ sb Onn (245 B95 24, 22), 
k) (k (k) 
A; (at, 2”; Hy, Ly) = yy Aj (2, » 2y5 Lyy La) + My No" (21, 293 Zyy XQ) + 


(k) . 
+t Gan Nn’ (2, 223 L522), 


) 4a k (k 
A’ (at, as”; Ly, Lo) = nr Ai (8, » 93 Ly, Ly) + Gnehs (21, B35 L4,L_q)+ °° 


(k \ 
+++ Gan Nh (8, 293 Ly) Xo). 
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Wahrend A) an der Stelle x die Coefficienten 0,0,---1,---0 
hat, hat die neue Formenschaar als Function von 2,, 2, aufgefasst, 
die Coefficienten a4, ax, +++ @»x >A" (2, ef”; 2,, a) ist als Function 
von 2,, 2, zwar wieder eine sich linear substituirende Formenschaar 
vom Grade @, aber mit einem andern Substitutionensystem: nim- 
lich wenn A(z,, 2,; 2,, 2) die Substitution 7’ erleidet, erleidet 
A® (2? 22"; 21, 22) die transformirte Substitution S~* 7’ S -A(e{", 28s 2,, 2) 
ist auch nicht selbst eine Elementarschaar des neuen Formensystems, 
wohl aber ist 


Aci N (6? , 22° 54, Xa) Ava N (et #25 2459) Aan A)(ei", 40"; a, tp) 
eine Elementarschaar, deren k-ter Zweig mit dem Coefficienten 1 un- 
endlich wird, wenn man unter A;; die durch die Gesammtdeterminante 
dividirten Unterdeterminanten des Systems der «,; versteht. 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die durch einen Umlauf von 
2,,#, zu erhaltenden neuen Formenschaaren 

AY (e,, 25 21”, at") 

an der Stelle x verhalten. 

Schreiben wir die Reihenentwickelungen der einzelnen Zweige von 
A (2,, 3 2, 2) an der Stelle x hin: 


Ai (2, 5 23 2) XZ) = endlich , 
k . 
AS (a, » 293 X,,X_,) = endlich, 


i=s 


Ne (2; 5 03 %y5 Xo) ~ fT Peay" roy" P(zx)-!-+ endlich, 


i=1 


AY (2, , 225 2, 2) = endlich , 
so kénnen wir diese Reihenentwicklungen nicht dazu benutzen, um 
an ihnen einen geschlossenen Umlauf der Variablen x,, 2, auszufiihren, 
da wir hierbei nothwendig den Convergenzbereich der Reihen iiber- 
schreiten miissten. Wohl aber kénnen wir einen simultanen Umlauf 
von 2,, 2 und &,, 2, ausfiihren, indem wir nur z,, 2, und z,, x, immer 
hinreichend nahe bei einander bleiben lassen. 


Man sieht dann, wenn « der Multiplicator des Products J [ P(xe,) 

i=1 
lings des Weges ist, dass die Zweige von A" (z\"’, 28; 2”, a”) simmt- 
lich endlich bleiben mit Ausnahme des kten, dessen Coefficient sich 
aus 1 in « verwandelt. A'(e\”, 28; ay”, aie ist nun als Function 
von 2,,%, eine Schaar des Systems mit den Substitutionen S-17’'S, 
und zwar das efache einer Elementarschaar, also von 
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Ag N (a\”, es 24, 2%) + wAeN(20, 2; 2, 2) +-- 
) 
co a Ay, A” (at”, ey"; %, Ly) 


nur um eine ganze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen 
S-'7S unterschieden. 
Fiihre ich nun 2\”’, z{" lings des durchlaufenen Weges wieder 


zurtick bis Z,, 2, so ergibt sich also, dass A” (z,, 2; x\”, 2y°) von 
Oc AurN' (4, 5 225 Ly Ly) + GALAN” (2, 293 2, 2) +- 
++ GAN (2, , 25 Ly Lo) 
nur um eine ganze Formenschaar des Systems mit den Substitutionen 
T unterschieden sein kann. 

«A,; sind aber gerade die Coefficienten derjenigen Substitution S’, 
welche die reciproken Formen Q beim Umlauf ¢,, 2,; <{", a" erleiden. 
Wir bezeichnen diese Coefficienten dementsprechend mit a; und wir 
haben also folgendes Verhalten der Elementarschaaren gegeniiber Um- 
laufen einerseits von 2,, 2,, andererseits von %,, 2: 


(k) ¢ ,\ 

Av (41 , # 5 ayy Dp) == ory, At (24) 295 py XQ) ety, AQ? (24)85 Ly, Ly +> 
-+a,,Ag (214293 XL»), 

(*), (k) ‘ F (k) ‘ 

B25 Xyy Ly) = Oy Ay (24, 2y5 Lyy Ly) Ff Oy» Az (24,205 24, 22) + °° 


. fcr AY (2,,225 Xy, 2X), 


. AD (a, 
(1) ‘ 


k & 

A (a0, 28°" ayy Ip) On NY (2 yy By 5 Ly Ly) + Ong NY (24, 295 2 yyy) + -- 
k 

feta Nn’ (2895 2p22). 


Ni (242542, 02") == Cc Ai (24, 825 Vyy Hy) oer’ Ai"(B), 293 Xj, Le) 4-- 
-- + aA; (2, 5%, 2%»), 
+ Hi’ (a, %,)+ fi (24 2g) + Hye (a, By) +f; (21,82) + - 
of Hye (a4, Zo): (i (1) %), 
Ai "(e,, 2321" yy *’) = Oa Aj (2,5 S93 yy Lo) + agi" (84, 25 Ly, %y)+ 
+ 9A; (a, 2,3 %, Xo), 
$f HG? (204, 2») fi(21y 22) HGP (204,29) fi" (24,22) + 
HY a (24) ZL»): {fv (1y B), 





(2) 


Ai" (2,254 22) On Az (2), Sy 5 Lyy Lo) + mee 293 Ly %_)-+-° 
+ can!” (24, 295 Ly, 2p), 
+ HiT (24, 4 y)> fé(evs,) LHe (24) Xo) «fi (24) 22) -+ °° 
\ + HED (ay, ty) fe, 29), 
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Die no-Formen é’ten Grades von 2, 2,:H,;, hangen davon. ab, 
wie man die in den Elementarschaaren A®(z,, 2,3 %,, 2%) noch ent- 
haltenen willkiirlichen Functionen von x festlegt. 

Ich will hier iiber die Art der Festlegung dieser willkiirlichen 
Formen noch gar keine Voraussetzung machen; eine specielle Art der 
Festlegung werden wir im nachsten Paragraphen kennen lernen. 

Wie aber auch die willkiirlichen Formen in den Elementarschaaren 


angenommen sein mégen, immer kénnen wir den fundamentalen Satz 
aussprechen : 


Fassen wir in dem Formensystem: 


’ — ” a (an), a Sy 
Ay (45 225 2X1 > Lo)y Ny” (2,5 2y5 Hy, Hy), ~~~ AL (By 2q3 15 Xo), 


, ‘a ” (n) . 
Ny (245 225 Ly %q)y Ny” (24 2y5 yy Ly), «2 ~ AZ" (4,y B93 Xy) Lo), 


Nn (215 #23 Xr %p)y An (815 225 24, My), AN(a,, 25 Ly, Lp), 
die Formen je einer, etwa der kten, Colonne als Zweige einer Formen- 
schaar N®(z,, 2,3 %,, %,) auf, die Formen je einer, etwa der iten, Zeile 
als Zweige einer Formenschaar \;(2;, 2; 21, 2), so sind die Formen- 
schaaren 


N' (&, @3 yy La), AN" (Sy, 293 1, Ly), -.. AM(2,, B53 2, Xo), 


als Functionen von z,, 2, aufgefasst, zu der Stelle x gehirige Elementar- 
schaaren fiir die Darstellung der Schaaren TI(é,, 2), dagegen die 
Formenschaaren 


— Ny (445 225 Lys %_), — Ng (21, %a5 Vy, Xp), .-~ — Nu (Oy, M5 Ly, Xe), 
als Functionen von x,, x, aufgefasst, zu der Stelle 2 gehdrige Elementar- 
schaaren fiir die Darstellung der reciproken Schaaren Q(2,, Xp). 

Der erste Theil der Behauptung ist einfach eine Recapitulation 
des Ergebnisses des vorigen Paragraphen; der zweite Theil ist noch 
zu beweisen. 

In der That werden die Formenschaaren — A;(2,, 2); 2, 2) an 
der Stelle z als Functionen von z,, 2, in der Weise einer Elemeutar- 
schaar unendlich, da alle Zweige ausser dem iten endlich bleiben, und 
die Entwicklung des iten Zweiges: 


TT Paes. (2ED) tT pyeay- 4 
wed I] P(xe;) Fay) P(ex)-' 4 
sich in eine Entwicklung der Gestalt 


i=s 


p) \Me P(xy) w+e -_ 
+ [freer GRY Pert 


i=1 ; 


umformen lisst. 
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Es seien 2,2, ... 2) die Unendlichkeitsstellen 9 Formen- 


schaar Q(x,, 2,) und 7,', Yo) ---¥n3 Vi 0 Po0°** Vases gf, #0", ... 
ihre Coefficienten. Diese Coefficienten miissen natiirlich den o- Rela- 
tionen geniigen: 


> wf (2, 2") = 0, > ye fy (2, ey) = 0, ; 
i,u iu 
\) . 
; > yo fio) (2, alt) = 0. 
tu 


Setzen wir nun 
ralk) me *. ve alk) ” ”, 
— ¥ Ni (24), Bq 5 By) Xa) — 74° Mi (2; 22 5 By Lo) 
(2) ale); (2) ,f8). 
val Ai (21 » 22 5 Uy, 2), 
ral’) , - re p(k) , ”, 
— Py Na" (2), By § Ly) Ly) — Py’ Ng" (ey, 2q 5 Ly, Zo) — +> 


» (2) ql’) ,,(e) (©) 
Qi (#,, 2%) = ; se py AL (21, 22°53 %, Xp), 


— Yn AD (41', Sy'} Uy, Xp) — Yn AY (2)°5 #2" 5 Uy, %_) — +> 
— yn An’ (at?, #85 245 2), 

so sind Q,, 2,, ... 2, die Zweige einer Riemann’schen Formenschaar 

Q(a,,%), d.h. sie sind vom Grade 0° und erleiden bei Umlauf der 

Variablen x,, 2, die Substitutionen: 

Q, (a\”?, a Xe ) = a1, Q (2, Ly) + a2 Q, (x; »%) +> + a, Qn (x, Xo), 


Qy (ai, ah) = arg; Qj (xy, @y) + oz 2, (ay, Ly) + +> + 2 Qn(Ly, Xy); 


Qu (xs WE) een 1D (Hy Wy) Oey 2Qy (Hy, Hy) H+ + + Hn 7 Wy). 
In der That folgt aus dem Verhalten der einzelnen Elementar- 
schaaren, aus denen 2 zusammengesetzt ist: 


Qi (ai, ay") = x12, (Ly, Wy) rx 2 Qy (Hy, Lp) +++ + On Qn(%;L2), 
— HY)(a,, 23): 2 yf fi (ee) — HR (ar, 0) a (e", 2) — . 


»+ — HE? (a4, a) - Si (4, ef), 


Hierin sind nun nach den Relationen, denen die - geniigen miissen, 
die Summen in der zweiten Zeile simmtlich Null, und die rechte 
Seite reducirt sich also auf die erste Zeile, w. z. b. w. 

Es ist zweitens zu beweisen, dass die Schaar Q(x, ,x,) an den Stellen 
e’,2”,...2") in der verlangten Weise unendlich wird und dass sie an keiner 








ds 


n, 


len 
1er 
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weiteren Stelle unendlich wird. Das Letztere ist im Grunde nur ein Special- 
fall des ersten; denn ich brauche nur die beliebige weitere Stelle als eine 
Stelle A*+ mit den Coefficienten ye+) —0, yet) =0,... pet =0 
zu den Stellen 2’, 2”, ... 2) hinzuzufiigen. 

Ich beweise zuerst folgenden Hiilfssatz: 

Die Summe ist ganz unabhiingig davon, wie man die in den 
A®) (2, , 2.3 %,, XQ) enthaltenen willkiirlichen Formen von x,, x, festlegt. 

Irgend zwei A“ mit verschiedener Festlegung der willkiirlichen 
Formen kénnen sich namlich nur um einen Ausdruck der Gestalt 


f(a, Bo} Ly, %_) = ni” (%, %_)f" (2, %) + hy” (ay, %o)f" (2, 2) +-° 
+ oa hg! (&,, 22) f° (2, » &) 


unterscheiden, die mit den verschiedenen A“ gebildeten Summen 
Q.(a,, %) also nur um einen Ausdruck 


— hi (a,, z,) >) of fi (eh, af) — r(x, , 2.) > ol fi" (sl”, sf) —.. 
iu iu 
+= AG (ayy 2) DP 71 (et", ef"), 
t, 
und dieser Ausdruck ist nach den zwischen den y“) bestehenden Re- 
lationen identisch Null. 

Wir kénnen nun, wie wir im nichsten Paragraphen leicht zeigen 
kénnen, die A“) (z,, 2); 2,, 2.) immer so einrichten, dass irgend eine 
bestimmte Stelle ¢ keine Unendlichkeitsstelle fiir A“) als Form von 
X,, %, ist, d.h. dass die im vorigen Paragraphen gegebene Definition 
von A) nicht versagt, wenn 2 in die Stelle € riickt. 

Wahlt man € speciell als eine der Stellen ¢’, 2”, ... 2), 2+), 
etwa als 2, so werden alle Elementarformen mit Ausnahme der- 
jenigen mit dem ersten Argumentpaar 2, eM an der Stelle endlich 
bleiben und nur Af’ (z{”, 2S; 2,, 2) wird fiir «= 2” mit dem Coef- 
ficienten — 1 unendlich. Es wird also Q, (x,,z,) an der Stelle 2) that- 
sichlich mit dem Coefficienten y“) unendlich, wie verlangt. 

Nun ist aber die Summe von der Festlegung der willkiirlichen Formen 
in den einzelnen Elementarschaaren iiberhaupt unabhangig; das Resultat 
bleibt also auch bestehen, falls einzelne der Summanden als Formen von 
Z,, % an der Stelle € unendlich werden sollten. Die accessorischen Un- 
stetigkeiten der einzelnen Summanden heben sich eben gerade heraus. 

Dass auch etwaige, nicht durch die Gruppe bedingte Verzweigungs- 
stellen der Elementarschaaren als Functionen von 2,, 2, sich heraus- 
heben, folgt schon aus der Betrachtung des Verhaltens der Summe bei 
Umlaufen von z,, 2. 

Die Summe wird also nur an den vorgegebenen Stellen in der 
vorgegebenen Weise unendlich, besitzt den richtigen Grad und das 
Mathematieche Annalen, XLVII. 14 
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vorgeschriebene Verhalten gegeniiber geschlossenen Umlaufen des 
Argumentpaares z,,2,. Sie kann sich also von der gesuchten Formen- 
schaar nur um eine ganze Formenschaar des gegebenen Grades und 
Multiplicatorsystems unterscheiden, und wir haben demnach den Satz: 

Die Zweige der allgemeinsten Formenschaar Q(x,,x,) des reci- 


proken Systems, welche an den Stellen 2’, 2”, ... 2) mit den Coeffi- 


CaN Fey Fos 0s Far Visas +++ Yai o-> yi, gS, ... vy unendlich 


wird, lassen sich in der Gestalt darstellen 


+ alk) ’ o. ve p(k) ” ”, 
Qy( Hy Lp) = — YN (24, By 5 yy La) — Vy Ai (24°, 22° 5 Ly Ly) — 
(2) alee fe) (8). 
-— yr Ai (ar, #25 2, Xp) 
ra lk) ’ he valk), ”, 
— py Na” (24), 2o'3 yy Lo) — Vy Ao’ (%,", 22°53 2, Zo) —° 


(e) ale) 7 (8) 
-— PAY (A, #25 a, 2) 


alk) , w w p(k) ” ”, 
— PaNn (41's 225 Ty, XZ) — Ya Nn’ (4, 2°53 2, Ly) — +> 
(e) alk)eife) (2) 
— yn Na (21> 2 3%) Zo) 


+ su (%y > Ly) + Yo Ge (®y %e) +> + ge (a, 2»), 
unter g', g”,.-.g irgend o speciell ausgewdahlte ganze Formenschaaren 
des reciproken Systems verstanden. 

Die Elementarschaaren A(z,, 2,; %,, 2) sind daher sowohl fiir die 
Darstellung der Schaaren TI(z,, 2.) wie der reciproken Schaaren 
Q(a,, 2) brauchbar. Als Formen von 4,, 2, sind sie selbst Riemann’sche 
Formenschaaren des Systems TT(¢,, 2,), dagegen als Formen von 2, 2, 
sind sie im Allgemeinen nicht selbst Riemann’sche Formenschaaren 
Q(x,, %_); erst ihre in richtiger Weise gebildeten Summen sind Rie- 
mann’sche Formenschaaren. 

Indem ich die schon bei der Theorie der multiplicativen Formen 
von mir angewandte Sprechweise aufnehme (Bd. 44 § 13), kann ich 
also sagen: 

Die Schaaren N(z,, 3 %,,%_) sind als Formen von 2, , 2. Elementar- 
schaaren erster Art des Systems der T1(2,, 2), als Formen von 2,, x, 
Elementarschaaren eweiter Art des Systems der Q(x, , 2.). 

Wir kénnen natiirlich auch das System Q(2,, 2,) als das urspriing- 
liche ansehen und fiir dieses Elementarschaaren erster Art A(x,, 2,3 2,2) 
construiren, welche dann fiir das System der TT(z,, z,) im Allgemeinen 
Elementarschaaren zweiter Art sein werden. 

Es stehen uns also immer zwei Arten von Elementarschaaren fiir 
die Darstellung eines Systems T1(2,, 2.) zur Verfiigung; die der ersten 
Art sind nothwendig Riemann’sche Formenschaaren desselben Systems, 
die der gweiten Art miissen nur dann nothwendig Riemann’sche Formen- 
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schuaren des Systems sein, wenn es in dem reciproken System keine 
ganzen Formenschaaren gibt. 

Die Elementarschaaren erster Art sind Elementarschaaren zweiter 
Art fiir das reciproke System und umgekehrt. 

Gibt es in dem betreffenden System keine ganzen Formenschaaren, 
so sind die Elementarschaaren erster Art mit unter denjenigen zweiter 
Art enthalten; gibt es aber im reciproken System keine ganzen Formen- 
schaaren, so sind die Elementarschaaren zweiter Art des ersten Systems 
unter denen erster Art enthalten. Gibt es in keinem der beiden reci- 
proken Systeme ganze Formenschaaren, so ist die Gesammtheit der 
Elementarschaaren erster Art mit der Gesammtheit der Elementar- 
schaaren zweiter Art identisch. 


§ 13. 
Normirung der Elementarschaaren. 
Es sei 
nmr =6+0, @>0, 
nv =o +e, 9 D0 
gesetzt. 


Es. seien wu’, u”, ... w”) » allgemein gelegene Punkte, d. bh. von 
solcher Lage, dass es keine ganze Formenschaar /(z,, 2.) giebt, die an 
allen diesen Punkten verschwindet, und w’, w’,... w) r in dem 
Sinne allgemein gelegene Punkte, dass keine ganze Formenschaar 
g(%,, %) des zu f(2,,.2,) reciproken Systems an allen diesen Stellen 
verschwindet. 

Unter der iiber die Lage der w’,u’, ... wu” gemachten Vor- 
aussetzung verschwinden nicht alle o-reihigen Determinanten der 
nr-reihigen und 6-zeiligen Matrix 


| fi Cut”, as”) | 


| 


| fi’ (ud, uf”) | ore 9 


} ? ‘ ™ 
yor 1,2,...7 


| 


e ’ 
| (ul, wf") 


worin /{’,f’, ... f irgend o linear unabhingige ganze Formen- 
schaaren f bedeuten, und nur eine Reihe der Matrix hingeschrieben 
ist, aus der man alle Reihen erhailt, wenn man i die Zahlen 1 bis n, 
v die Zahlen 1 bis r durchlaufen lisst. 

Dann lassen sich aber go Systeme von je mr Groéssen Aj), 
Aj,, ... AS$ bestimmen, so dass die Determinante: 


14* 
















t 
| 
] 
i 
1 
1 
1 
' 
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ff (ul, ul?) | 


fi’ (ui”, uy”) 


| 

id ae 

P Dr yw’) / von Null verschieden ist. 
iv 


| 
id 
Aj, 


Ae 
Es verschwinden dann auch nicht alle o-reihigen Determinanten 
der nr-reihigen und g-zeiligen Matrix 
| Aj, 
| Ay |) 
|. | 
> le 
;: | 
| as | 
Man kann in Folge dessen o linear unabhingige Systeme von je 
nr Zahlen: «;,, «;;,... ai) bestimmen, welche simmtlich den ¢ Glei- 


chungen geniigen: 
> ir Ai, =0, 


i,v 


Ps mde «6, 


i,v 
Po a;, AS =. 


Ich behaupte nunmehr: 
Eine ganze Formenschaar f(2,, 2), welche den 6 Gleichungen 


> we, f(ul”, ub?) = 0, 
iv 
>) aisfi(ui?, ul) = 0, 


1y 
Ds ofS) fi(us”, uy’) = 0. 
i,v 


geniigt, muss nothwendig identisch verschwinden. 
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Denn setzt man 
f= af + anf" +++ + af, 
so erhalt man ftir die o Coefficienten a@,, @,,... M9 folgende o linearen 
Gleichungen 


a> iy fi (ul”, uy’) + a2) Oey fi’ (ul, uy”) +°: 


iv ” 
-+ de S eiy f< (ul, uy”) = 0, 
i,v 
ay > iy fi (ut, uy ) + Ay > ai, fi’ (uy”, uy’) + 
iv i,v 


+ $e >) atv (2"(ul", ul) = 0, 


iv 


> Ae Y (ul, uf) + ay Serf (ul, uo”) + - 


av 


- +6 > a? ff (uy”, uy) = 0. 


‘,¥ 


Wenn diese Gleichungen mit nicht durchweg verschwindenden a,, @,,.. 
..@g Vertraglich sein sollen, so muss eine die identische Folge der 


iibrigen’ sein, d. h. es muss 6 Gréssen @,, @,...%@ geben, so dass 


> (cc, o;, + aya, +++» agal?)f; (ui, ut”) =0, 
i,¥ 


- (a, iy $y @iy aga) fi" (ut”, wy y =0, 


Dd) (ye He eey ends os eg) F2 (ut, wh?) = 0 
v 


ist. Setze ich nun zur Abkiirzung 
, ’ (@ 
, hiy Gy Ot; Sie Cg th = Gir, 


so gentigen die «;, nicht nur den 6 Gleichungen 


Dd vwli (us’ uy) =0, 
> iy fi. (u\”, ur’) = 0, 


i,v 
. 
e 


> eirfi soul? , uy”) = 0, 


i,v 





« 
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. ° , ” ( 
sondern wegen ihrer linearen Zusammensetzung aus den «;,, @;;,.. a's) 
auch den @ Gleichungen: 

7 Qiy Ai» _ 0, 


i,v 


> tis Air =, 


iv 


> ais A? =. 


i,v 

Da aber die Determinante dieses Gleichungssystems von Null ver- 
schieden ist, so miissen simmtliche «;, gleich Null sein, was wegen 
der linearen Unabhingigkeit der Systeme a;,, a;;, ... «\?) das Ver- 
schwinden der Zahlen a@,, @,,...@ nach sich zieht, Die zur Bestim- 
mung der a,, a, ...d, dienenden Gleichungen sind also linear un- 
abhangig von einander, und es miissen also alle a,, a,,... a, gleich 
Null sein, d. h. die Formenschaar f muss identisch verschwinden. 

Ferner kann man den Satz aussprechen: 

Man kann auf eindeutige Weise 6 linear unabhdngige ganze 
Formenschaaren f’, f", ...£ durch die Gleiechungen definiren: 


+ £0) i) __ 
> ae; f (uf, uy’) = 0, 
iv 


” a 
> a, fi (ul?, uf) = 0, 


i,v 


(A) (A) (rv) (vy) 
> aj, f; (uy > Ue ) ad i 


i,v 


~(h y 
>) i £ (ut, us?) = 0. 


i,v 


Denn in den Bestimmungsgleichungen fiir die Zusammensetzungs- 
coefficienten der f”) aus irgend welchen beliebigen 6 linear unab- 
hangigen Schaaren f ist die Determinante der linken Seiten von Null 
verschieden. 
Die 6 Schaaren f’(z,, 2,), £’(2,, 2), -.. f'(2,, 2.) bezeichne ich 
jetzt als die normirten ganzen Elementarschaaren des Systems TT. 
Jede beliebige ganze Formenschaar f des Systems TT lasst sich in 


einfachster Weise durch die normirten ganzen Elementarformen aus- 
driicken, 
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Es werde zur Abkiirzung gesetzt 


>) iy filUs ul) = 4, 


.v 


D as few, wy = 4, 


iv 


F (vy) —_— 
> af F,(u"), wl) = A, 


év 


Dann ist 
f (#1) #2) = AE (By, 2) + AE" (21, #) +--+ AMF (B,, 29). 


In gleicher Weise wie wir fiir das System TT vermittelst der Punkte 
u’,u’,...w” und passend ausgewahlter Constanten A;,, A;,, ...A{o 


sowie «a, a,,...«a) die ganzen Elementarschaaren f’, f", ... f 
construirt haben, construiren wir fiir das reciproke System Q ver- 
mittelst der Punkte w’, w’,...w'”) und passend gewahlter Constanten 
B;,, Bi, ... BY sowie B;,, Bi,,... BS’ die 6’ ganzen Elementar- 
schaaren g’, g”,...g), welche in analoger Weise zur Darstellung 
aller ganzen Formenschaaren g verwendet werden kénnen. 

Wir werden jetzt auch die Elementarschaaren A(z,, 2; 2,, 2) in 
bestimmter Weise zu normiren haben. Wir gehen von irgend einer irgend- 
wie construirten Schaar A“)(z,, 2; %,, 2) aus, welche als Form von 
£,, # die bewegliche Unendlichkeitsstelle x und die festen Unendlich- 
keitsstellen w’, w’,...w'”) hat, und zwar so, dass die Coefficienten £;, 
des Unendlichwerdens an diesen Stellen den g’ Relationen geniigen: 


> Bi, By, = 0, 
>) bir Bir =0, 


1. 


>, Bir BS = 0. 


In der so definirten Schaar A"*)(z,, 2; %,, 2.) sind noch o willkiirliche 
Formen von z,, x, enthalten, die wir auf folgende Weise eindeutig 
festlegen : 

Die Werthe der Zweige von A)(2,, 2); 2,, )) als Function von 
2 an den Stellen w’, u’,... wu”) sind Formen é’ten Grades von 2, 22, 
ebenso die Summen: 
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(ky tr) (r) , 
> diy Ap’ (ur, uns &, Xp) = A; (%,, 2), 


Pa 


” ‘Ay (v) ” 
> cis N (ur, ws ; LZ), L_) = Aj (X,, Xp), 


iv 


(a) a ik) (») (r) . , 4\") 
> ali (Ur, Uz 5 XX) = A (ay, %q). 


i, 


Ich setze dann 
NO (8, 295 Ly, Lp) = NM (B,, 25 @y5 Ly) — Ax (xy, Lp) f’ (2%, 22) 
2 (®)/.., (eo) 
— Ay’ (1, Xp) £" (2, 2) — + - + — AX? (ay, ty) "(2 4), 
und bezeichne die so gewonnenen neuen Elementarformenschaaren als 


» normirte Elementarschaaren“. Dieselben haben die Eigenschaft, dass 
die 6 Summen: 


+ Ah.) (r), ; 
> ay Az? (uy, uss a1, 22), 


2 ai, AS (ul, ul; an, 2a), 


>’ oe NG? (er? , wh? s ay, 2) 


ay 
simmtlich verschwinden. 

Die normirten Elementarschaaren sind auch als Formen von 2,, 2 
durch ihre Definition wohlbestimmt; denn irgend zwei in gleicher 
Weise normirte Elementarschaaren kénnten sich nur um eine ganze 


Formenschaar f(z,, 2.) unterscheiden von der Eigenschaft, dass alle 
die 6 Summen 


> a, fF, (wm, uy), > asf (UP, ul), .-. > alo'f (uy, uy?) 

i, i,v i, 
verschwinden, und dann muss f(¢,, 2,) selbst identisch verschwinden. 

Vermittelst der normirten Elementarschaaren 

N’ (By, 225 yy Wy), N” (2,5 2y3 yy Ly), ~~~ NM (2, 223 @, Me), 
sowie der normirten ganzen Elementarschaaren 
£°(2,, @), £° (2, @), ~- £9 (2), &) 

lasst sich jetzt jede beliebige Formenschaar TT(¢,, 2,) mit nur einfachen 
Unendlichkeitsstellen in einfachster Weise zusammensetzen : 


TT(,, 2.) besitze die Unendlichkeitsstellen 2’, x”,... 2 mit den 
Coefficienten ,', 72’). - Yn3 21°s Pos + ++ Pai oe, Wy. . 7h) und 


es sei 
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4 oe, TT: (ul”, uf?) = A’, 


iv 


P a, TT; (uy?, uf?) = 


iv 
; 
E 
; 


> aot, (u?, ut" ) ae A”, 


a) 


Dano ist 
VN (24, B53 By, Uy) YN (By, 295 Uy", Bq") +> 
ee = yON (4 ; %3 al), a), 
+ yy N” (8,5 S93 %y', Le) YQ N” (8), 295%", Lo") + -> 
TT (2) 22) = seb YA” (2, 45 af, xf), 


Ht nN (2,5 295 yy Bo’) Yn’ NO (24, 295 Hy", Zo") +> 
of PAM (21) 225 wy"), xy’), 
+ A’f’ (2,2) + A’E" (@,, 2) +++ + AML (Z,, 2). 
Wir untersuchen nunmehr das Verhalten der normirten Elementar- 
schaaren A(2,, 2.3 #,, 2.) als Formen ihres zweiten Argumentpaares «,, X». 
Lassen wir 2,, x, irgend einen auf dem algebraischen Gebilde 


P . :) 
geschlossenen Umlauf x, , 2,; z\”, x ausfiihren, so geht A” (2, 253 4, 2) 
iiber in 


NY (ey, 205 Dx, WE) = ON (21, Bq 5 Ly, 2a) + Oe” (8,5 293 2,, 2%) 4 
+t xn NM (2, Bq @y, Ly) +f (2, #2), 

wobei /)(z,, 2) eine noch von 2, £, abhingige Formenschaar ist, 

die als Function von z,, 2, eine ganze Formenschaar des Systems TT ist. 


Wihrend aber z,, x, seinen Umlauf ausfiihrt, muss fortwihrend 
die Higenschaft von A erhalten bleiben, dass die 6 Summen 


, (k) (v) (¥), 
> ay Aj (uj » Uz 5%, y) 


wv 


a ei, AY (uj”, uf’ 21, 2), 

Zz aie AE (ut?, us? 5 a 5 ay) 

iv 
verschwinden; es geniigt also die links stehende Formenschaar diesen 
6 Gleichungen. Denselben Gleichungen geniigen aber auch die rechts 
stehenden Schaaren A’, A”,... A”, also miisste auch die ganze 
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Formenschaar f)(z,, 2.) den 6 Gleichungen geniigen, woraus denn 
folgt, dass f‘*)(z,, 2,) identisch verschwindet. 

Wir haben als den Satz: 

Die n? normirten Elementarformen 


’ " (n) , 
Ay’ (21, 825 Ty La), Ay” (245 293 %yy %), « - AL (4,, 293 %y, Le), 


; . i (n) 
Ng (24) 223 By, L)y Ny” (8, 2q5 yy By), «~~ Az” (2,5 q5 Xyy Xe), 


Na (845 225 2p, La) An’ (Sys 05 yy By)». AN (8, B95 4, Xp), 
sind colonnenweise zusammengefasst Schaaren des Systems T1(z,, 2), 
seilenweise zusammengefasst Schaaren des reciproken Systems der Q(x,, 2). 

Was haben nun die Stellen w’, u”,... uw” und w', w",... wl”) fiir 
eine Bedeutung fiir die Schaaren A‘z,, 2,; %,,2,) als Function des 
zweiten Argumentpaares? Ich behaupte: 

An den Stellen w', w",...w'"), welche fiir die A als Functionen 


von 2,, 2, Unendlichkeitsstellen sind, verschwinden als Functionen von 
X,, t_, die 6 Combinationen 


, ()( (¥) (») 
> Bey Ni? (2, 25 wi", wy’), 
kv 

” (k) .(F) (¥) 
> Biv Ai (¢, , 93 W, , We ), 
ky 


a Bry’ AY (2, , 295 wi”, wy”) 
ky 
adentisch. 
Die Stellen w’, w’,...w') spielen also fiir die m» Schaaren 
A,, A,,..+ An als Funetionen von 2,, x, dieselbe Rolle, wie die Stellen 
u,u’,.. .w fiir die m Schaaren‘A’, A”, ... A” als Functionen von z,, 2. 
Zum Beweise untersuche ich zuerst die Natur der einzelnen Form 
AY (2, 2; wi”, wl") als Function von z,, 2,. Als solche wird sie 
nur an den Stellen w’, w’, ... w'”) unendlich etwa an der Stelle w'“) 


mit dem Coefficienten 7\%."). Diese Coefficienten geniigen einerseits 
den o Gleichungen 


Drk"s (wl? wh) 0, 


i, 


Sire whut) —, 
iy 


(kv) (Oo) ( (ue) M) 
> vin ge (wt, wf) = 0, 
iM 
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andererseits den @ Gleichungen 


(k, ¥) , , 
> Vin Bin = By»; 
i,m 

(kv) pw ” 
> Yiu Bi = By, 
i,m 


> rik Be = BE 


i, 





Irgend eine unserer Summen, etwa 
w 
2 Bas NY (2,, 293 wi”, w ’), 


ist also ebenfalls eine Form von 2,, ¢,, die nur an den Stellen 
w', w’,...w) unendlich wird und zwar mit den Coefficienten 


Din => Bi,» Yaw: 
kv 


Die Coefficienten 6;, geniigen, gemiss ihrer Zusammensetzung aus 
den y\:") , den o° Gleichungen: 


Dd basi (wt, wl") = 0 
i“ 


2 tue (w'"’, wy") =0, 


Se. gi”? (wi, wy) = 0 
und den @ titties 


2 8, Bin = >) Br.» Biv, 


kv 


<_ gute = 2 v By, 


Sonu Dam 


i,“ 


In diesen letzteren Gleichungen sind aber die rechten Seiten nach 


der Definition der 6;,, gleich Null, so dass also die Cofficienten 4,,, 
den Gleichungen geniigen: 
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> Vin gi (wi’, wf) =(, 
iu 


Vin gi’ (w\, wy) —_— 0, 


iu 


(o') (a) (um) 
> Din gi (wi, wz’) = 0; 


i“ 


> bin Bin =0, 


iu 


> bin Bin =0, 


iu 


> bin BS =0. 


in 


. Dies ist aber nur so méglich, dass simmtliche 4;, -= 0 sind, dass also 
k) ’ (») 
> Biv A“ (2,, 23 wi”, wy’) 
ky 


eine ganze Formenschaar des Systems TT ist. Nun geniigt aber jeder 
Theil dieser Summe an den Stellen w’, w’,... wu) den 6 zu diesen 
Stellen gehdrigen Relationen, also auch die Summe. Eine ganze 
Formenschaar aber, welche diesen Relationen geniigt, muss identisch 
verschwinden, also auch unsere Summe, womit der behauptete Satz 
bewiesen ist. 

Ferner behaupte ich: 

Die Stellen wu’, wu”, ... w” sind die festen Unendlichkeitsstellen der 
Elementarschaaren N;(2,, 22; %,, £2) als Functionen von 2x,, «,, und 
die Coefficienten «,., der Zweige einer solchen Schaar an den r Stellen 
geniigen den 9 Relationen: 


a a, Ay, = 0, 


ky 


> aky Ax» eae 0, 


ky 


> Ae =. 
ky 

(u’, wu”, ...u” sind offenbar die einzigen méglichen Unendlichkeits- 

stellen von A;*) als Function von z,, x,. Denn fiir keine andere Lage 
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der Stelle  versagen die in der Definition von A® (2,,2,; 2,, 2,) vor- 
kommenden Bestimmungen. Damit ist der Beweis des zum vorigen 
Paragraphen benutzten Satzes nachgeholt, dass man A (¢,, 2,3 2, 2,) 
so einrichten kann, dass die Definition fiir eine bestimmte aber beliebige 
Lage € der Stelle 2 nicht versagt; denn offenbar kann man es immer 
so einrichten, dass keiner der Punkte wu’, u”,... wu”) mit € zusammen- 
fallt: Man braucht ja nur r > 6 + p —1, und alle Punkte u von £ 
verschieden zu nehmen, um sicher allgemein gelegene Punkte w zu 
haben, die dieser Bedingung gentigen). 

Die Stellen «’, wu”, ... uw” spielen also fiir die Schaaren A, als 
Functionen von 2,, z, dieselbe Rolle, wie die Stellen w’, w’,.. . aw!) 
fiir die Schaaren A“ als Functionen von 4, 2,. 

Zum Beweise benutzen wir den Umstand, dass bereits nach dem 
vorigen Paragraphen die Schaaren A,(4,, 2,3 %,, 2) als Functionen 
von 2,, £, betrachtet Elementarschaaren des Systems Q(2,, 2.) sind. 

Wir benutzen nun diese Elementarschaaren zur Herstellung einer 
Formenschaar Q(x,, 2,) von folgenden Higenschaften : 

Bei x = g soll nur der ite Zweig unendlich werden mit dem Coef- 
ficienten — 1, und sonst sollen nur bei w’, uv’, . . . wu’) Unendlichkeits- 
stellen liegen, deren Coefficienten o,,, 0 ;,.. + On1i G49) @g9,+++ Gna}+- 

. @y, gr)...» nr folgenden 6 + @ Relationen geniigen : 


> vf (u\” : uf) = f; (2;, 2), > ter Air == 0, 


ky ky 
> ety fy” (ul, wy?) = fi” (2;, #); > tty Ay, = 0, 
ky kv 3 

‘ (e) 
> Ok» fi” (ut”, uy”) = fi" (2, » By), > ey Any = 0. 
kr kv 


Ferner sollen an den Stellen w’, w’,... wi” die o Gleichungen 
erfiillt sein 


Di 2a(u!", wh) =o, 
ze Q: (wl, wW2 .”) —_ 0, 


2 s°0, (w!?, w!?? 


Man findet, da die Elementarschaaren A,(7,, 2; 2, 2,) von selbst 
dem letzten Gleichungsystem geniigen: 
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Q(x, , Lo) = Ni (2), 25 ZF, 2) + > earA(ul?, uy”; at, a). 
ky 
Die a auf der rechten Seite dieser Darstellung ist aber, welches auch 
ky 
der obere Index der A, sein mag, gleich Null, da die a,, den Glei- 
chungen 


> x Aiy = 0, 
kr 
> Ory Ay, = 0, 
k,Y 

apy Af} = 0 
ky 


gentigen und also lineare Combinationen der o Systeme oj,, x», .- 
.. a) sind. 

Folglich ist die gesuchte Schaar direct A;(2,, 2,; 7, ,{v)) und diese hat 
daher an den Stellen wu’, wu’, ...u'” in der That das behauptete Verhalten. 

Die normirten Elementarformen A (z,, 2.3 2,, %,) sind also sowohl 
fiir die Schaaren TT(z,, 2.) wie fiir die Schaaren Q(x,, x.) normirte 
Elementarformen, und zwar haben die Punkte w’, uw’, ... wu‘) nebst 
den Constanten Aj,, A;,, ... Alf) sowie die Punkte w’, w”, ... w” 
mit den Constanten B;,, By, ... Bi) dieselbe Bedeutung fir die 
Elementarschaaren A*(z,, 2,; 2, 2) als Functionen von 4,, 2, wie 
w', w",...w”, By, By, ... BY beaw. w’,u”,...us Ax, Axs,... Ae? 
fiir die Elementarschaaren A;(z,, 2); 2, 2_) als Functionen von «,, 2. 

Das Verhalten der normirten Elementarformen sowohl als Formen 
von 2,,%,, Wie von 2,, £, ist vollstandig charakterisirt durch Angabe 
der Punkte wu’, w”,...w'") und der Constanten A;,, A;,,....A\?, sowie 
der Punkte w’, w”,...w und der Constanten B;,, By, ... BIS’, und 
zwar folgendermassen : 

Die Schaar A*(z2,, 2,3; %,, 2%.) als Function von ¢,, 2, wird an der 
Stelle x nur in ihrem kten Zweige und zwar mit dem Coefficienten 
+ 1 unendlich, sonst nur an den Stellen w’, w’,... w) mit Coef- 
ficienten B;,, welche den og Relationen 


> Biv Bis =0, 
> bi Bi =0, 


>, bir BY = 0 
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gentigen, und an den Stellen w’, u”,... wu) verschwinden alle Combi- 


nationen 
ps k,,(») 
aiy Ai (uy ? ul”; Xs, 2X»), 


iv 


deren Coefficienten den g Relationen 


Qiy Aj, = 0, 


iv 


> aris =0, 


i,v 


a Qi» A?’ = 0 
gentigen. ” 

Die Schaar A,(z,, 2,3 2;, Z)) als Function von 2,, 2, wird an der 
Stelle s nur in ihrem iten Zweige und zwar mit dem Coefficienten 
— 1 unendlich, sonst nur an den Stellen uw, wu’, ... u” mit Coef- 
ficienten a;,,, welche den g Relationen 


; > ry Ai = 0, 


ky 

> ’ Oky Ay = 0, 
ky 

> a, AY) = 0 
kv 


geniigen, und an den Stellen w’, w’,... w") verschwinden alle Combi- 
nationen 
> k 
Bry Ai (2, ’ £5 wi)”, wi”) ? 
kv 


deren Coefficienten den 9’ Relationen 


> Br» Bi, = 0, 
kv 

> bir Bi, = 0, 

kv f 


Dh. Be =0 
Av 





geniigen, 
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Jede Formenschaar TI(¢,, 2.) mit nur einfachen Unendlichkeits- 


stellen 2’, x”, ... 2) und den Coefficienten y,’, vy... ~~. nj 74 ') Yo 0+ 


905... 9%, - ... 72, hat, wenn man die Abkiirzungen 


ye cy TH; (uy, uf”) = A’, 


> wc, TT; (uy, uf”) = A”, 


i,v 


) 
> als Tiel’, us”) = A” 


i,v 


einfiihrt, die Darstellung: 
TT (2, 4) -> yt (e,, 293 ay"), x”) + an A” f(z, » 8e)3 
kyu a 


und jede Formenschaar Q(2,,2,), welche nur die einfachen Unend- 
lichkeitsstellen 2’, 2”,... 2) mit den Coefficienten y,’, y.’,... ¥n3 71's 


, oe Yee we} ys) besitzt, hat, nach Einfiihrung der Ab- 


kiirzungen 
3K Biv 2x (wo!”, wy”) = B’, 


Pa Biv 2: (w\”, wy’) = Bb’, 


ky 


se Qu, w!") — a 
die Darstellung: 


a a 
Q(x, L,) = — > yf Ailey”, ay; yy Z_) + 2 . g' May, Zy). 
iu a 


Hiermit sind nunmehr alle die einzelnen:Satze, die ich in meiner 
Arbeit in Bd. 44 der Math. Ann. iiber die Darstellung multiplicativer 
Formen durch Elementarformen ausgesprochen habe, fiir solche Formen- 
schaaren verallgemeinert worden, die bei geschlossenen Umliufen der 
Variablen auf einer Riemann’schen Fliche lineare Substitutionen der 
Zweige erleiden. 

Wie ich in jener Arbeit fernerhin eine Anwendung der entwickelten 
Theorie auf die Theorie der automorphen Formen gegeben habe, durch 
welche sich alle die Poincaré’schen Resultate in allgemeinster und 
dabei tiberraschend einfacher Weise ergeben, so lasst sich auch die jetzt 
entwickelte Theorie auf die Poincaré’schen ,,fonctions zétafuchsiennes“ 
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und ,,fonctions zétakleinéennes“ anwenden; macht man diese Poincaré’- 
schen Functionen homogen, so werden es eben Formenschaaren, deren 
Zweige sich linear substituiren, wenn man die Variablen auf einem 
automorphen Fundamentalbereiche wandern lisst, der dann an Stelle der 
Riemann’schen Flache tritt, auf die er conform abgebildet werden 
kann. Nach einem Vorschlage von Herrn Klein will ich diese Formen- 
schaaren, die homogen gemachten Poincaré’schen Zetafunctionen, als 
»homomorphe Formen“ bezeichnen. 

Die Anwendung der in meiner vorliegenden Abhandlung ent- 
wickelten Theorie auf die homomorphen Formen soll der Gegenstand 
einer weiteren hieran sich anschliessenden Arbeit sein*). 


Gottingen im April 1895. 


*) Diese Aussicht wird sich, wie wir zu unserem gréssten Bedauern mit- 
theilen miissen, nicht erfiillen. Unser geschitzter Mitarbeiter, Herr Dr. Ernst Ritter, 
der einen Ruf an die Cornell-University in Ithaca angenommen hatte, ist auf dem 
Wege dorthin in New-York am 23. September einer plitzlichen Erkrankung am 
Typhus erlegen. Ein ausfiibrlicher Nekrolog wird im 4" Jahresbericht der 
Deutschen Mathematikervereinigung veréffentlicht werden, Hier theilen wir noch 
mit, dass sich in dem Nachlasse Ritter’s eine fast vollendete Arbeit ,,Ueber hyper- 
geometrische Functionen mit einem Nebenpunkte“ gefunden hat, welche demniichst 
in diesen Annalen publicirt werden soll. Die mathematischen Annalen enthalten 
dann die simmtlichen functionentheoretischen Arbeiten von Ritter; eine Unter- 
suchung tiber die Bewegung elektrischer Theilchen nach dem Weber’schen Gesetz 
ist friiher in Bd. 37 von Schlimilch’s Zeitschrift publicirt worden.“ 


Die Redaction. 
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Die geometrische Construction als ,,Existenzbeweis“ in der 
antiken Geometrie. 


Von 


H. G. Zeurnen in Kopenhagen. 


Die logischen Principien, welche die Mathematik zur exacten 
Wissenschaft gemacht haben, sind bekanntlich von den alten Griechen 
aufgestellt worden. Diese Principien waren so vollstindig entwickelt, 
dass man in der Regel durch genauere Untersuchung und durch ein 
tieferes Eindringen einen verniinftigen Grund auch fiir dasjenige finden 
wird, was uns zuerst als eine iiberfliissige Vorsicht oder eine willkiir- 
liche Festsetzung erscheint. So lasst der genauere Infinitesimalbegriff 
uns in unserem Jahrhundert besser die logische Bedeutung des weit- 
laufigen Exhaustionsbeweises verstehen, als es im vorigen Jahrhundert 
der Fall war. 

Das, was ich hier zu erkliren versuchen werde, ist eine andere 
Seite der antiken Geometrie. Wir haben von den Griechen die geo- 
metrische Construction geerbt. Namentlich solche Constructionen, die 
sich mittels Zirkel und Lineal ausfiihren lassen, dienen als vortreffliche 
Uebung in unseren Schulen und sind unentbehrlich fiir die Practiker. 
Die Griechen wandten aber die Construction in viel ausgedehnterem 
Maasse an, als wir zu thun pflegen, namentlich auch da, wo ihr 
practischer Nutzen ganz hinfallig ist. Was niitzt es zum Beispiel mit 
Hilfe von Kegelschnitten eine Cubikwurzel zu bestimmen oder eine 
cubische Gleichung zu lésen? Man hat sich dariiber gestritten, wie 
die Griechen solche Constructionen wirklich ausgefiihrt haben, ob sie 
sich die Kegelschnitte durch wirkliche Anfertigung von Kegeln oder 
durch Construction einer gewissen Anzahl von Punkten in der Ebene 
hergestellt haben. Die erste Methode wiirde ungeheuerlich sein, die 
zweite auch ziemlich beschwerlich und ungenau; von der Anwendung 
dieser Methoden findet sich auch in der That gar nichts in der 
iiberlieferten Litteratur. Ich aber glaube, dass man diese Construction 
mit Hiilfe von Kegelschnitten im allgemeinen nicht practisch aus- 
gefiihrt hat, sondern dass diese vielmehr — wie sie es auch fiir uns 
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sein kénnen — ein theoretisches Mittel, ein Mittel zur Erweiterung 
der Erkenntniss waren. Dieselbe Bedeutung haben auch die ein- 
facheren Constructionen in den streng wissenschaftlichen Werken, wenn 
man natiirlich auck die practische Ausfiihrung da nicht versiiumte, wo 
sie wirklich von Nutzen war. 

Um hieriiber zur Sicherheit zu gelangen und gleichzeitig zu erfahren, 
welches denn die theoretische Bedeutung der Constructionen war, muss 
man sie von ihrem ersten Auftreten in Euclid an verfolgen. Man 
wird dann bestitigt finden, dass die Construction mit dem dazu gehiorigen 
Beweise fiir ihre Richtigkeit dazu diente, die Existenz desjenigen, was 
construirt werden sollte, sicher zu stellen. 

Die Constructionen werden bei Euclid durch die Postulate vor- 
bereitet. In diesen werden die practischen Hiilfsmittel, Zirkel und 
Lineal gar nicht genannt, es wird nur die Bestimmung der Geraden 
mittels zweier Punkte, des Kreises mittels Centrum und einer beiliegen- 
den Strecke als Radius u. s. w. verlangt, es wird also die Existenz 
der so bestimmten Figuren gefordert. In den Definitionen wird gesagt, 
was ein gleichseitiges Dreieck ist; erst in Satz 1 wird mittels der 
Construction eines solchen bewiesen, dass es wirklich solche giebt. 
In Satz 2 wird diese Construction dazu benutzt, einen Kreis auch 
dann zu construiren, wenn der Radius zwar gegeben ist aber nicht 
vom Mittelpunkt ausgeht. Diese Construction hat kaum einen practischen 
Zweck haben kénnen. Wenn man wirklich in einem solchen Falle 
den Kreis zeichnen wollte, benutzte man sicher den Zirkel ganz auf 
dieselbe Weise wie wir es thun wiirden. Der Zweck der von Euclid 
beschriebenen Construction ist nur der gewesen: in den Postulaten 
modglichst wenig zu fordern. 

Die Bedeutung der Construction als Existenzbeweis tritt jedoch 

rst dann recht hervor, wenn man nicht dasjenige herstellen will, was 
zum weiteren Construiren néthig ist, sondern dasjenige, was man 
nachher nur in Lebrsiitzen benutzen will. Es zeigt sich z. B., dass 
Euclid es nicht wagt, den Mittelpunkt einer Strecke in einem Beweise 
(1, 16) zu benutzen, bevor er die Existenz dieses Punktes durch seine 
Construction (in I, 10) bewiesen hat. 

Man kénnte eine solche Vorsicht iibertrieben nennen, wenn man 
nicht eine Erklirung fiir sie in dem Umstande finde, dass wenigstens 
in einem ahnlichen Falle eine solche Vorsicht den geometrischen 
Hiilfsmitteln gegentiber durch die damaligen Verhiltnisse wohl begriindet 
war. Man fiihrt die Entdeckung der irrationalen und incommensurablen 
Gréssen auf die Pythagoreer zuriick. Fiir die Griechen, die als Zahlen 
unmittelbar nur ganze Zahlen, indirect auch Briiche als Verhiltnisse 
ganzer Zahlen, anerkannten, war das Verhiltniss incommensurabler 
Gréssen ein solches, das sich iiberhaupt nicht durch Zahlen ausdriicken 


15* 
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lies. Eine Zahl V2, die mit sich selbst multiplicirt 2 giebt, existirte 
fiir sie einfach gar nicht. Man half sich dadurch, dass man allgemeine 
Gréssen durch Strecken darstelltc, eine Darstellungsweise, die nichts 
tiber die Commensurabilitit voraussetzt. Dies wiirde jedoch von gar 
keinem Nutzen sein, wenn man nicht die Existenz derjenigen Strecken 
bewies, welche die nicht existirenden arithmetischen Gréssen ver- 
treten sollten. Einen solchen Beweis hatte man in der Construction 
von a V2 als Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwinkligen Drei- 
ecks, oder als geometrisches Mittel zwischen a und 2a. 

Eben dieselben Griinde miissten dazu fiihren auch die Cubikwurzel 
geometrisch darzustellen und ihre Existenz durch geometrische Con- 
struction zu sichern. Da dies nicht durch Kreis und Gerade gelang, 
musste man andere Constructionen aufsuchen. Warum man dann die 
Kegelschnitte anderen, in mechanischer Beziehung besseren Con- 
structionsmitteln vorzog, werden wir bald sehen. 

Vorlaufig gehe ich aber von diesen Constructionen, deren theoretische 
Bedeutung vor der jetzigen, mehr arithmetischen Gréssenauffassung 
zurticktreten miisste, weiter zu anderen, wo die Bedeutung der Con- 
' struction als Existenzbeweis der jetzigen Auffassung niher liegt, wie 
sie auch durch die Form der alten Siatze deutlich hervortritt. Es sind 
diejenigen Fille, wo die Construction eine Méglichkeitsbedingung fordert, 
die zu beweisende Existenz also nur eine begrenzte ist. In solchen 
Fallen geben wir jetzt gewohnlich an, wie die Construction auszufiihren 
ist, wenn sie moglich ist, und suchen erst nachher durch eine Discus- 
sion zu erfahren, wenn dies der Fall ist. Anders verfuhren die Alten, 
wenigstens in ihren synthetisch geordneten Lehrgebiuden. Es kommt erst 
ein Lehrsatz (Theorem), wo die Nothwendigkeit der Bedingung bewiesen 
wird. Dann kommt ein Problem: die Aufgabe, die Figur zu con- 
struiren, aber diese Aufgabe wird schon beim Aussprechen begrenzt 
durch den sogenannten Diorismus. Dieser beginnt mit den Worten: 
,,Es muss aber“, und wiederholt dann die ganze Méglichkeitsbedingung, 
deren Nothwendigkeit schon im Theoreme bewiesen ist. Durch die 
Ausfiihrung der Construction im so begrenzten Falle und durch den 
Beweis fiir ihre Richtigkeit, wird factisch bewiesen, das die aus- 
gesprochene Méglichkeitsbedingung auch hinreichend ist. Dass dies 
auch die Absicht war, geht daraus hervor, dass man immer schon bei 
der Stellung der Aufgabe die Begrenzung hinzufiigt, Eine ausdriick- 
liche Stellung ohne diese wiirde eine fehlerhafte Angabe sein, die 
glauben lassen miisste, dass die Lésung der Aufgabe immer mdglich 
wire, 

Beispiele finden sich schon bei Euclid, der in I, 20 die Noth- 
wendigkeit der Bedingungen beweist, welchen die Seiten eines Dreiecks 
unterworfen sind, und in I, 22 durch Construction des Dreiecks mit 
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so gegebenen Seiten beweist, dass dieselben Bedingungen hinreichend 
sind. Weiter wird im Buche VI durch das Theorem 27 und das 
Problem 28 auf dieselbe Weise bewiesen, dass die Méglichkeits- 


bedingung (S)'> b fiir die — geometrisch ausgesprochene — Gleichung 


x? —ax-+b =O sowohl nothwendig als hinreichend ist. Hierher 
gehéren aber auch die am weitesten gehenden Anwendungen der Kegel- 
schnitte, welche auch in unseren Augen den Constructionen durch 
Kegelschnitte eine wichtige theoretische Bedeutung geben. Zwar be- 
wundern wir im 5'* Buche des A pollonius die Eleganz der Construction 
der Normalen von einem Punkte an einen Kegelschnitt mit Hilfe einer 
gleichseitigen Hyperbel. Ihren gréssten Werth erhalt diese Construction 
jedoch durch den Umstand, dass ihr Diorismus Kennzeichen liefert, 
wodurch sich entscheiden lisst, wie viele Normale von jedem Punkte 
der Ebene ausgehen. Fast noch wichtiger ist der Diorismus der 
archimedischen Gleichung 
v—axrtbtc=0, 

welcher sich in einem von Eutokius gefundenen, vielleicht von 
Archimedes herriihrenden Manuscript findet. In geometrischer 
Fassung und Beweisfiihrung enthilt dieser Diorismus das, was wir 
jetzt die Discriminante der genannten Gleichung nennen, oder ein- 
facher ausgesprochen, die Bestimmung des Maximums von z?(a—2). 
Auch hier dient die Construction zum Beweise dafiir, dass die im 
Diorismus ausgedriickte Bedingung wirklich hinreichend ist. — 

Die hier gegebene Erklirung der Bedeutung der geometrischen 
Construction in der antiken Geometrie wird bestitigt, und gleichzeitig 
niitzlich, dadurch, dass sie uns andere Rithsel lést. Als ein solches 
Rathsel hat man oft das sogenannte 11'* Axiom, oder wie es nach den 
zuverlassigsten philologischen Untersuchungen heissen soll, das 5' 
Postulat Euclids betrachtet. Friiher hat man sich wohl meistens nur 
iiber die grosse Vorsicht gewundert, welche Euclid dazu brachte, 
sich nicht mit einem blossen Anschauungsbeweis zu begniigen, jetzt 
ist man wohl mehr erstaunt tiber den Scharfsinn, welchen er gezeigt 
hat durch die factische Anerkennung einer Nothwendigkeit, die erst 
den feinsten Képfen unseres Jahrhunderts voéllig klar geworden ist. 
Die vorhergehenden Betrachtungen werden aber erklaren, dass die 
ausdriickliche Aufstellung der Forderung, und zwar unter den Postulaten, 
dem Euclid nicht so ausserordentlich fern liegen musste. Um durch 
Angabe von Constructionen mit Hiilfe von Geraden und Kreisen die 
Existenz der zu construirenden Figuren sicher zu stellen, geniigt es 
nicht, im voraus die Existenz der am einfachsten bestimmten Geraden 
und Kreise zu postuliren, sondern man muss auch die Existenz solcher 
Schnittpunkte, die weiter in der Construction zu benutzen sind, sicher 
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stellen. Fiir den Kreis geschieht dies dadurch, dass schon in der 
Definition gesagt ist, dass der Kreis eine Figur, die Kreislinie also 
eine geschlossene Curve ist; daraus entnimmt Euclid (in I, 12 und 22) 
die Gewissheit , dass sie eine andere Linie schneidet, wenn diese einen 
ausserhalb liegenden Punkt mit einem inneren verbindet. In einzelnen 
Fallen kann man auf ihnliche Weise aus dem Umstande, dass eine 
Gerade durch innere Punkte einer geschlossenen geradlinigen Figur 
geht, schliessen, dass sie eine Seite dieser Figur schneidet. Dieses 
benutzt Euclid im Beweise fiir 1,21. Das gelingt aber offenbar nur 
in ganz einzelnen Fallen. Es musste sich also bald die Nothwendig- 
keit herausstellen, die Existenz des Schnittpunktes zweier Geraden in 
anderen Fallen zu postuliren. Das konnte Euclid aber nur mit der 
Begrenzung, welche er und die ganze Menschheit bis auf die Gegen- 
wart als unumgiinglich nothwendig betrachtete, wie sie denn auch mit 
aller bewussten und unbewussten Erfahrung iibereinstimmt. So ent- 
stand das 5'* Postulat, welches die Existenz des Schnittpunktes zweier 
Geraden fordert, mit der bekannten Begrenzung, welche sich ihm 
ganz ebenso anschliesst wie der Diorismus einem Problem. 

Das andere Rathsel, das ich besprechen michte, betrifft die iltere 
Darstellung der Kegelschnitte. Dariiber berichtet Geminus, dass die 
Alten, das heisst die Vorgiinger von Apollonius, nur gerade Kegel 
geschnitten und die Schnitte stets senkrecht zur Seite des Kegels 
gefihrt haben. Zu diesem Berichte stimmen durchaus die alten Be- 
nennungen der Ellipse, Parabel und Hyperbel als Schnitte des spitz- 
winkeligen, des rechtwinkeligen und des stumpfwinkeligen Kegels. 
Man darf ibn also keineswegs verwerfen, selbst dann nicht, wenn er 
Schwierigkeiten verursachen sollte. Solche Schwierigkeiten entstehen, 
wenn man ihn so versteht, als ob man iiberhaupt nicht vor Apollonius 
gewusst hatte, dass auch anders gefiihrte Schnitte dieselben Curven 
liefern kénnten. Einer solchen Auffassung widersprechen die Arbeiten 
von Archimedes, die nicht nur seine eigene Bekanntschaft mit anders 
gefiihrten elliptischen Schnitten unmittelbar zeigen, sondern auch die 
Haupteigenschaften solcher Schnitte als allgemein bekannt voraussetzen. 
Die Bemerkungen von Geminus miissten alsdann auf parabolische 
und hyperbolische Schnitte beschriinkt werden; von solchen findet 
Archimedes niamlich keine Gelegenheit zu sprechen, er zeigt aber 
auch keine Unkenntniss. Eine solche Begrenzung ist an und fir 
sich misslich, da Geminus keinen solchen Unterschied macht, und 
ein sehr wesentlicher Theil der Schwierigkeiten wiirden doch bestehen 
bleiben. Es kénnte zwar denkbar sein, dass man durch irgend einen 
Zufall anfangs nur die zu einer Seite senkrecht gefiihrten Schnitte 
untersucht hatte. Dass man sich aber mehr als ein Jahrhundert mit 
den so hervorgebrachten Curven eingehend beschiftigt haben sollte, 
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ohne zu entdecken dass diese specielle Lage fiir die Darstellung der 
Curven ganz unwesentlich ist, wiirde ich mir nur dann vorstellen 
kénnen, wenn sich ein Beweis fiihren lisst, der wesentlich leichter 
wird, wenn die Schnitte die genannte specielle Lage haben. Ein 
solcher Beweis ist, trotz der durch die Aeusserungen von Geminus 
gegebenen Anregungen, bis jetzt nicht gefunden, und in der itiber- 
lieferten antiken Litteratur finden sich gar keine Ueberreste einer 
solchen Beweisfiihrung. Im Gegentheil, alle Bestimmungen von 
Schnitten an Kegeln und an Flichen zweiter Ordnung, die sich bei 
Archimedes finden, deuten auf Vertrautheit, selbst auf ziemlich 
frithe Vertrautheit mit viel allgemeineren Betrachtungsweisen hin. 

Ich habe schon friher gezeigt*), wie man die Angaben des 
Geminus verstehen muss um sie mit diesen Thatsachen in Ueberein- 
stimmung zu bringen. Die vorhergehenden Betrachtungen erlauben 
mir aber diese Erklirung genauer zu pricisiren. 

Die Entdeckung der Kegelschnitte war, wie schon bemerkt, an 
die Bestimmung der beiden mittleren Proportionalen gekniipft. Um 
diese Aufgabe geometrisch zu lésen musste man neue Curven ersinnen, 
da ihre Lésung durch Kreis und Gerade sich als unmdglich erwies. 
Am nichsten lag es, die Curven zu benutzen, die wir jetzt durch die 
Gleichungen 

aay, csy=ab, y=—dbez 
darstellen, da diese Gleichungen unmittelbar aus den Proportionen 


a y 


© an ant 
y 


x 6 


hervorgehen. Nun wiirde man, um die Existenz dieser zwei Arten von 
Curven festzustellen, zwei neue Postulate brauchen, denn man konnte 
zwar Punkte solcher Curven construiren; ihre Aufeinanderfolge in 
einem continuirlichen Curvenzuge war aber ein wirkliches Postulat. 
Die Einfiihrung eines solchen Postulates zu vermeiden, war also ein 
mathematisches Verdienst, und dieses erwarb sich Menichmus, der 
zeigte, wie man die Curven als Kegelschnitte darstellen konnte. Die 
Continuitét der Curven ward dann eine Folge derjenigen des Kreis- 
kegels, und diese eine Folge derjenigen des Kreises, und letztere hatte 
man schon postulirt. Ebenso ging es mit Ellipsen und mit anderen 
Darstellungen der Parabel und Hyperbel als die hier genannten, welche 
bald zur Lésung anderer Aufgaben benutzt wurden. 

Es kam also nicht so sehr darauf an, die verschiedenen Schnitte 
der Kegel zu finden, als vielmehr darauf, gewisse ebene Curven, die 
durch ihre Anwendungen eine grosse geometrische Bedeutung bekom- 
men hatten, als Kegelschnitte darzustellen. Fiir diese Aufgabe konnte 


*) Kegelschnitte im Alterthum, im 21. Abschnitte, 
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es bequem sein eine ganz bestimmte Constructionsmethode zu haben, 
eine soleche, welche es erlaubte aus den Constantenbestimmungen der 
gegebenen Curve diejenige des dadurch gehenden Kegels unmittelbar 
zu erhalten. Dass dies eben der Fall ist, wenn man den Kegel als 
gerade und den Schnitt als senkrecht zur Seite gefiihrt voraussetzt, 
habe ich am angefiihrten Orte gezeigt, wie denn auch die archimedische 
Benennung des halben Parameters als ,,Stiick bis zur Axe“ dazu 
stimmt. 

Auf diese Benutzung der Kegelschnitte, welche fiir die Griechen 
urspriinglich die Hanptsache war, passen also die Angaben von 
Geminus, und man darf deshalb daraus nicht schliessen, dass die 
Griechen die umgekehrte Aufgabe: verschiedene Schnitte eines ge- 
gebenen Kegels zu finden, nur im speciellen Falle, den er erwahnt, 
gelést hatten. 

Man versteht nun auch, dass man die Kegelschnitte allen anderen 
Curven vorzog, und dass man sie bei allen mit Hiilfe von Kreis und 
Gerade nicht lésbaren Aufgaben, wo es tiberhaupt méglich war sie zu 
brauchen auch gebrauchen musste. Das ist einmal eine Folge von 
-der genaueren Bekanntschaft mit den Kegelschnitten, die man sich 
nach und nach erworben hatte, zweitens aber auch davon, dass die 
Einfiihrung der Kegelschnitte nach der Entdeckung des Menachmus 
kein neues Postulat erfordete. 

Die Betrachtungen, die ich hier angestellt habe, finden sich zwar 
in meinen neuerdings erschienenen Vorlesungen*). Dort sind sie aber 
iiber viele Capitel zerstreut wegen der Verschiedenheit der Fragen, auf 
welche ich sie anwende, und dort werden sie in den verschiedenen 
Verbindungen betrachtet, in welchen diese Fragen auftreten. Ich habe 
es also fiir niitzlich gehalten, sie hier zusammenzustellen, um ihre 
Uebereinstimmung unter sich besser hervortreten zu lassen**). 


*) Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittelalter. Kopenhagen, 
Hist & Sohn, 1895. 
**) Dieser Aufsatz war zu einem Vortrage auf der Naturforscherversammlung 


zu Liibeck bestimmt, konnte aber wegen plétzlicher Erkrankung nicht gehalten 
werden. 








Die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen in 
drei Variabeln. 


Von 


E. v. Weper in Miinchen. 


In der vorliegenden Arbeit soll versucht werden, die Charakte- 
ristikentheorie der partiellen Differentialgleichungen in zusammen- 
hangender Darstellung zu entwickeln. Unsere Behandlungsweise dieser 
Aufgabe ist eine vorzugsweise geometrische, und verfolgt insbesondere 
den Zweck, fiir den bekannten Integrationsprocess der partiellen Dif- 
ferentialgieichungen I. O. im allgemeinen Falle Analogien aufzufinden. 
Ansitze in dieser Richtung finden sich bereits in dem Buche von 
P. Du-Bois Reymond*), doch ermangeln dieselben gerade im Falle 
der hdhern Gleichungen vielfach der néthigen Bestimmtheit, und geben 
insbesondere tiber die fundamentale Frage, unter welchen Voraus- 
setzungen und durch welchen Process aus einem gegebenen vollstandigen 
Integral einer partiellen Differentialgleichung ein allgemeineres her- 
geleitet werden kann, nicht den geringsten Aufschluss. Den Ausgangs- 
punkt fiir unsere Darstellung nehmen wir von den Begriffen ,, Flachen- 
element“, ,,Streifen‘ u. s. w., welche durch die Arbeiten der Herrn 
Lie und Backlund zur Grundlage der modernen Geometrie der 
partiellen Differentialgleichungen geworden sind; auch im Uebrigen 
machen wir vielfach von Lie’schen Bezeichnungsweisen und Begriffs- 
bildungen Gebrauch. 

In § 1 besprechen wir zunichst den geometrischen Inhalt, welcher 
den Definitionsgleichungen der Charakteristiken n. und hoherer Ord- 
nung**) der Gleichung ». O. unter Zugrundelegung der erwahnten 
Begriffe zukommt, in § 2 leisten wir dasselbe fiir die Charakteristiken 
nm — 1.0., deren Theorie sich iibrigens z. T. auch in dem Buche des 


*) Beitrige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit drei 
Variabeln, Leipzig 1864. 

**) Diese Gleichungen sind fiir n= 2 bereits in der Arbeit von Darboux 
Ec. Norm. VII, 1870, p. 163—173 implicite enthalten. 


a ee RES ee ple 


i 
i 
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Herrn Darboux*) skizzirt findet; § 3 enthalt einen geometrischen 
Excurs, welcher bezweckt, fiir den Lie’schen Begriff des ,, Elementar- 
kegels“, den eine partielle Differentialgleichung 1. O. einem beliebigen 
Raumpunkt zuordnet, in den hdhern Fallen Ersatz zu schaffen. Die 
Theorie der Differentio-Differentialausdriicke**), welche in § 4 entwickelt 
wird und als Grundlage aller folgenden Untersuchungen anzusehen ist, 
liefert uns eine neue, sehr einfache Definition der Charakteristiken 
n. O. und fiihrt uns in § 5 auf den Begriff des wnbeschrénkt integrabeln 
Streifensystems, fiir welchen in diesem und dem folgenden § 6 Beispiele 
ausgefiihrt werden***), In §6 tritt die Analogie, welche zwischen 
unsern Betrachtungen und der gewéhnlichen Integrationstheorie der 
Gleichungen 1. 0. besteht, besonders deutlich zu Tage. Der weiteren 
Durchfiihrung dieser Analogie ist der letzte Paragraph unserer Arbeit 
gewidmet, in welchem wir die Frage nach der Herstellung eines all- 
gemeineren Integrals aus einem gegebenen vollstindigen erdrtern, und 
im Anschluss daran die im Falle » —1 wohlbekannte Theorie der 
», Integralcurven “+) auf die héheren Fille tibertragen. 


S i. 


Die Charakteristiken »‘* und héherer Ordnung der partiellen 
Differentialgleichung n‘* 0. 
1. Wir setzen 


nk 
~ ee ss 
i ak — in, 8? 
Ox ~*dy 
doch wollen wir ftir a --- a) auch die Bezeichnunger 2, p, q, 7, 8, ¢, 


u, v, w, @® bereithalten. Ein Werthsystem xyzpq--- a) heisst dann 
ein Flachenelement n. O., und soll abkiirzend mit E™ (a - - + al*)) be- 


zeichnet werden. Eine continuirliche Schaar von Elementen n. O. von 
der Eigenschaft, dass je zwei aufeinanderfolgende E vereinigt liegen, 
d. h. den Relationen 


@) Bait — ahi dar + ait by 
(i=0, a k=0, 1l,...m—1) 


*) Théorie des Surfaces; III, p. 263 ff. 

**) Ich entnehme diese Bezeichnung dem Titel einer mir leider nicht zu- 
ganglichen Arbeit von Schaposchnikow, Mosk. Naturf. Ges. Phys. Abt. [V 
(Fortschr. d. Math. 1891, p. 398f.). 

***) Vgl. meine Note in den Sitzungsberichten der kgl. bay. Akad. d. Wiss. 
Februar 1895. 

t) Lie, ,,Ueber Complexe etc.‘ (Math. Ann. Bd. 5, p. 145—256, 1871), vgl. 


auch Goursat, Lecons sur l’integration des équations aux dérivées partielles, 
Paris 1891, Chap, IX, 
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gentigen, heisst ein Streifen n. O. oder S™; eine continuirliche Schaar 
von co? Elementen E", welche den Differentialgleichungen (1) geniigt, 
heisse eine Element-M,); eine solche besteht entweder aus allen E™ 
einer Fliche, oder aus allen E™, die sich an einen Streifen S@-» 
anschliessen, oder endlich aus oo? Elementen E™ mit gemeinsamem 
E-», Eine partielle Differentialgleichung: 
(2) FO (xyzp ... a) = Const. 
integriren heisst dann, alle Elemente-M,) bestimmen, welche (2) 
befriedigen. 

2. Unter Gebrauch der Abkiirzungen: 


. ee OF®) ye 
o — da! — . 4 
(v) oi) of 
Ds (f) = 55 =1+ 3 dal’)? 
‘ =0 ix=0 ° 
(3) v . of 
(») == Of 4 (kt) 6 
DP A) ay +s De ee 


differentiiren wir jetzt (2) 9 + 1 mal partiell nach x und y in der 
Voraussetzung, dass die @*) Functionen von und y seien. Definirt 


man die Gréssen ZL) durch die Recursionsformeln: 


ir = ne (ZL) +> ath) pin) (A\"’), 


( ) k-1 > k 
Le) = = Di ) (ZL) y+ ay Dp” (A\"’), 


i=0 


= Dy" (L2)+ > i DY) (Aw), (v==1,2,...%) 


i=0 


Lt = a = prt 1) (L®) + det (th) DY” (A”), (k > 1) 


i=0 
(4) 1? = DS-"(F™), LY = De (F), 
so erhalt man die o + 2 Gleichungen 
LE) 4S) Aare) = 0, 
i=0 
die wir abkiirzend so schreiben wollen: 


(5) He) =0. (6=0,1,...e41) 









| 
| 
: 
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Wir sagen, ein Element 2. . . att) befriedige (2), wenn die Gréssen 
z...a("t) den Relationen (2) und (5) fiir e=0,1,...4—1 geniigen, 
und man kénnte das Integrationsproblem von (2) allgemeiner so fassen: 
Alle Element-M,"+» zu bestimmen, welche den Gleichungen (2), (5) 
fir @=—0,...k— 1 geniigen. 

3. Man habe zwei vereinigt liegende Elemente n+-t'* 0.: x... a(n 
und &-+ dz,... ants) + dat), so folgt aus den pega 


(6) daint®) = almtetida + aster) dy (t= -n+ Q) 
indem man dy:dz gleich A setzt: 

—S' . daly?) ‘ : ; 
area ora ae 


(t=0,1...n+ 0; 0=0,1...17) 


Setzen wir: 
(8) (A) =) (— 1)" A ar, 

B, 3 1)‘ AD Ai, C8 a 0, 
(9) k=0 


@—@ 


1 
cl = Syn 6 =0,1...0) 


Ss 


so folgt durch Substitution der Ausdriicke (7) in (5): 


(10) w+ Sa! EPL (Os —(— 18a REY AEHPH) (A) 


(o=0,1...0+1;9=—0,1...7). 


Wenn wir die linken Seiten dieser Gleichungen mit G{°*” bezeichnen, 
so fiihrt die Elimination von aWtet) aus dem System (10) zu den 
folgenden Beziehungen: 

dH®) 
(11) GI) + AGE =0 =", (6=0,1,...0; 9=0,..-1) 
wie aus der Definition der Z,;*), B;, C;¢) unmittelbar hervorgeht; bei 
der Differentiation rechts sind yz. ante) als Functionen von x zu 


behandeln. Diese Relationen, welche auch fiir 9 =0 gelten, wenn 


man HH!” = F™ setzt, driicken nach unserer Bezeichnungsweise aus, 
dass die Elemente x... ants) und «+ dz,... ats) + dat beide 
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der Gleichung (2) geniigen sollen. Ist dies der Fall, und ist A keine 
der Wurzeln der Gleichung 


(12) Q (A) = 0, 
so kann man aus (10) afta) und vermittelst (7) die tibrigen a(™t+++)) 
eindeutig berechnen; zwei vereinigt liegende Elemente E(+*), die 
beide der Gleichung (2) geniigen, bestimmen also im allgemeinen ein 
und nur ein E(+*+), das sie beide enthalt und ebenfalls (2) befriedigt. 
Da dies auch noch fiir t = 0 gilt, so werden lings eines beliebigen 
Streifens S), der die Relation dF’ = 0 befriedigt, im allgemeinen der 
Reihe nach ein S(+, ein S+*) etc., kurz die Ableitungen jeder be- 
liebigen Ordnung eindeutig festgelegt sein. Es ist dies nur ein anderer 
Ausdruck fiir das bekannte Cauchy’sche Theorem, wonach unter 
gewissen Continuitatsbedingungen*), die wir hier natiirlich als erfiilt 
ansehen, durch einen Streifen S™ von (2) im Allgemeinen eine und 
nur eine Integralfliche von (2) bestimmt ist, die sich in einer gewissen 
Umgebung von S“) regular verhiilt. 

4. Kine Ausnahme tritt ein, wenn der Streifen S+), dessen 
Elemente die Gleichung (2) befriedigen, auch noch der Bedingung 

d 

(13) se Ae 
geniigt, unter A, eine der Wurzeln von (12) verstanden. In (10) ver- 
schwinden dann die Coefficienten von oh , und wir nehmen zunichst 


an, dass auch die von dieser Grésse freien Glieder zu Null werden, 
d. h. dass man habe: 


dat 
(14) 4 SB, me (6 =(), 1 ...t+1) 


t=0 
wo 


Br = SN- 1) 4p A 
gesetzt ist. 

Alle oo! Elemente » + 1 -++ 1'** O., welche zwei benachbarte E(+* 
von S(+*) enthalten, d. h. den Gleichungen (6) fiir @ — + geniigen, 
befriedigen dann auch (2). Einen solchen Streifen nennen wir eine 
Charakteristik n-+- x O. oder eine C+*) von (2). Die Gleichungen 
(13), (14) zusammen mit den folgenden: 

(k) 


d 
(15) Fe = WH +E att A, (¢t=0,..,4;k=0,..,.n+2—1) 


*) Vergl. z. B. Goursat, 1, c. Chap. I, woselbst die niiheren Citate zu 
finden sind, 
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liefern. fiir v= 1,2,...n die Definitionsgleichungen der » im allg. 
verschiedenen Charakteristikensysteme » + t't O. der partiellen Dif- 
ferentialgleichung (2); sie lassen » — 1 der Ableitungen da("+*): dx 
vollig willkiirlich. Daneben sind auch noch die Relationen (5) fiir 
o@ =0,...c—1 wu beriicksichtigen. Die co? Elemente E(+*+"), die 
sich an eine beliebige C+* anschliessen, bilden nach der am Schluss 
von Nr, 2 gebrauchten Ausdrucksweise eine Integral-M,“+*+) von (2). 

5. Die Gleichungen (14) sind nach ihrer Herleitung véllig iqui- 
valent mit den folgenden: 
dai"t*) 


(14a) _ 


ae gh ttt) 4. A, ott , 


wenn die ("+++ die allgemeinsten Functionen von «...a("**) bedeuten, 
welche die Bedingungen 


(14b) AS™ =0 (6=0,1...c¢+1) 


erfiillen. Wendet man diese Bemerkung an auf die in (15) enthaltenen 
Gleichungen : 
d — (n-+7) (nt) . 

io + Ayo (¢==0,1...n+7—1) 





(15a) 


und bezeichnen wir allgemein die cot Elemente E’—), welche zu 
einem Streifen S gehéren, als den ,,Trigerstreifen“ » — 1" O. von 
S), so folgt fiir c > 1: 
»,Die Tragerstreifen » + +t — L'*t O. der Gesammtheit der C+? 
besteht aus der Gesammtheit der Charakteristiken » + 1 — 1'" 0.“ 
Aus den Entwickelungen der Nr. 3 folgt, dass die Gleichungen 


(16) AY’ =0 (6=0,1...1) 

Integralgleichungen von (14) sind; daher kénnen wir die letzteren 
Gleichungen ersetzen durch eine von ihnen, etwa die letzte, und das 
System (16). Berechnet mau nun aus (15a) die Gréssen afte). .almte) 
und substituirt ihre Werthe in die letzte der Gleichungen (14), so 
folgt eine Differentialgleichung 1. 0. und 1. Grades fir a1”, welche 
ausser der Grosse a(t”) und ihrer Ableitung nur die Variabelen 
“...a(te—" und die ersten und zweiten Ableitungen der a(*+*—) ent- 
halt. Der Coefficient von d aint) : dz in dieser Gleichung wird: 


n—l 


> (= 1 Bi At = — 9 (W). 


i=0 
Denken wir uns also eine C\“+*—») von (2) gegeben, und die x...ats—-!) 
dementsprechend als lunctionen einer unabhangigen Variabelen, etwa 2, 








Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen. 235 


definirt , so ergiebt sich unter der Voraussetzung g’(A,) += 0 der Werth 
von et) (und damit auch der iibrigen «{"**)) durch Integration der 
genannten Differentialgleichung. Also: 

Durch jede C\), welche einer einfach zéhlenden Wurzel von 
(12) entspricht, gehen einfach wnendlich viele C+, deren einzelne 
durch Angabe eines ihrer Elemente E+ eindeutig festgelegt ist; durch 
jede C'"+ gehen ebenso einfach unendlich viele C+) u. s. w.“ 

Dies ist der geometrische Ausdruck der Thatsache, dass die Ge- 
sammtheit der Integralfliichen von (2), welche durch eine C™ hindurch- 
gehen, noch von den Coefficienten einer willkiirlichen Function eines 
Arguments abhingt. Obwohl diese Thatsache auch fiir doppelt ziihlende 
Charakteristikensysteme bestehen bleibt, so ist gleichwohl durch die 
obige Bemerkung ein fundamentaler Unterschied zwischen diesen und 
den einfach zihlenden bezeichnet*). Wir wollen im Folgenden die 
ersteren von der Betrachtung ausschliessen, also z. B. nur solche 
Gleichungen 2. 0. beriicksichtigen, fiir welche die Discriminante der 
Gleichung (12) nicht identisch verschwindet. 

6. Geht man auf einer beliebigen Integralfliiche von (2) vom 
Punkte xyz in der Richtung A, zum benachbarten Punkte «+ dz... 
weiter, so werden die Incremente der «("**) durch (14a) dargestellt, 
unter a‘) die Ableitungen der Integralfliche im Punkte xyz verstanden. 


Da diese Ableitungen den Relationen (14b) identisch geniigen, so 
erhalt man durch Elimination der a"**+) aus (14a), (14b) die Glei- 
chungen (14). Dieser Schluss ist nur dann ungiiltig, wenn die Integral- 
fliche die partiellen Differentialgleichungen Af” = .- - — AW” —0, 
und somit auch L}’ — Li — 0 befriedigt, d.h. wenn sie singulér ist. 
Es folgt somit der fiir jedes tr >0 geltende Satz: 

»dede nicht singuldre Integralfliche von (2) ist aus je co! Charakte- 
ristiken n + te" O. eines jeden der n verschiedenen Systeme aufgebaut.“ 

7. Erfiillt ein Streifen S(+ von (2) die Bedingungen (13), (15), 
nicht aber (14), so werden die aus (10), (7) fiir @ = + zu entnehmen- 
den Werthe der «"**+") unendlich. Einen solchen Streifen nennen 
wir einen Integralstreifen n -+- t'** O. oder einen Integral-S(“+) von 
(2). Fir t> 1 ist der Triagerstreifen eines solehen S‘+* nach Nr. 5 
eine C("+*—), und die Integralfliche, welche nach Nr. 3 im allgemeinen 
durch einen Streifen » + rt'* O. von (2) festgelegt ist, artet hier in 
die zu jener C“+*-)) gehérige Integral-M,"+ aus. Geniigt dagegen 
ein Streifen S™) von (2) den Relationen (13), (15) fiir k=0,...n—1, 
so geht durch ihn im allgemeinen eine Integralfliiche von (2), welche in 
ihm eine Riickkehrkante n. O. besitzt, die sich von einer gewohnlichen 


*) Vergl. auch Du-Bois Reymond 1, c. §§ 91 und 94. 
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Riickkehrkante dadurch unterscheidet, dass in ihr erst die m + 1" Ab- 
leitungen unstetig werden. 

Wir fiihren dies hier nur historisch an, kommen aber in § 7 unter 
besonderen Voraussetzungen auf diese Frage zuriick. 


§ 2. 
Die Charakteristiken » — 1‘* 0.; die Ampére-Natanischen Gleichungen. 


8. Eine C™) der partiellen Differentialgleichung § 1 (2) war durch 
die Eigenschaft charakterisirt, dass alle oc? Elemente » + 1'* O., die 
sich an sie anschliessen, der Gleichung geniigen. Wir fragen nun 
weiter nach Streifen » — l1'**O, von der Eigenschaft, dass alle Ele- 
mente E™, die sich an sie anschliessen, die vorgelegte Gleichung 
erfiillen; soleche Streifen bezeichnen wir als Charakteristiken » — 1' 
O. oder C-"), Setzt man wieder dy: dz =A, so findet man aus 
den Gleichungen: 


da'*—") 
(ld) a == a) + ol) A (¢==0, 1,...2—1) 
die folgenden: 
n—t—1 da@—) : 
(2) aie) — >) (— 1 SE + (=A al 
v=0 


(t=0, 1,...n—1). 


Indem wir diese Werthe in § 1 (2) substituiren, dabei aber die Con- 
stante der rechten Seite durch Null ersetzen, erhalten wir im aligemeinen 
eine algebraische Gleichung gw‘ Grades in a”, wenn mw den Grad von 
F™ in den af" bedeutet. Die Coefficienten der einzelnen Potenzen 
von a) liefern, gleich Null gesetzt, die Definitionsgleichungen der 
Ci-», Dieselben brauchen nicht mit einander vertriglich zu sein, 
d. h. nicht jede Gleichung n. O. besitzt Charakteristiken » — 1' O. 
9. Besonders interessant ist der Fall, wo jene algebraische Glei- 


chung linear wird; dazu ist nothwendig und hinreichend, dass (2) § 1 
die Form besitzt: 


(3) F” =p +> P.o” +> > Put = 


worin 


= al ai) — alr) en) 
Ey, aan oi 


((=—0,...m—2;k—2,3,...n—i), 


und die Coefficienten P... irgend welche Functionen gon z,... alent) 
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bedeuten. Eine solche Gleichung nennen wir eine Ampére-Natani sche 
Gleichung*), fiir n = 2 speciell eine Ampére’sche Gleichung. 
Durch die Substitution (2) nehme (3) die Form an: 


A+ Ba) = 0. 
Wir erhalten dann fiir die C®@— ausser den Relationen 


da\*) 
(4) Shalt + Antti? (=0,...h; k= 0,1...n—2) 


noch die Bedingungsgleichungen 


(5) A=0, B=0 
welche die x... (">"), sowie ov und die Ableitungen der o("~ ent- 


kalten; ~ — 1 dieser Differentialquotienten bleiben also véllig willkiir- 
lich. Fiir jede Gleichung der Form (3) kennt man somit ein parti- 
culires Integral mit » —1 willkiirlichen Functionen, bestehend aus 
allen Element-M,™), die sich an die C—") anschliessen. 
10. Setzen wir 

n—i—1 (n—1) 
(6) &=0, 4—= Soy Sew (i= 0,1,...8—1) 

v=0 


und deuten durch eckige Klammern an, dass in dem betr. Ausdruck 
«;") durch 4; ersetzt ist, so findet man 


A=[F], B => (—1)" ‘A [A] = [9 (A)] 


(vgl. (12), § 1). Wir denken uns nun in A, B fiir die da: dz 
wieder ihre Werthe (1) eingesetzt; da dann A; wegen (2) in 


a,” oe (— 1)" *A** a” 


tibergeht, so erhalten wir mit Riicksicht auf die besondere Form von 
(3) durch unsere Substitution aus (5) die beiden Gleichungen: 


(7) F — a y(N)=0, (A) =0. 

Dies vorausgeschickt wollen wir nun ermitteln, wie viele C™) durch 
eine gegebene C\"—!) hindurchgehen. Sind also #... a=") Functionen 
einer unabhingigen Variabeln, etwa x, die den Differentialgleichungen 
(4), (5) geniigen, und legen wir den unbekannten Functionen a,) von 


x die Bedingungen (1) auf, so folgen daraus nach dem eben Gesagten 
von selbst die Relationen (3) und § 1 (12), A ist also mit einer 


*) Ampére, Journ. d. l’Ec. Polytechnique Cah, 17 und 18. Natani, die héhere 
Analysis, Berlin 1866. Vgl. auch die Arbeiten von Backlund Math. Ann. 11 u. 13. 


Mathematische Annalen, XLVII. 16 
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Wurzel A, der Fundamentalgleichung (A) = 0 identisch. Von den 
beiden noch iibrigen Definitionsgleichungen der CO): 


n—l 


da) 
(8) LY + > Bi, t= 0 (6=0,1)... 
— 





ist aber die eine wegen (3) und § 1 (11) eine Folge der andern, und 
die Substitution der Werthe (2) in die eine von ihnen liefert fiir a) 
eine gewohnliche Differentialgleichung 1.0. und i. Grades, in welcher 
da): dz nach Nr. 5 mit dem Factor — g‘(A,) behaftet ist. 

Werden umgekehrt unter den a) die allgemeinsten Functionen 
von z...a*—") verstanden, die (3) befriedigen, so stellen die Glei- 
chungen (1), (4) zusammen mit dy: dz =A, die Trigerstreifen 
n — 1. QO. simmilicher Charakteristiken und Integralstreifen n.O. von 
(3) dar (Nr. 7); alle diese S‘—» sind also unter den C(—) enthalten. 
Wir fassen das Resultat dieser Untersuchungen in den folgenden 
Satzen zusammen : 

» Hine Ampére-Natanische Gleichung n. O. besitzt im allgemeinen 
n verschiedene Charakteristikensysteme n—1. O., bestehend aus den 
Trigerstreifen der C™. Durch jeden Trégerstreifen C“-» einer C™, 
die einer einfachen Wurzel A, der Fundamentalgleichung entspricht, 
gehen noch einfach unendlich viele andere C™) hindurch, deren jede 
durch Angabe eines ihrer E™) eindeutig festgelegt ist. Die Integral- 
streifen n. O. bestehen aus der Gesammtheit der Streifen n. O., die durch 
die C\— hindurchgehen; die nach Nr. 7 durch jeden einzelnen von ihnen 
bestimmte Integralfliiche artet in die Element-M,™ aus, welche sich an 
die zugehirige C\—» anschliesst. 


§ 3. 
Geometrische Interpretation der Fundamentalgleichung. 

11. Zum Zwecke einer geometrischen Deutung der Gleichung (11) 
§ 1 schicken wir einige Hiilfsbetrachtungen voraus. 

Ist in einem » + 1-dimensionalen Raum R,+; mit den cartesischen 
Punktcoordinaten 2, ... 2,41 ein System von oo" Curven oder eine 
»,Curvencongruenz durch die Gleichungen 
(1) Pi(%,.-- Bata, Oy,--- Gn) O (6 1,2...m) 
gegeben, worin die g; unabhiingige Functionen der 2,, die a; wesent- 
liche Parameter bedeuten, und setzen wir 0g; : da; = giz, 80 werden 
durch die (in Kronecker’s Bezeichnungsweise geschriebene) Gleichung: 
(2) 1piu| =O 
auf jeder Curve (1) die Punkte ausgeschnitten, in denen sie von je 
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einer benachbarten Congruenzcurve geschnitten wird, und in welchen 
sie das ,,Focalgebilde“ beriihrt; dieses ergiebt sich durch Elimination 
der a; aus (1), (2). In denselben Punkten wird das Focalgebilde auch 
von allen die Curve enthaltenden, aus oo"! Congruenzcurven auf- 
gebauten ,,Flichen“ beriihrt. 

Ist eine Gerade des R,4; durch die Gleichungen 
(3) us MN; op Ni %n4t (¢ = 1, = or n) 
dargestellt, so sind die Gréssen m;, n; und a, = m,n, — n,m, die 
Pliicker’schen Liniencoordinaten dieser Geraden; eine Relation zwischen 
ihnen definirt einen ,,Strahlencomplex“, » unabhingige Relationen eine 
»strahlencongruenz“. Ein Congruenzstrahl von allgemeiner Lage be- 
sitzt » Brennpunkte, woselbst er das Focalgebilde beriihrt, Bezeichnen 
wir eine g-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit des R,4, als eine 
Mg, so liefern uns die Gesammtheit der n-fachen Tangenten einer M,, 
oder das System der gemeinsamen Tangenten von » verschiedenen M,,, 


oder endlich die m-fachen Sekanten einer M,_; Beispiele fiir Strahlen- 
congruenzen. 


12. Wir setzen nun uy, = 5 (k-+1) (k+2) und interpretiren die 
z...a— als cartesische Coordinaten eines R,, _,42. Die Gleichungen: 


(4) a{!) — at) — a+ (@—2) + BAL” (y—9) 
(¢=0,1,...k; Kk=0,1,...m—2) 

ordnen jedem Punkte Pz... ("=") dieses Raums einen durch ihn 

gehenden linearen R,42 zu; durch das System: 

(5) afr — ae — af") (2—) + aif, (y—9) 


(¢=0,1...n—1), 

worin die «") Constante bezeichnen, ist in diesem Raume eine durch 
P gehende ebene UM, bestimmt. *) 

Schneiden wir aus dem R,42 durch die Gleichung 
(6) “—F=—1 
einen linearen R,;, aus, und setzen wir 
(1) y—y=4,,,, Y—ar Vea, (t=0....n—1) 
so definiren uns die aus (5) entstehenden Gleichungen 
(7a) a= 0” +o Planis (i= 1,...0) 
oo"t! Strahlen, nach der vorigen Bezeichnungsweise die gemeinsamen 


Geraden der m — 1 linearen Complexe n; = m,4:. Durch Hinzunahme 
der Relation 





*) Eine ihnliche Interpretation wird angewendet bei Backlund, Math.* Ann, 
Bd. 11, p. 219 ff. 


16* 
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(8) FOE... aS, af... a) 0 


erhalten wir eine Strahlencongruenz (bez. wenn in (2) § 1 die Constante 
rechts beibehalten wird, oo! Strahlencongruenzen). Auf jedem Con- 
gruenzstrahl werden dann die » Brennpunkte durch die Relation 


(9) xe 1° AM ata’ =0 


bestimmt, womit die in Aussicht genommene geometrische Deutung 
der Fundamentalgleichung gewonnen ist. 


13. Die Strahlen der Congruenz werden vom Punkte P aus durch 
co" ebene M, der Form (5) projicirt; auf jeder dieser M, sind m aus- 
gezeichnete Gerade gelegen, nach denen sie von je einer benachbarten 
M, geschnitten wird, namlich die Verbindungslinien von P mit den 
Brennpunkten des zugehérigen Congruenzstrahls, Ist F” insbesondere 
von der Form (3) §2, so wird durch (7), (8) eine lineare Strahlen- 
congruenz dargestellt; das Focalgebilde einer solchen artet im all- 
gemeinen in eine M,_, aus; in der That liefert die Elimination der 
a”) aus (7a), (8), (9) in diesem Falle 2 Gleichungen fiir die z;, wie wir 
in den NN. 9, 10 gesehen haben. Die durch (5) dargestellten UV, 
gehen dann zu je einfach unendlich vielen durch die Strahlen, welche 
von P nach den Punkten jener Focal-M,_, gezogen werden. Man 
erkennt leicht, dass die bekannte, von Ampére®*) fiir den Fall n = 2 
gegebene Zerfallung der beiden Gleichungen (5) § 2 in 2 Paare linearer 
totaler Differentialgleichungen damit zusammenhiangt, dass das Focal- 
gebilde einer linearen Strahlencongruenz des R, in 2 Gerade ausartet. 

14. Um diese Resultate in die Sprache der Theorie der Flichen- 
elemente zu iibersetzen, wollen wir sagen, zwei Elemente n. 0. 
z...a@ 9, a™...0 und z...a@ 59, a... a beriihren sich 
stationar**), wenn sie ausser dem Element 2... a{*>" noch ein be- 
nachbartes, mit diesem vereinigt liegendes Element » — 1 O. x + dz, 
y+dy...a*>+da>" mit eimander gemein haben; die Ver- 
hialtnisse dx: dy:dz definiren dann die ,,Richtung der stationiren 
Beriihrung“, wie wir uns ausdriicken wollen. Sind die beiden Elemente 
benachbart, d. h. hat man @") = a” + da"), so sind die Bedingungen 
der stationiren Beriihrung: 

d 


(10) da 4+ 2 da0—0 (i=—0,1,...n—1), 


*) Vgl. z. B. die Darstellung bei Darboux, Théorie des Surfaces III, p. 263 ff. 
**) Vgl. meine Arbeit: die singularen Lisungen der partiellen Differential- 
gleichungen in 3 Variabeln, Math. Ann. 46. 
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wenn dy: dz die Richtung der stat. Beriihrung bestimmt. Man kann 
jetzt den Satzen der Nr. 13 die folgende Fassung geben: 

»4u jedem Element E der partiellen Differentialgleichung (2) § 1 
giebt es im allgemeinen m benachbarte, im Falle der Ampére- 
Natanischen Gleichungen » Gruppen von oo! Elementen n. 0., die 
ebenfalls die vorgelegte Gleichung befriedigen und mit E™ eine 
stationire Beriihrung eingehen; die » Richtungen der stationiren 
Beriihrung sind in jedem Fall durch (12) § 1 definirt. 


§ 4. 
Theorie der Differentio-differentialausdriicke. 

15. Liegen die zu dem Element n. 0. E™ (a . . . «{")) benachbarten 
Elemente E’(z+dz...a-+-da™) und E” (a@+dz,...a@")4 da (")) 
mit E vereinigt, hat man also 
(1) dal® = aft da + allt dy; 

(2) dal® (k+1) § (k+-1) J } m0, 0.28 b= 0, m1) 
(2) da = a; a ath oy 
und verlangt man, dass E, E’, E” auf demselben Element »--1' QO, 
gelegen seien, d. h. dass die Gleichungen 
(3) dal) = ada + ai dy; da = al dx + ant dy 
(¢=0,...m) 

zusammen bestehen kénnen, so folgen durch Elimination der a("+ aus 
(3) nach Weghebung unwesentlicher Factoren die » Relationen: 

da 0% — da” dz + dady — dal dy = 0, 
die wir abkiirzend so schreiben: 
(4) (dd)? =O (6 =1,2,...n). 
Umgekehrt, sind diese Bedingungen erfiillt, so kann man die «(*+ 
aus (3) berechnen. Ausnahmen treten ein, erstens falls dy:dc—=dy:dz; 
in diesem Falle miissen die Elemente E’E” identisch sein, wenn die 
a+!) endliche Werthe haben sollen, und es giebt solcher Werthe 
dann einfach unendlich viele; zweitens, wenn d2 —dy=—0; dann 
gehen die Gleichungen (4) iiber in das System (10) der vorigen Nr., 
EE” berihren sich also stationér in der Richtung dy: dz und die 
a+) werden unendlich; analoges tritt natiirlich ein, wenn sich EE’ 
stationir beriihren. 


16. Eine andere Interpretation der Relationen (4), deren linke 
Seiten wir Differentio-differentialausdriicke nennen, ergiebt sich aus 
der folgenden Betrachtung: 
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Eine infinitesimale Transformation X(f) der Elemente z.. . a” 
des Raumes heisse eine inf. Streifentransformation, wenn sie jedes 
Element in ein benachbartes, mit ihm vereinigt liegendes tiberfiihrt. 

Definiren wir fortan das Symbol d durch die Identitit 
(5) df= X(f)da 
unter f eine Function von z... a), unter dA eine unendlich kleine 


Constante verstanden, so gelten die Relationen (1) identisch und X(/) 
hat die Form: 


(6) X(f)=EDE (A) + DE") + >? 2. 


(n)? 
Ba” 


worin &, q, BS” irgend welche Functionen von « ... «a bezeichnen. 
Die co“**' Streifen, die sich durch Integration des Systems 





d d da” ° . 

6: =; ti = p” (t= 0,1...%), 
(7) 

da'*) 





7 = gal) 4+ nol) (GG =0,1...4; Kk=0,1...n—1) 
seien die Bahnstreifen von X(f') genaunt. 


Zwei vereinigt liegende Elemente z...« und 2+-dz... al”) + dai) 


werden von X(f) in zwei benachbarte Elemente «+ dz... und 
z+déx-+d(x-+ dx)... tibergefiihrt, welche wieder vereinigt liegen, 


wenn man hat: 
(8) dd al) = dat dx + dali dy + alt) dda + aktddy 
(i= 0,...k3 K=O0,...n—1). 
Subtrahirt man diese Gleichungen bez. von den folgenden: 
(9) dda) = dal) da + dabthdy + adda + ak&tVddy, 
welche ausdriicken, dass die Elemente « + dx... und 
az+dxa4+d(a+0z)... 


vereinigt liegen, eine Bedingung, die fiir jede Streifentransformation 
erfiillt ist, so folgen die Relationen 


(10) (dd) =0 (i=1,...0; o=—1,...n) 

welche mit Ausnahme der letzten wegen (1), (2) identisch erfiillt sind. 
Da aus (10) wegen (9) umgekehrt (8) folgt, so hat man den Satz: 

»Damit durch die inf. Streifentransformation X(f) zwei benachbarte 

vereinigt liegende Elemente x... a) und x + d2...a\") + da wieder 


in solche tibergefiihrt werden, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Relationen (4) bestehen, worin die d durch (5) definirt sind.“ 
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Bedeuten die dx... Incremente, die nur den Bedingungen (2) 
gentigen, sonst aber willkiirlich sind, so hat man wegen (1), (2) u. a.: 
(11) hata ae ddy = ddy = dnd, 
dda = dda; fir k—0,1,n—2 undk—=n 
dagegen 


(12) ddat—) — dda) = (dd), (= 0,1,...m—1), 


und allgemein, wenn unter df, wie fortan immer, der Ausdruck 





(13) 8a. DE? (fF) + by. DPF) +See f 


3 ao") 
verstanden wird: 
n—1 
(14) dF) — dF) = = 2 arn (48) 


17. Legen wir der Streifentransformation X(f) die Bedingung 
auf, dass die totalen Differentialgleichungen (4) eine integrable Com- 
bination zulassen, d. h. dass eine Identitit der Form 


(15) da. dF” = >", (a0)\” 
i=1 


bestehe, unter den 4; unbestimmte Factoren verstanden, so folgen durch 
Vergleichung der Coefficienten von dx, dy, da‘ auf beiden Seiten 
die Gleichungen: 


(16) da. DE (F) =24 das”, 


(17) da. DY (F™) =>. da”. 


i=1 


(18) @a.Al” =— 4, ds, 
(19) da, Ay” =—Ardy—Adx (k=2,...n—1), 
(20) da.A” = — Andy. 


Die Elimination der 4; aus (18, (19), (20) liefert (12) §1, wenn 
dy:dz oder 4:& mit A bezeichnet wird; es besteht also eine Be- 
ziehung der Form (13) § 1; aus (16), (18), (19) bez. (17), (18), (19) 
erhilt man ebenso die Gleichungen (8) § 2. Umgekehrt schliesst man 
aus (13) § 1 und (8) § 2 leicht auf das Bestehen einer Identitat der 
Form (15). Also: 

» Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Gleichungen (4) eine integrable Combination O0F'™ zulassen, ist die, 
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dass die Bahnstreifen von X(f) unter den Charakteristiken n. O. von 
F') = C enthalten seien; oder auch: ,,Die Identitét (15) ist mit den 
Definitionsgleichungen der Charakteristiken von F'\”) = C vollig dquivalent.‘‘ 


§ 5. 
Die unbeschrinkt integrabeln Streifensysteme. 


18. Wir werfen nun die Frage auf: wie muss eine Streifentrans- 
formation X(f) der Form (6) § 4 beschaffen sein, damit sie irgend 
zwei benachbart vereinigt liegende Elemente EE’, die (2), (4) § 4 be- 
friedigen, in benachbarte, vereinigt liegende Elemente iiberfiihre, die 
wiederum die Bedingungen (4) § 4 erfiillen? Dazu ist offenbar noth- 
wendig und hinreichend, dass man fiir jedes Werthsystem der dz, 
dy, das) identisch habe: 


(1) d(d0).” = > win(ad)” (i=1,... 0) 
t= 


worin unter den ;, uicht naher bestimmte Factoren der Groéssenord- 
nung dA zu verstehen sind. Fiihrt man die Differentiationen auf der 
linken Seite mit Riicksicht auf (2), (5), (11) § 4 aus, und vergleicht 
die Coefficienten der willkiirlichen Differentiale O27, dy, da; auf 
beiden Seiten, so liefert die Elimination der n? Gréssen uj, aus den 
so erhaltenen »(n-+ 3) Gleichungen 3 partielle Differentialgleichungen 
1. O., welchen die in X(f) auftretenden Gréssen &, 4, 6 als Func- 
tionen von z... a") zu geniigen haben. Die Transformation X(/) 
hat dann folgende EKigenschaft: Bestimmt man zwei Elemente <... a‘) 
und «+ dz, ... «+ dal), welche die Bedingungen (2), (4) § 4 
erfiillen, so liegen die von ihnen bez. auslaufenden Bahnstreifen von 
X(f) ihrer ganzen Ausdehnung nach vereinigt, d. h. jedes Element 
n. O. des ersten Streifens liegt mit allen ihm benachbarten Elementen 
des zweiten vereinigt; geniigt demnach ein Streifen S) den Differen- 
tialgleichungen (2), (4) § 4, worin die d durch (5) definirt sind, so 
bilden die oo! Bahnstreifen von X(f), welche von den oo! Elementen 
E™ von S™ bez, auslaufen, eine Fidche; umgekehrt folgt aus dieser 
Eigenschaft das Bestehen von Identitiiten der Form (1). Wir wollen 
in diesem Falle das Bahnstreifensystem von X(f) ein wnbeschrankt 
integrables Streifensystem, und jede Flache, die aus ihm nach der ge- 
schilderten Methode erhalten wird, eine Integralfliiche desselben nennen. 

19. Nehmen wir an, dass fiir X(/f) eine Identitit der Form (15) 
§ 4 erfiillt sei, so folgt zunichst, indem wir darin die dz... mit den 
dx identificiren: 


(2) dF =0. 
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Ferner kénnen wir die genannte Identitat, wieder unter Beachtung von 
§ 4 (2), (11), mit dem Symbol d differentiiren, wobei dA als Constante 
zu behandeln ist, und erhalten so wegen (14) § 4 


> (ddi— ALS” da) (d0)l” + "a, d(d0)” = 0. 


Da nicht alle 4; identisch verschwinden kénnen, so ist stets eine der 
Identitaten (1) eine Folge der tbrigen. Nehmen wir m = 1 an, so ist 
demnach die einzige in diesem Falle zu befriedigende Identitit (1) von 
selbst erfillt, und es ergiebt sich, dass das Charakteristikensystem 
einer partiellen Differentialgleichung F’) = C ein unbeschrinkt inte- 
grables Streifensystem darstellt*), ein in anderer Form wohlbekannter 
Satz, der die ganze, von Lagrange und Monge begriindete Inte- 
grationsmethode der partiellen Differentialgleichungen I. O. in sich 
enthilt. 

20. In dem von nun an ausschliesslich zu betrachtenden Fall 
n == 2 folgen aus (1) fiir die in X(f) auftretender Coefficienten &, », 
B?), B®, BY), von denen die drei letzten abkirzend durch @, 6, rf, 
bezeichnet werden sollen, die nachfolgenden Beziehungen, in denen 


von der Bezeichnung f, = af: dr etc. und von den Abkiirzungen der 
Nr. 2 Gebrauch gemacht ist: 


X(e)+¢ De’ ()— ED! (9) + 6D! (y)— 4D? (6) ny, 0+ Hy26, 
X(6)+ 9 Dy (&) —E Dy (e) + oD) (y) — n DP (o)= my, 64+ wyot, 


(3) X(@)+e& —fe +6m% —n6, =—Myé, 
ae —§o, + 6%, — 6, = — Hy NM, 
o&, — EQ, +6 —G; = —HyoN> 


{ X(6)+ 6D! (&)—§ DY 6+ 2D? (m) — yD! (1) =4y o+ Mn, 
X(r)+ 6D}? (&) —§ D) 6+ D} (4) — 4 Dp (t) = 6+ aT, 








(4); oé, —to, +17, —YNT, =—ly &, 
— X(§)+ 68, —to, +t —2% =H 1 — Mar, 
| — X(n)-+ 0 & —to, +t — HT = — hyo 
Geniigt X(f) einer Identitit der Form 
(5) da dF = 4,(dd)P + a,(dd)?, 


unter F eine Function von zyzpqrst verstanden, und setzt man 


6. X= 2? rae? = DF), N= D(F), 
(6) ( y 


oz?**° a Ot? 


*) Dieser Satz lisst sich nicht umkehren, vergl. Nr. 23 a. E, und die auf der 
folgenden Seite citirte Arbeit p. 432. 
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so diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit R als nicht 

identisch verschwindend und also §==1, d4 = dz voraussetzen, da 

es sich augenscheinlich nur um eine Higenschaft der Bahnstreifen von 

X(f) handelt. Setzt man noch y —A,, worunter eine der Wurzeln 

der Gleichung 

(7) RA? —SA+T=0 

zu verstehen ist, so geniigen die Functionen g, 6, t den Beziehungen 
M+ Ro+(S—RA,)6 =0, 

(8) ia 5 aes os at 

Da nach § 4 (18) 4, in unserem Falle nicht verschwindet, so sind 

nach Nr. 19 die Beziehungen (3) eine Folge von (4), und die Elimi- 

nation von #,,, (/,. aus den letzteren fiihrt mit Hiilfe der Abkiirzungen: 


X,(f) = DP (A) + (e— Avo) SF + 6 OF 
(9) X,(f) = Dif) + (o—Mr) £4 F 
me oe eee ef , of 
X; (f) SN? 5 — Met 5G 
zu den folgenden Gleichungen: 


X(6) — X,(6) + + X,(A,) — A, X,(t) = 0, 
(10) X (tr) X,(6) + t X,(A,) — A,X, (4) = 0, 
— X(A,) — X, (6) + + X,(A,) — A, X,(4r) = 0. 


Multiplicirt man diese Gleichungen bez. mit 1, A,, t, addirt sie und 
beachtet, dass 


(11) X(f) = X,(f) + A X,(7) + tX3(f), 
so erkennt man, dass das System (10) nur zwei unabhiangige Be- 
dingungen enthalt, welche sich in zwei partielle Differentialgleichungen 
1. O. mit der unbekannten Function t und den unabhingigen Variabeln 
a2...t verwandeln, wenn man fiir g, 6 ihre Werthe aus (8) substituirt 
denkt.*) Kennt man eine gemeinsame Lésung dieser Gleichungen, so 
kennt man auch 9, 6, und findet dann durch Integration eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen das System der Babnstreifen von 
X(f), welches wir ein unbeschriinkt integrables Charakteristikensystem 
der Gleichung F = C nennen wollen. 

Man kann also durch ausfiihrbare Operationen und Integration 
gewohnlicher Differentialgleichungssysteme alle unbeschrankt integrabeln 
Charakteristikensysteme einer vorgelegten Gleichung 2. O. bestimmen.**) 


*) Fiir Gleichungen 2. O. mit einem doppeltzihlenden Charakteristikensystem 
werden diese Differentialgleichungen illusorisch ; daher die Einschriinkung der Nr. 5. 
**) Aehnliches gilt auch fiir die Charakteristiken héherer Ordnung, worauf 
wir aber hier nicht niher eingehen. Eine weitgehende Verallgemeinerung der 
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21. Ist das Bahnstreifensystem von X(f) ein unbeschrinkt inte- 
grables Streifensystem 2. 0. und will man eine Integralfliche desselben 
nach Nr. 18 bestimmen, so hat man zuniichst einen Ausgangsstreifen 
S® zu suchen, welcher den Gleichungen: 


de—pdx+qdy, dp=—rda+sdy, dgq=—sdx-+ téy, 
(12) (48), = (dd), = 0 
geniigt. Wir kénnen zu diesem Zweck y und z beliebigen Functionen 
(x), w(x) von «x bez. gleichsetzen; ist ferner x,y,2, ein Punkt der so 
definirten Raumcurve R, und setzen wir zur Abkiirzung y= (2,) etc., 
so wihlen wir ein Werthsystem p,,q,, das der Relation 


(12a) Yo = Po + WPo 

geniigt, ferner beliebige Anfangswerthe s,, ¢,, worauf 7, durch die 
aus (12) leicht abzuleitende Gleichung: 

(12 b) 1 + 25) Go + hoo? = Wo” — WP" 

bestimmt und vermége (12) lings R ein das Element 2... %, ent- 
haltender Streifen S) im allgemeinen eindeutig festgelegt ist. Durch 
eine beliebige Raumcurve gehen also im allgemeinen oo Integralflichen 
des vorgelegten unbeschriinkt integrablen Streifensystems hindurch. 
Ist dieses insbesondere ein Charakteristikensystem, so bilden die aus 
ihm in der geschilderten Weise aufzubauenden Flichen (Nr. 6) ein 
Integral von F’'=C, das nach dem obigen von einer willkiirlichen 
Function eines Arguments abhingt.*) Ist ein Element E*)(a, .. .t) 
gegeben, und wahlt man eine durch den Punkt zy 2, gehende Raum- 
curve y= g(x), ¢—=w(a), welche den Bedingungen (12a), (12b) 
geniigt, sonst aber beliebig ist, so ist ihr entlang nach dem Vorigen 
ein Ausgangsstreifen S$‘), also eine durch sie hindurchgehende Integral- 
fliche des gegebenen unbeschriinkt integrablen C“)-Systems bestimmt, 
welche die von E®) auslaufende C®) des Systems enthilt. Fiir den 
Fall also, dass eine C®) einem unbeschrankt integrablen Charakte- 
ristikensystem angehért, haben wir eine Bestitigung der in Nr. 5 
erwihnten Thatsache, dass die Gesammtheit der Integralflichen, welche 
durch eine C() hindurchgehen, noch von den Coefficienten einer will- 
kiirlichen Function eimes Arguments abhangt, und man wird von hier 
aus auch die Angaben der Nr. 5 iiber die Charakteristiken 3. und 
héherer Ordnung leicht verificiren. Die umgekehrte Frage dagegen, 
ob jede beliebige Charakteristik 2. O. einer partiellen Differential- 
gleichung 2.0. F=C einem unbeschrinkt integrablen Charakteristiken- 


Theorien dieses und des vorigen § findet sich in meiner Mittheilung: ,,Ueber ge- 
wisse Systeme Pfaff’scher Gleichungen“. Sitzungsb. d. kgl. bayr. Ak. 7. Dec. 1895. 

*) Dass umgekehrt jedes unbeschriinkt integrable Streifensystem. dessen 
simmtliche Flichen Integralflichen von F = C sind, aus Charakteristiken von F' 
besteht , erscheint selbstverstindlich. 
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system angehért, ist im allgemeinen, d. h. fiir beliebiges F, zu ver- 
neinen. *) 

22. Wir wollen die vorhergehenden Untersuchungen zuniichst 
durch ein besonders einfaches Beispiel erliiutern. Die Relationen (3), (4) 
sind identisch erfiillt, wenn man setzt: 

§=1, n= A, @oroet=1: =O), 
und der Function A die Bedingung X(A) = 0 anferlegt. Langs jedes 
Streifens eines solchen Systems sind also die Richtung 4 und die 


Groéssen 1, s, ¢ constant; die Triigercurve ist dann, wie leicht zu sehen, 
eine Parabel, deren Ebene zur z-Axe parallel liuft, und man erhilt 
das allgemeinste Streifensystem der verlangten Beschaffenheit, indem 
man auf jeder Fliche V der oo®-Schaar: 


(13) #—= ay fae + ay +5 (a,2°+2a,cy+a,y?) 


diejenigen oo! Streifen 2. O. ins Auge fasst, welche auf ihr durch die 
zur g-Axe parallelen Tangentenebenen einer auf V willkiirlich ge- 
wahlten Curve bestimmt werden. -Die endlichen Gleichungen eines 
solchen Systems kénnen in der Form: 


(14) Y=4, 2+ G5; e500? + a, 0+ 0; P= (G,—G, &y)@ ar, — a, | 

=U ge Oz; t= 7(H,...0); P= A, — 2A, ae ay? 4; S—Hy— OZ 
geschrieben werden, wenn «, ...«, willkiirliche Parameter, x irgend 
eine Function derselben bedeuten; wir nennen einen Streifen S ®) der 
Form (14) kurz einen parabolischen Streifen. 

23. Eine partielle Differentialgleichung 2. O.: F = const., welche 
co’ parabolische Streifen zu Charakteristiken hat, wird demnach von 
allen Flichen (13) erfillt, und hat also die Form: 

(15) y(f,z,*,7r,s,t)=—C 
worin 


$=2— pa —qy + (ra?+2scy+ty’), 
a=p—rxe—sy; «—gq—sxr—ty 


gesetzt ist. Dieser Gleichung gegeniiber zerlegt sich die Flachen- 
schaar (13) in oo! Schaaren: 


(16) (a), a,,...a;)=C 


von je co® Flachen, in dem Sinne, dass jede solche Schaar ein voll- 


*) Das allgemeine Integral einer Gleichung F' = C dieser Eigenschaft lisst 
sich, wie leicht einzusehen, durch Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen 
bestimmen; vgl. hieriiber meine p. 246 citirte Mittheilung. 
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staindiges Integral der demselben C entsprechenden Gleichung (15) dar- 
stellt. Kann man (16) nach a, in der Form 


(17) ay = p(a,..-. a, C) 


auflésen, so bestimmen sich auf der einzelnen Fliche (13) die Charakte- 
ristiken durch die Differentialgleichung*): 


rofl ’ 
y 25a? + xg, — 9s) — y' (zy + 22+ HY 9) 
1s 
+ Gy? + 9.9 — 9) =, 


worin 
Qi= rr) : 0a; 
gesetzt und C aus (16) zu entnehmen ist. 
Setzt man hierin: 


so folgt die Bedingung: 


(18) psu? + pyv® — 5 w? + gp, vw + wu + guy = 0. 
Da die Relation: 

295, Par Po 
(19) Ps, 293, MH | =O 

Po, Pr» — 1 
im Allgemeinen nicht identisch befriedigt ist, so hat man den Satz: 
»Auf jeder Fliche (13) umhiillen die Charakteristiken der partiellen 
Differentialgleichung (15) eine Curve, die sich in die xy-Ebene als 
im Allg. nicht zerfallender Kegelschnitt projicirt, dessen Tangential- 
gieichung durch (18) gegeben ist.“ Ebenso erhilt man als Projection 
der Umhiillungscurve eine eigentliche oder zerfallende Curve 2. Classe, 
wenn (16) nicht nach a,, dagegen etwa nach a, auflésbar ist, u. s. w. 
Daraus folgt unmittelbar, dass das Streifensystem (14), solange 7 
beliebig gewahlt wird, keiner Identitat der Form (5) geniigt.**) Es giebt 
also unbeschriinkt integrabele Streifensysteme, welche nicht Charakte- 
ristikensysteme einer Gleichung J’ = C sind. 
*) Vgl. meinen in Nr. 14 citirte Arbeit p. 6 Gl. (15). 

**) Versteht man unter C eine festgewihlte Constante, so liefert die durch 
(13), (17) definirte 5-gliedrige Flachenschaar ein treffliches Beispiel fiir die in der 
vorhin citirten Arbeit entwickelte Theorie der singuldren Elemente, besonders 
auch fiir die 1. c. in § 4 a, E. angedeuteten Ausnahmefille. Ist (19) identisch 
erfiillt, so giebt es auf jeder der betrachteten 5 Flichen (13) 2 sing. Stellen 


I. Art, in die der zugehérige Kegelschnitt (18) ausartet; besteht die Relation (19) 
nicht identisch, so definirt sie diejenigen »* Flichen der Schaar (13), die je 


2 sing. Elemente E®) enthalten, es giebt der letzteren dann o‘ und im allgemeinen 
auch o! singuliire Elemente E™ (1, c. Nr, 19); es kann aber auch der Fall eintreten, 
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§ 6. 
Involutorische partielle Differentialgleichungen 2. 0. 


24. Wir legen nunmehr der infinitesimalen Streifentransformation 


Q) XA =DN+NDI (N+ eft oil + ef 
die Bedingung auf, dass die eg 
(2) (dd) =0, (dd)f’=0 


zwei von einander unabhiingige integrable Combinationen zulassen, 
d. h. dass man identisch habe (vgl. Nr. 20): 


dz.dF =A, (dd)y + 4, (dd)y’, 

dz. dF’ =A, (dd) + a, (dd, 

wobei wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit von F, F’: 

(4) A.A,’ — 4,4, +0. 

Daraus folgt dann von selbst, dass das Bahnstreifensystem von (1) un- 


beschrankt integrabel ist. In der That ergeben sich durch Differen- 
tiation der Identitiiten (3) nach Nr. 19 die folgenden Beziehungen: 


a, d (dd) +4, d(dd)? + (da, — P dx) (dd) +-(da, — Q dx) (dd) =0, 
A,'d(dd)? +-a,'d(dd))? +-(da,'— P’d x) (dd)? +-(da,’— Q'dzx) (dd) =0, 
woraus sich wegen (4) Identitaéten der Form: 

d (dd) = wu (dd)? + wra(dd”, 

d(d8)s” = wn(dd)” + poe (dd)y” 


(3) 


ableiten lassen. 





dass nur o* oder weniger sing. E“) vorhanden sind. so dass die Elimination 
der a; aus (15), (16), (17) Nr. 22 1. c. auf 2 oder mehr Relationen fiir cyzpq 
fiihrt; Beispiele fiir die genanuten 3 Fille liefern die folgenden Annahmen fir g: 
@,4;, 42+ a,4;,, a2 + a,-+a,. Wir wollen bei dieser Gelegenheit constatiren, 
dass das in Nr. 25 l. c. gegebene Beispiel wnrichtig ist; ein brauchbares Beispiel 
5 
liefert die Schaar (13) fiir a, = ; >) a;; die |. c. mit A,A,A, bezeichneten Aus- 
driicke, die bez. gleich: , 
- 1 

Gy — 2— =U, Ay — gX — ayy — LY, a, —a,y —=y? 


werden, verschwinden fiir: 
1 
t= 4—- => a, y¥=ra=—a,=—0, a= 


die Determinanten (30), (31) l. c. und ihre gemeinsame Unterdeterminante werden 
0,2, 4 bez. 


*) Fiir den Inhalt dieses Paragraphen vgl. auch Biicklund Math. Ann. XIII, 
bes. pag. 86 ff. 





vo 
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25. Die Beziehungen (3) driicken aus, dass die co’ Bahnstreifen 
von X(f), welche sich durch Integration des Systems: 


d d d 
am AL Sc =ptan, =r tsl, 


6) d d ds dt 
r 

dz 8 + thy; me Ber" Bet 
ergeben, ein gemeinsames Charakteristikensystem der beiden Gleichungen 
(6) F=—C, F=C' 
darstellen. Man erkennt aber sofort, dass keine dieser Gleichungen 
ganz willkiirlich gewahlt werden kann. In der That folgt zuniichst, 
dass die beiden Fundamentalgleichungen 
(7) RN—SA+T =O, 
(8) RN —S'A+ T' —0. 
eine gemeinsame Wurzel A, besitzen miissen, was das identische Be- 
stehen der Relation 


‘RS T O 
1Oo RS T 

(9) Rs Tt 0\=? 
OR Ss TT 


nach sich. zieht. Sind ferner die Streifen (5) Charakteristiken sowohl 


von F = C als auch von F’= C’, so geniigen alle Systeme von Func- 
tionen uvw@®, welche die Bedingungen: 


(10) e=utAyv, 6=—v0+A4u, t=W+A 0 
erfiillen, nach Nr. 4 den folgenden Relationen (vgl. Nr. 21 (6)): 
M+ Ru + Sv+Tw =(Q, 
(11) . + Rv+ Sw + Tw =0, 
. [‘M’'+ Rut S'v+ Tw =(Q, 
(12) os 4+ Rvt+Sw+T'a=0, 


welche somit die eine der Functionen wow@ vollig unbestimmt lassen ; 
also miissen die simmtlichen viergliedrigen Unterdeterminanten der 
zugehérigen Matrix verschwinden, was wir durch die symbolische 
Gleichung: 

1 MRS T O 

} N 0 RS T 0 
(18) im Rs’ Tt Oollm 

[NO R ST 
ausdriicken wollen, Wir sagen in diesem Falle, die partiellen Dif- 
ferentialgleichungen (6) befinden sich in Involution. Die Bedingungen (13) 
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stellen zwei unabhiingige partielle Differentialgleichungen 1. O. mit den 
unbekannten Functionen F, F” und den unabhingigen Variabeln z.. . ¢ 
dar; ihr allgemeinstes Lésungssystem*) F'F’ enthilt nach bekannten 
Existenztheoremen zwei willkiirliche Functionen von je 7 Argumenten. 
26. Erfiillen umgekehrt zwei Functionen F, F” die Relationen 
(13) identisch, ohne dass alle dreigliedrigen Unterdeterminanten der 
linken Seite von (9) Null werden, so kann man aus dreien der Glei- 
chungen (11), (12) drei der Gréssen uvw@ durch die vierte ausdriicken ; 
um die Ideen zu fixiren, nehmen wir an, dass aus den ersten drei 
dieser Gleichungen wvw durch @ in der Form 
(14) u=p,—AiD, v—4,+AZ20, w—p, —A, oT 
dargestellt sei, worin A, die wegen (9) vorhandene gemeinsame Wurzel 
von (7), (8) bedeutet. Dass die Coefficienten von @ die angegebene 
Form haben, erkennt man leicht durch die Anwendung von Sylvester’s 


Eliminationsverfahren auf (7), (8). Bestimmt man jetzt die Functionen 
e@, 6,7 durch die Gleichungen: 


(15) O9=—M +A Hes C= Mm ++AUs, T= 4s, 

so geniigen alle Functionen wow@, die (10) befriedigen, auch den 
Relationen (11), (12), und die Streifen (5) sind also in der That 
Charakteristiken jeder der beiden Gleichungen (6). Man hat dem- 
nach den Satz: 

» Bestehen zwischen den linken Seiten zweier partieller Differential- 
gleichungen (6) die Relationen (13) identisch, so haben sie ein unbeschrénkt 
integrables System von co’ Charakteristiken miteinander gemein, und 
umgekehrt.“ 

Es ist jedoch bemerkenswerth, dass eine Gleichung F' = C un- 
beschrankt integrable Charakteristikensysteme enthalten kann, ohne dass 
eine Gleichung F’ = C' existirt, welche mit ihr in Involution ist. Ein 
Beispiel liefert die Gleichung (15) der Nr. 23, wenn man sich # da- 
selbst ganz allgemein gewahlt denkt. 

27. Aus der Schlussbemerkung der Nr. 7 und den Entwickelungen 
der Nr. 21 folgt jetzt unmittelbar, dass zwei involutorische partielle 
Differentialgleichungen 2. 0. ein gemeinschaftliches Integral **) besitzen, 
welches eine willkiirliche Function eimes Arguments enthilt, in dem 
Sinne, dass durch eine beliebige Raumcurve oo* gemeinsame Integral- 
flichen von (6) hindurchgehen. Die Relationen (2) sind wegen (3), (4) 
mit dF = 0, dF’ =0 villig aquivalent. Nennen wir daher einen 
Streifen 2. O., der die Gleichung 0 F' = 0 befriedigt, kurz einen Streifen 
von F’, so kénnen wir auch sagen: 


*) Vgl. z. B. Goursat 1. c. Chap. I, 4. 


**) Vgl. meine in der Einleitung citirte Note, woselbst nihere Litteratur- 
angaben zu finden sind, 
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»Durch jeden gemeinsamen Streifen von F, F’ geht im allgemeinen 
eine und nur eine gemeinsame Integralfliche der beiden involutorischen 
Gleichungen.“ 

Umgekehrt erkennt man leicht, dass jede gemeinschaftliche Inte- 
gralfliche der involutorischen Gleichungen (6) aus deren gemeinschaft- 
lichem Charakteristikensystem nach der Methode der Nr. 21 erhalten 
wird, 

28. Bedeuten A, und A,’ bez. die zweiten Wurzeln der Gleichungen 


(7) und (8), so ist das zweite Charakteristikensystem von F’'=C durch 
die Gleichungen 


dy = 


(16) al =A,, ff —ptgh:: a pT UTA, : 


definirt, unter w...@ die iain Functionen von 2... ¢ ver- 
standen, die (11) befriedigen; das zweite Charakteristikensystem von 
F’ =C’ erhilt man, wenn man hierin A, durch A,’ und (11) durch 
(12) ersetzt. Dies vorausgeschickt, kénnen wir die Involutionsbeziehung 
zwischen F' und F” auch durch die folgende EHigenschaft véllig 
charakterisiren : 

» Alle Charakteristiken des zweiten Systems von /'=C sind 
Streifen von F’, alle Charakteristiken des zweiten Systems von F” = C’ 
sind Streifen von F.“ 

Wegen der zwischen F’, F’ herrschenden, vdlligen Reciprocitat 
beweisen = nur den ersten Theil der Behauptung. Substituirt man 
fiir o . < ihre Werthe aus (16) in die Relation: 

dF’ =0, 
so folgt 
(17) M’+ A,N’+ Rut (S’'+A,R)0 + (L’+A,8')w + Z’A, 7 =0 
und wir haben nur zu zeigen, dass diese Gleichung eine Folge von 
(11) ist, Réindert man aber die Matrix der drei Gleichungen (11), (17) 
mit der Horizontalreihe N’, O, R’, S’, T’ und der Verticalreihe 0001, 
so folgen nach einfacher Umformung die Bedingungen: 
MRS T 0 O | 
N 0 R S T O 
| M’ R S’ T’ O —A, aie 


\w oR s ri | 


welche, wie leicht zu sehen, nicht mehr und nicht weniger aussagen 
als (13), w. z. b. w. 
Hat man zwei partielle Differentialgleichungen I. 0. f=C, f’ =C’, 
so fiihrt die Forderung, dass alle charakteristischen Streifen 1. O. 
von f Streifen von f, und alle Charakteristiken von /’ Streifen 
Mathematische Annalen, XLVII, 17 
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von f seien, unter Gebrauch des Jacobi’schen Klammersymbols auf 
die Bedingung: 

(ff) =0. 
Nach dem Vorhergehenden ist also die Matrix (13) in gewissem Sinne 
als ein Analogon des Jacobi’schen Klammerausdrucks zu betrachten. 


§ 7. 
Theorie der volistindigen Integrale und der Integralstreifen. 
29. Versteht man in dem System Pfaff’scher Gleichungen: 
(1) Ozc=—pdr+qdy; Ip=—rdx+ sdy; dq=—sdx+ tdy; 
dr—udac+vdy; ds =vdx+ wdy; dt —=wix+ Toy, 


unter www@ Functionen von xy...¢, welche den Relationen § 6 (11) 


identisch geniigen, so ist dieses System unbeschrinkt integrabel, wenn 
man identisch hat: 


(2) Dy (uw) = DP (v); Dy (ve) = DP (w); Dy (w) = D?(@), 
-wobei nach Nr. 2 (3): 

D? (f= E+ ppt rile st uth wil tw Zt, 
(3) (2) of of of 
DP (f= 4 gS 4 st tilt ott wil 4 wil. 
Differentiirt man aber die Pes Relation (11) §6 mit dem Symbol 
D®, die zweite mit D£, so folgt durch Subtraction die Identitiit: 


(4) R (DY (w) — DP (v)) + 8 (DY (v) — DS" (w)) 
+ 2 (D?P (w) — D?(w)) =0. 


Da wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, R als nicht identisch 
verschwindend voraussetzen diirfen, so ist die erste Relation (2) eine 
Folge der beiden letzten; werden in diese letzteren fiir u, v ihre Werthe 
aus (11) § 6 substituirt, so gehen sie in zwei simultane partielle Dif- 
ferentialgleichungen I. O. mit den unbekannten Functionen w, @ und 
den unabhingigen Variabeln 2...¢ iiber. Ist ein particuliires Lésungs- 
system w@® dieser Gleichungen bekannt, so kennt man auch w,v, und 
die Integration von (1) liefert zu jedem Element 2.0, des Raums eine 
und nur eine dasselbe enthaltende Fliiche, deren dritte Ableitungen 
den Relationen (11) § 6 identisch geniigen, die also eine Integralfliiche 
einer bestimmten unter den oo' Gleichungen 

(5) F=C 

darstellt, d. h. man erhalt so ein vollstindiges Integral von (5), in 
das ausser C noch fiinf willkiirliche Constante eingehen. Umgekehrt 
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ist leicht zu erkennen, dass jedes vollstindige Integral von (5) in dieser 
Weise gewonnen werden kann. 

30. Die oo’ charakteristischen Streifen 2. O.*), welche auf den 
oo® Fliichen eines gegebenen vollstaindigen Integrals von (5) verlaufen, 
werden durch Integration des Systems 


1 d dt 
(6) =A, Hmptagh,--astin, Mme, Bao, Mar 
bestimmt, worin 
(7) e=u+vA,, ¢=v+waA, t=—=w+oA, 


gesetzt ist, w...@ die dem vollstiindigen Integral nach der vorigen 
Nr. zugeordneten Functionen bedeuten, und unter A, eine der Wurzeln 
von (7) §6 verstanden wird. Berechnet man wvw aus (7), so folgt 
durch Substitution in (3) unter Gebrauch der Abkiirzungen der Nr, 20: 


D? (f) = X(f) + (© — BM) X;(f), 
DY (fy=X(f)\+ wT X,(f). 


Die beiden letzten Gleichungen (2) gehen dann mit Hiilfe unserer 
Substitution zufolge leichter Rechnung bez. tiber in: 


(8) Ay X(@)—=X(v)-+2X,(Ay) —X,(6)—B[2,X,(As)-+X, (As)-+X, (6)] 
— BA, X;(A,), 
(9) X(@)—X,(r)—@ (X, (A) — X,(x)) — 3? X; (A), 
woraus mit Riicksicht auf § 5 (11) durch Elimination von X(@) folgt: 
X(t) — X,(6) + 1 X,(A,) — A,X, (z) 
+ @(-- X(A,) — X,(6) + ¢ X5 (Ay) —A,X,(r)) = 0. 

Nach Nr. 20 ist diese Relation unabhiingig von @ erfiillt, wenn 
das v'° Charakteristikensystem des gegebenen vollstindigen Integrals 
unbeschrinkt integrabel ist; umgekehrt, ist letzteres der Fall, so ist 
jede der Gleichungen (8), (9) eine Folge der andern; jeder particulire 
Werth @, welcher der partiellen Differentialgleichung 1. 0. (9) geniigt, 
macht zusammen mit den aus (7) zu berechnenden uw, v, w das System 
(1) unbeschriinkt integrabel, und es giebt also unbegrenzt viele voll- 
stiindige Integrale von (5), welche das gegebene unbeschrinkt integrabele 
Charakteristikensystem (6) miteinander gemein haben, was tibrigens 
auch leicht aus §5 gefolgert werden kann. Schreibt man in (9) 
d@ :dzx fir X(@), so definirt diese gewéhnliche Differentialgleichung 


wie in Nr. 5 lings jeder C®) des Systems (6) die hindurchgehenden 
C ‘harakteristiken 4.0. 





*) Vgl. meine oben citirte Arbeit (Math. Ann, 47) § 1. 

ie Bin Beispiel fiir ein vollstiindiges Integral, dessen beide Charakteristiken- 
systeme unbeschrinkt integrabel sind, liefert das in Nr. 24 behandelte Integral 
der Gleichung (15) daselbst. 


17* 
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31. Hat man ein vollstiindiges Integral von (5), dessen v'** Charakte- 
ristikensystem unbeschrankt integrabel ist, so lisst sich aus ihm durch 
Enveloppenbildung ein allgemeineres Integral von (5) ableiten. Nach 
den Nrn. 29, 30 geht namlich durch jedes Element E(x...t) eine 
Integralfliche V des vollstindigen Integrals und eine auf ihr gelegene 
Charakteristik C des Systems (6); durch ein benachbartes Element EF’, 
welches den Relationen § 5 (12) geniigt (wo das Symbol d sich auf das 
System (6) bezieht), geht ebenso eine Fliche V’ und eine darauf ge- 
legene Charakteristik C’; diese liegt mit C ihrer ganzen Erstreckung 
nach vereinigt, d. h. jedes Element von C liegt mit den benachbarten 
Elementen von C’ vereinigt. Da nun die Bedingung der vereinigten 
Lage benachbarter Elemente 2. O. ee’ nichts anderes ausdriickt (Nr. 1), 
als dass das zu e gehérige Element 1. O. auf e gelegen ist, so folgt, 
dass die Streifen CC’, oder auch: die Flichen V V’ den zu C’ gehérigen 
Streifen 1. 0. K’ mit einander gemein haben. Versteht man also 
unter S@ einen Streifen, der die Bedingungen § 5 (12) erfiillt, unter 
EE EE”... successive Elemente desselben, unter CC’ C”... und 
VV'vV"... die durch sie bestimmten Charakteristiken des Systems (6) 
bez. Flichen des gegebenen vollstindigen Integrals, unter KK’ K”... 
die zu CC’C”... bez. gehérigen Streifen 1.0., so ist die Fliche U, 
welche aus den Streifen CC’ C”... aufgebaut ist, das Umhiillungs- 
gebilde der eingliedrigen Flachenschaar VV”... in dem Sinne, dass 
jede Fliche V mit U einen Streifen 2. O. C, mit der benachbarten 
Flaiche V’ einen Streifen 1.0. K’ gemein hat. U ist dann eine Fliche 
des in Aussicht genommenen allgemeineren Integrals von (5). 

Umgekehrt erkennt man leicht, dass eine eingliedrige Flichen- 
schaar VV’..., in der jede Fliche V mit der benachbarten V’ einen 
Streifen 1.0. K’ gemein hat, eine Enveloppe U besitzt, die mit jeder 
Flache V einen Streifen 2. O. gemein hat.*) 

32. Besitzt die eingliedrige Flachenschaar 
(10) Vi(ayza) =0 
mit dem Parameter @ die soeben geschilderte Eigenthiimlichkeit, und 
setzen wir wie gewohnlich zur Abkiirzung 

@aV:da=—V., #V:0adx= Vy, etc., 
so sind die Gleichungspaare: 


(11) ¥V.+ pV,=0, V,+qV,=90 

und 

(12) Var + pVas=90, Vay+qVa; = 9 

fiir jedes beliebige « und jedes Werthsystem xyz, das die Relationen 
(13) V=0, Va=0 





*) Diese Art von Enveloppen betrachtet schon Du Bois-Reymond l.c. § 55. 
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erfiillt, miteinander vertriiglich. Nun bestehen zwischen der Fiche 
V’= V+ Veda =O und der zweitbenachbarten Fliche V” der 
Schaar (10) wieder dieselben Beziehungen wie zwischen V und V’, 
d. h. sie haben einen zu K’ benachbarten Streifen K” 1. O. gemein. 
Einem Punkte xyz der Raumcurve R, die durch Elimination von « 
aus (13) und: 

(14) Vae = 0 

sich ergiebt, ist so ein Element 1.0. e zugewiesen, fiir das man 
ausser (11), (12) hat: 


(15) Vear + p Vacs = 0, Vaay + q Vaas =. 


Die solcherweise den Punkten von R® zugewiesenen Elemente 1. 0. 
bilden einen durch R® gehenden Streifen R), d. h. man hat: 
(16) dz = pdx + qdy 
wo die dz ete. Verschiebungen auf R® anzeigen, und p,q den Glei- 
chungen (11), (12), (15) gentigen; man erhilt die Relation (16) in der 
That durch Differentiation von (13), (14) unter Beriicksichtigung der 
Beziehungen (11), (12), (15). Um das dem Nachbarpunkt x+dz... 
von R® zugewiesene Element 1. 0. e’ von R zu finden, differentiiren 
wir (11), (12) unter der Annahme, dass @ die durch (13), (14) definirte 
Function des Ories auf der Raumcurve R® sei. Wir erhalten so wegen 
(12) und (15) z. B. fir dp: da, dy: dx die beiden Gleichungen: 
(Vez +2pVee +p Vis da + (Vey ++--)dy+dpV, =0, 
(Vere + 2p Vazz + p* Vazs)d& + (Vary +--+ -)dy + dp Va, = 9. 
Dieselben Relationen erhilt man aber, wenn man das auf K’ gelegene 
zu x...q benachbarte Element bestimmt. Indem wir auf die Be- 
zeichnungen der Nr. 31 zuriickgreifen, kénnen wir sagen: 

,,Ordnet man nach der Methode der Nr.18 oo! Charakteristiken 
CC’... des unbeschriinkt integrablen Systems (6) zu einer Fliche U 
zusammen, so umhiillen die zugehdrigen Trigerstreifen 1.0. KK'K”... 
im allgemeinen*) einen Streifen 1. O. R® in dem Sinne, dass jeder 
Streifen K mit R® zwei benachbarte Elemente ee’ gemein hat. 

Zu jedem Element e von R® gehdrt ein Element 2. O., welches 
definirt ist als Element der zu K gehérigen Charakteristik C; solcher- 
weise ist ein durch R) gehender Streifen R'® bestimmt, der augen- 
scheinlich der Gleichung 
(17) Sv =A, 
und den Relationen § 5 (12) geniigt, die wegen (17) in die nach- 
folgenden tibergehen: 


*) Vgl. den Schluss der folgenden Nr, 
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dz . ees oq 
(18) on P +qA,, 3! + sA,, da — 8 + EM, 
or ds dr ds 
(19) ga tM 5a = aa + Me ge: 


és ot ds dt 
ta + Nga aa t Mas 
worin die dr : dx ete. wie gewohnlich durch (6) bestimmt sind. Wegen 
(17), (18) ist also R®) ein Integralstreifen 2.0. von F’ = C (Nr. 7) und 
umgekehrt bestimmt nach Nr. 18 jeder Integralstreifen R® des v'™ 
Systems, der (19) befriedigt, eine Integralfliiche U von (5). 
33. Die Relationen (17), (18), (19) sind erfillt fiir: 


da = dy=— dz =—=dp=—dq—0, 
Or+A,ds=0, d8+A,0t=—0 


d. h. fiir einen Streifen S®) von oo' Elementen 2. O., die alle ein 
Element xyzpq gemein haben, und deren jedes das unmittelbar vor- 
hergehende stationiir beriihrt (NNr. 14, 15); S® ist dann selbst eine 
Charakteristik, welche der andern Wurzel A,, der Fundamentalglei- 
chung entspricht. In der Bezeichnungsweise von § 3 correspondirt 
eine solche Serie S®) von Elementen 2, O. einer Developpabeln inner- 
halb der daselbst betrachteten Strahlencongruenz. Die durch S®) be- 
stimmte Integralfliche des unbeschrinkt integrabelu Charakteristiken- 
systems (6) weist im Punkte xyz eine Singularitiit von transcendentem 
Charakter auf, und stellt das Analogon der sog. ,,[ntegralconoide “*) 
einer partiellen Differentialgleichung 1. 0. dar. Die Existenz dieser 
Art von Integralflichen kann auch unabhiingig von der Betrachtung 
eines unbeschrinkt integrabeln Charakteristikensystems erschlossen 
werden, und man findet, dass durch jedes Element 2. O. E eine und 
nur eine derartige Fliche geht, welche eine willkiirlich gewihlte von 
E auslaufende Charakteristik enthilt. 

Die Ueberlegungen der vorigen Nr. werden ungiiltig, wenn (5) 
eine Ampére’sche Gleichung ist (Nr. 8); in diesem Falle artet ja, 
wie wir in Nr. 9 gesehen haben, die durch einen Integralstreifen be- 
stimmte Integralfliche in die Element-M,® aus, welche sich an eine 
C™ anschliesst; in dieselben Element-M,") gehen auch die soeben 
betrachteten besonderen Integralflichen iiber. Die Gleichungen (13), (14) 
stellen jetzt, solange die Flaichenschar (10) nicht besonders gewahlt 
ist, keine Raumeurve dar, sondern liefern (durch Elimination der xyz) 
eine Relation fiir a allein. Ein weitergehendes Studium dieser Ver- 
hiltnisse wiirde uns indes hier zu weit fiihren.**) 


*) Du Bois-Reymond 1. c. § 31. p. 62. 
**) Aus den bisherigen Entwickelungen folgert man leicht, dass der auf 
p. 9 meiner in Nr. 23 citirten Arbeit ausgesprochene Satz nur fiir vollstindige 








Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen. 259 


34, Ist R® ein Integralstreifen, der wie in Nr. 32 als Umhiillungs- 
gebilde von oo! Charakteristiken CC’... des Systems (6) definirt ist, 
so werden ihm entlang nach Nr. 7 die Ableitungen wvw@ der durch 
ihn bestimmten Integralfliche U unendlich. Um weitere Aufschliisse 
iiber das Verhalten von U in der Nahe von R® zu erhalten, nehmen 
wir an, dass ein beliebiger Punkt der vorhin mit R® bezeichneten 
Curve Nullpunkt sei, dass das zugehérige Element 1. O. in die zy-Ebene 
hineinfalle, und dass die z-Axe die Curve R® im Nullpunkt beriihre.*) 
Es sei s die vom Nullpunkt aus gerechnete Bogenliinge dieser Curve, 
6 die Bogenlinge der Trigercurve einer der oo! Charakteristiken 
CC’..., die langs R® aufgereiht sind, gezihlt von ihrem Beriihrpunkt 
mit R. Die oo! Trigerstreifen 1.0. KK’...-von CC’... sind 
dann durch Gleichungen der folgenden Form gegeben: 


20 a= (3,6), y= ¥(s,6), 2=X(5,6), 
- p=M(s,0), g=K(s, 0). 


worin die rechten Seiten gewéhnliche convergente Potenzreihen vou s 
und o bedeuten, und s als reihender Parameter aufzufassen ist. 
Man hat fiir jedes s und 6 


(21) Coy + (64 + (HY 1 


ferner, da die Gleichungen (20) fiir 6 =O den Streifen R darstellen 
sollen, fiir 6 == 0 und beliebiges s 


(22) (@ r+ (2 oy 4 (2 =) =1. 


Da R® von den Trigerstreifen der CC’... eingehiillt wird, so folgt 
fiir jedes s wegen (21) und (22): 


o ao 00(s,0) aK, _AK(s, 0) 
(23) 5 a os Oo), O8 
Endlich haben wir fiir jedes s und o die Identitiiten: 
@) Pantene, emit eny. 


Die Wahl unseres Coordinatensystems und die Bedingungen (21), 
(22), (23) erlauben uns, die Gleichungen (20) sogleich in folgender 
Form hinzuschreiben: 


Integrale mit unbeschrinkt integrabeln Charakteristikensystemen, sowie im Falle 
der Ampére-Natani’schen Gleichungen richtig ist; der daselbst gegebene Beweis gilt, 
wie man leicht sieht, nur in dem letzteren Falle. 

*) Vgl. die analoge Entwickelung fiir n= 1 bei Darboux, Sav. Etr. XXVII, 
1883, p. 42 ff. 
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(25) r—s+o+5a(sto)+ Fao? + = (iy (s+3s9)+-J4+-, 

(26) y= Z0(s-+6)' + 50'0?+ F [vin (+50)-+--]J+-+, 

(27) #—= 5 e(s+o)-+ 56 07+ 2 [4441 (88+ 3826) +3 449056" + Yom 6], 
p=x(s+o)+ d(stoP+id'o+--, 
q—=x(s+5)+5e(s-+o) +5 or. 


Die erste der Identititen (24) liefert dann die Relationen 


C=, 
(28) Mii; = A+ 2an + 2dx, 
(29) 5 hin = 3 (4+a') + ax + dx, 
die zweite ergiebt die weiteren: 
c=0, 
(30) Min = A+ 2ax+ 2bex+ an Vx, 
(1) phon = 3 (d+4') + a(a-ta) + x40). 


Aus (28)—(31) folgt: 


an+Vu—ds he =—Mu ts tor = tin + 3a’. 
Die Gleichungen (25), (26), (27) gehen also, wenn man s+o=—y 
setzt, in die folgende Gestalt iiber: 


(25a) out Sau? + ca'ott-.., 
(26a) y= sbu? + shor? +--., 
(27a) g = Seu? + Sd’ue® + oyu? foes. 


Fiir die Schnitteurve von U mit einer den Nullpunkt, aber nicht die 
a-Axe enthaltenden Ebene E: 


(32) L== my + nz 
hat man wegen (25a) annihernd: 
ome? + ge +--- 
Substituirt man dies in die vorigen Gleichungen, so kommt: 
(33) c—ast+eot+--, y=portf'or4--., c—y"otty"or4-.. 
worin y” im allgemeinen nicht verschwindet. Bestimmt man in der 


Ebene E ein rechtwinkliges Coordinatensystem £, » mit dem Nullpunkt 
als Anfangspunkt, so hat man wegen (32) Gleichungen der Form: 


(34) S=ay+ Be, y=vy+d2 (ad —Ppy+0). 
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Aus (33), (34) gewinnt man eine Relation der folgenden Gestalt: 


(35) " ~¥ wt +e (0 +> Bi ?) , 


i=1 k=1 


worin #, im allgemeinen nicht verschwindet; wir haben also das 
Resultat: 

yist R®) ein Integralstreifen von (5), der den Bedingungen (17), 
(18), (19) geniigt, R® seine Triigercurve, U die durch thn festgelegte 
Integralfliiche des unbeschrénkt integrabeln Charakteristikensystems (6), 
so ist die Schnittcurve von U mit einer durch einen Punkt P von R®, 
aber nicht durch die zugehirige Tangente von R® gehenden Ebene E 
in der Form (35) darstellbar, wenn &, y rechtwinklige Coordinaten in 
E mit P als Anfangspunkt bedeuten, besitzt also in P einen Riickkehr- 
punkt 2. O. Daher bezeichnen wir R®) auch als Riickkehrstreifen 
2. O. von U.* 

35. Wir haben uns in § 5 damit begniigt, den Begriff des un- 
beschriinkt integrabeln Charakteristikensystems n. O. aufzustellen, ohne 
fiir allgemeines » ein Beispiel anzugeben.*) Daher fiihren wir auch 
uur historisch an, dass die Entwickelungen dieses Paragraphen sich 
auch fiir allgemeines » ohne wesentliche Modificationen durchfiihren 
lassen. Geniigt insbesondere ein Integralstreifen ». O. von 


(36) FM =—C 
ausser den Relationen 
é ae(*) 


(37) SYA, SE = alt 4 Ayal! G=0,.-+8; k=0.---m—1) 


Ox 


auch noch den folgenden 


(38) i 7 oay = dap? days 
oa % 6a dz * daz 


(worin sich die da), dx auf ein gegebenes unbeschrinkt integrables 
Charakteristikensystem beziehen), so stellt er einen Riickkehrstreifen 
n. O. (Nr. 7) einer durch ihn gehenden Integralfliiche von (36) dar, 
welche aus Charakteristiken des gegebenen unbeschrainkt integrablen 
Systems aufgebaut ist, und umgekehrt. Die Gleichungen (38) gestatten 
eine sehr einfache Interpretation, der wir uns nun zuwenden. 

36. Wir betrachten eine einzelne Charakteristik C™) eines un- 
beschriinkt integrablen Charakteristikensystems von (36), und einen 
Integralstreifen R von (36), in dessen Definitionsgleichungen (37) 
dasselbe A, eingeht, das auch in den Bedingungsgleichungen der C™) 





*) Es ist iibrigens leicht, das Beispiel der Nrn. 23, 24 in diesem Sinne zu 
verallgemeinern. 
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auftritt (Nr. 4), und welcher mit C™ ein Element z . . . a) gemein hat. 
Unter dieser Voraussetzung haben die bez. zu R und C™ gehorigen 
Trigerstreifen n—1'" O. R@-» und C®-» die beiden benachbarten 
Elemente x... a=" und 2+ dz... a") + dat" mit einander 
gemein; dies folgt unmittelbar aus der Definition der Integralstreifen, 
fiir n = 2 iibrigens auch aus Nr. 32. Bezeichnet man wie bisher mit 
d,d die resp. auf R”, C™ beziiglichen Differentiale, so hat man also: 
da—dz; dy=—dy=—A,dz, 


(39) Laat? adap mpi de-+-obts dy (i=0,...4;k=0,1,...n—1). 
Hieraus folgt 
(40) BP af) me aA? He 4 alkEN Oy + Dal Ydax + dalkt dy 
(@—=0,...k;h =m 0,1,...n—1). 
Soll das zweitbenachbarte Element 
2+ 202+ xr... ales + 2dae—) + Pale 


von R— auf dem Element x + dz... a + da von C™ gelegen 
sein, so muss man haben: 


(41) BPal) = af NAP a + att Sy + dal Ydx + dalkt” dy. 
(¢—=0,...k;k—=0.1,...n—1). 


Wegen (40) ergiebt sich hieraus unter Vernachlissigung von Gréssen 
3. O. das Gleichungssystem (38); die fiir k = 0,...% — 2 aus (40), (41) 
folgenden Relationen erweisen sich naimlich vermége (39) als identisch 
erfiillt. Da man umgekehrt von (38), (39), (40) aus leicht zu den 
Gleichungen (41) gelangt, so kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: 

»Die Riickkehrstreifen R™ der Integralfliichen V eines unbeschrinkt 
integrablen Charakteristikensystems besitzen die folgende Eigenschaft: 
hat der Tragerstreifen R™-» eines Streifens R™ mit einer Flaiche V 
zwei aufeinanderfolgende Elemente » — 1'* QO. gemein, so liegt stets 
noch ein drittes benachbartes Element von R™—") auf V.‘ 

Fiir n = 1 ergiebt sich hieraus Lie’s Theorem iiber die ,,Integral- 
curven“ der partiellen Differentialgleichungen 1. O.*) 
Miinchen, 1. Marz 1895. 


*) Vgl. z. B. Goursat, lL. c. Chap. IX, Nr. 77. 











Ueber die Mittelwerthe der Functionen einer reellen Variabeln. 
Von 


L. Maurer in Strassburg. 


Von dem Begriff des Mittelwerthes macht man in der Physik und 
mehr noch in der Statistik und Meteorologie Gebrauch, um den Ver- 
lauf einer durch Beobachtung zu bestimmenden Function in grossen 
Ziigen — unter Vernachlassigung kleiner Schwankungen — festzustellen. 

Ist die Function f(z) nur fiir discrete Werthe des Argumentes 7 — 
etwa nur fiir ganzzahlige Werthe — definirt, so bestimmt man die 
mittleren Werthe /;(~) — ebenfalls nur fiir ganzzahlige Werthe von « — 
durch die Gleichung 

— Fe) AF OED +S (@+2) + + fle) + f(@—1) + f(@—2) + +f(e—m) | 
f,(@) = 2m+1 

Ist die Function f(x) fiir alle Werthe von a definirt, so tritt an 
die Stelle des arithmetischen Mittels das Integral 


rh 
fx(2) = yf fete) dk. 





Indem man die Operation, durch die f,(”) aus f(x) abgeleitet worden 
ist, auf /,(v) anwendet, gelangt man zu dem zweiten Mittelwerth /,(2), 
von diesem zum dritten Mittelwerth f,() u.s.w. Je weiter man in 
der Reihe der Functionen f, (x), /,(«), f,(), . .. fortschreitet , zu desto 
regelmiissiger verlaufenden Functionen gelangt man, desto kleiner 
werden die Schwankungen, die in einem Intervall von gegebener Liinge 
stattfinden. Diese Thatsache ist bekannt. Es ist aber meines Wissens 
noch nicht genau festgestellt, wie weit hier ein allgemeines Gesetz 
reicht. Eine hierauf beziigliche Untersuchung bietet auch von einem 
anderen Gesichtspunkt aus betrachtet Interesse. Die Theorie der 
Mittelwerthe steht nimlich im engsten Zusammenhang mit dem Problem, 
eine willkiirlich gegebene Function naherungsweise durch eine ana- 
lytische Function darzustellen, 
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1. 

Fiir alle Werthe der reellen Variabeln 2 sei eine reelle Function 
f(a) eindeutig definirt, die den beiden folgenden Bedingungen geniigt: 

1) Der absolute Werth von /(x) iibersteigt nicht eine gegebene 
Grosse G. 

2) Die Function f(x) lisst durchweg die Integration zu. 

Soweit diese Bedingungen nicht erfiillt sind, kann von mittleren 
Werthen der Function iiberhaupt nicht die Rede sein. 

Durch die Voraussetzung, dass diese Bedingungen fiir alle Werthe 
von « erfillt sind, wird die Allgemeinbeit der Untersuchung nicht 
wesentlich beschriinkt. Gelten dieselben namlich nur fiir ein begrenztes 
Intervall, so kann man auf die mannigfaltigste Weise eine Function 
(a) fiir alle Werthe von x der Art definiren, dass innerhalb des 
gegebenen Intervalls (x) = /(x) ist, und dass auch ausserhalb des- 
selben g(x) den oben genannten Bedingungen geniigt. Es bietet 
dann keine Schwierigkeit festzustellen, in wie weit die fiir g(x) 
geltenden Sitze auch noch fiir f(x) gelten. 

Wir definiren nun fiir jeden Werth von x die Mittelwerthe 
1, (@), £.(%), £3 (),... dureh die Gleichungen 


(2) = 4, fie+pat, 


+h +A 


h 
f(a) = af (w+t)d§—3,f (riet+t, +6.) dé, dé,, 
2 ~~ inf J 1 1 %S2 


Die (positive) Constante h kann beliebig gewihlt werden. 
Wir untersuchen zunichst eine beliebige Function /;(”) aus dieser 
Reihe in Bezug auf Stetigkeit und Differentiirbarkeit. Aus der Gleichung 


h yth 
fi(a+0) —fi(a) = 3 fin(a+0+&) dé —af fi-s(w@+&) dé 
—s —h 


, h+é —h+d 
<a fue bat — apf ive +8) db. 
ergiebt sich: me 


A) Die Function /;(x) ist stetig, auch wenn die Function /j-;(z) 
unstetig ist. 
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B) Wenn die Function /,_,(x) stetig aber nicht differentiirbar ist, 
so besitzt die Function /;(”) eine stetige erste Derivirte 
fs @+h) —fh_s(@—h) | 
a 
C) Besitzt die Function /;_:(«) stetige Derivirte bis zur n'* Ord- 


nung einschliesslich, so besitzt die Function /,(”) auch noch eine 
stetige Derivirte » + 1 Ordnung 


fas (@-+h) — 2 (@—h) 
zh : 


fi (2) = 


aa (x) pe 





Hieraus folgt: 
Die Function /,(x) ist jedenfalls stetig. 
Die Function /,(«) besitzt mindestens eine stetige erste Derivirte. 
Die Function /,(x) besitzt auch noch eine stetige zweite Derivirte. 
Die Function /,(x) besitzt eine stetige Derivirte der Ordnung n—1. 
Die Functionen 
L\(@), Fo(@), F5(@),- + - fn(@) 
die durch fortgesetzte Mittelwerthbildung entstehen, nihern sich dem- 
nach in ihrem Verhalten mehr und mehr dem reguliren Verhalten 
analytischer Functionen, und es ist vorauszusehen, dass der Grenz- 
werth, gegen den /,(”) convergirt, wenn » unbegrenzt wiichst und h 
unbegrenzt abnimmt, eine analytische Function sein wird. 
Um dies zu beweisen ist zuniichst erforderlich, die schwerfillige 


Darstellung vou /,(”) durch ein n-faches Integral durch eine ge- 
schmeidigere Ausdrucksform zu ersetzen. 


2. 
In dem n-fachen Integral 
$i th +h 


a ae LB.) GE, dE -- + dE, 
fa(2) amd J Jieritit +.) a8, di,» + dé 


fiihren wir an Stelle von & die Variable 


w=E+h+---+& 
ein und integriren zuniichst nach uw, Die Integration erstreckt sich 
auf alle die Werthe von w, die den beiden Ungleichungen geniigen 
(1) —nh<u<nh, 
(2) —h<u—é& —§—-:: —biich. 
Wir kénnen aber die Integration auf alle der Ungleichung (1) ge- 
niigenden Werthe erstrecken, wenn wir nach Dirichlet’s Vorgang durch 
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Einfihrung eines Discontinuitiitsfactors dafiir sorgen, dass der Integrand 
fiir alle die Werthe von u, die der Ungleichung (1) aber nicht der 
Ungleichung (2) geniigen, verschwindet. Als Discontinuititsfactor 
beniitzen wir das Integral 


=f" i cae yee 
— | cos 6 da, 
a, h @ 

0 


das bekanntlich den Werth 1 oder 0 hat, je nachdem der absolute 
Werth des Quotienten 
= —-8—*:'—E 
- 1 
kleiner oder groésser als 1 ist. 


Wir erhalten zunichst, indem wir die Reihenfolge der Integrationen 
veraindern 


+nh @ 
fa(%) = 2 , iy,f au {do {(a+u) J(u, a), 
—nh v 
wo zur Abkiirzung 
+h +h “ h ; 
To) J Jf ~ f - =, bes o) £m 5 dy ba 
‘i <a "Oh 


gesetzt ist. 
Dieses n—1-fache Integral lisst sich ohne weiteres ausrechnen. 


Es ist 
* bred 
J cos (* ‘1 = Bn = @ ) a.—1 


—h 


— ee E acl Sena Be b 
“as ae a) 
, se.) 
— sim —_—_ — h @ 
(AS )=: 
—  - "s 


Dementsprechend ergiebt sich 


uo ain w \" 
J(u, @) = cos = -- ( = ) . 
Wir erhalten demnach 
“bah a) 


fn(£) = JJ du [re+u) cos ~ (#2) da. 


ni 0 
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» 
oY. 
Wir berechnen nun unter der Voraussetzung, dass m sehr gross 


ist, einen Niherungswerth von /,(”). Zu dem Zweck ist es erforderlich 
zuniichst fiir das Integral 


P(u) = - fc cos ‘- (= *y da 


einen Niaherungswerth zu ermitteln. 


Wir zerlegen zuniichst dieses Integral in zwei Theile P,(w) und 
P,(u), indem wir setzen 


enla 


P, (u) = | cos > (m2) aw, 


P,(u) nfo (se) dw. 


Das zweite Integral wiles ergiebt sich sofort: 
1) Der absolute Werth von P,(w) ist kleiner als 


@ 

1 1 q\*-? 
—da@=a -) . 
wo” m—1\a 


Im Integral P,(w) fiihren wir an Stelle der Integrationsvariabeln a 


ae | 


die Variable "- ein und setzen zur Abkiirzung 
n 


. @ n 
sin —— 
u Vn 
ra” |e JP) 
Vn 
so dass 
Vn= 


P,(u) = raf va y(a) da. 


Fir — a < x < = gilt bekanntlich die Formel 


— sing a? 1 «zt 1 as 


ia ae et [ha ** 


Hier bedeutet s, die Summe 


+ 5+at: 
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und es ist insbesondere 


Wir ersetzen x durch Vi und multipliciren mit ». Es folgt 


n 
= a! io 
log 4(@) = ~ 67% — 354 nxt — 36 nee 
und 
—iw 
ie 8,0 ( 2s, w* 2s, o ) 
log w(o)  2nx! 1+ 3 Sy nx? + 43,2 
“s,a' 1 
< 2nx' wo 
a 
Fur 
a<yn = 
ist 
1 4 
wo? < 3? 
— nx 
a' 
also da s, = 5 
— to" 
log ° om 
© (a) 135” 
Folglich ist 
== — oF — w* 
W (a) > e 6 1352 
und 
1 1 w* 
—2e -—# ~ 5 
e° — ¥(a) <e 6 liso ion) 


Solange x positiv ist, ist 1 — e-* < a, folglich 


1 1 
——a — = of 


al ot 6 
. — ¥(@) < igen? 
fiir 
0<a<yne. 
Wir schreiben nun die Gleichung 


n 
Vas 


P, (u) = ye cos va@ w(@) dw 
0 


in der Form 
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° 1 . ai 


(a) YnP,(u)—fcosvae * da—feosvme * da 
0 Vat 


Vax 
fon vale" v(o)] de. 


Das erste Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung hat den Werth 


_—_— — = 
3V6x e 


Das zweite Integral auf der rechten Seite von (a) ist dem abso- 
luten Werth nach kleiner als 


1 
1 =" = 6 MF 
ly, % ~ Vax 


Das dritte Integral auf der rechten Seite von (a) ist dem absoluten 
Werth nach kleiner als , 


. 2. 

1 ade ts 1 1 ! 3 > 
sie 4 mi eee vee 
aon J ° ¢ dam iggy 3/52 - 5-6 

0 ane 
_Vix 
~~ 10” 


Damit ist bewiesen: 
2) Der absolute Werth der Differenz 


ist kleiner als 
6 -Fi Vex 
nm , + 10nVn 
Hieraus folgt weiter mit Riicksicht auf (1): 
Der absolute Werth der Differenz 


~~ 
P(w) — 2% : 


nn? Vex 
1 2\2-1 . . = 6x 
. ol -- a -f —: 
m—l1\a2 nn 10” Van 
Mathematiache Annalen, XLVII. 18 


ist kleiner als 
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An Stelle der Grésse v fiihren wir wieder ihren Werth Vai ein. 
n 
Sodann setzen wir zur Abkiirzung 


R, = Vex, Vn (2) "+ Ta ne 


10 n—1\x 


k= y/2n-h. 


Die fiir P(u) gefundene Ungleichung ersetzen wir nun durch die 
Gleichung 


und 


-= eR 
P(u) ="*e * icons 
nVn 
wo € einen nicht naher bestimmten echten Bruch bedeutet. 
Nun war 
+nh 


fa(a) = | f(w@+u) P(u) du. 
ais 


Folglich ist 


eo -* ¢ GR, 
[a(2) = gy fet ¢ Fdut a 
—nh 


wo G@ das Maximim der Function f(z) und « einen echten Bruch 
bedeutet. 


Damit ist der Satz bewiesen: 
Wenn ” unbeschrinkt zunimmt und h unbeschrinkt abnimmt, der 
Art, dass lim yn h =k, so convergirt das n-fache Integral 


+h +h +h 


 « Pee 
ne anal J fleet tate peel ab diae at 


gegen das Integral 


u? 


* in a* 
F(z, k) = We fiery e “du. 


Im Folgenden beschiftigen wir uns nur mehr mit dieser Function 
F(z, k). 

Kine Verallgemeinerung dieser Function behandelt H. Weierstrass 
in seiner Abhandlung: Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter 
willkiirlicher Functionen einer reellen Variabeln*). Man gelangt zu 





*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1885. 











Mittelwerthe der Functionen einer reellen Variabeln. 971 


dieser Verallgemeinerung, indem man in dem Integral, das die Func- 
tion F(x, k) darstellt, die Exponentialgrésse durch eine allgemeinere 
Function ersetzt. 

Unter der Voraussetzung, dass die Function f(z) stetig ist — an 
dieser Voraussetzung wird in der genannten Abhandlung durchgehends 
festgehalten — beweist H. Weierstrass die beiden folgenden Siitze: 

1) F(a, k) convergirt gegen f(x) weun k gegen 0 convergirt. 

2) Die Function F(a, k) ist ganze transcendente Function von z. 

Fiir die Giiltigkeit des ersten Satzes ist es unerliisslich, dass die 
Function f(a) wenigstens in der Umgebung des Punktes « stetig ist. 
Dagegen gilt der zweite Satz — wie sofort bewiesen werden soll — 
unverindert auch dann noch, wenn die Function /(x) Unstetigkeiten, 
die die Integrirbarkeit nicht ausschliessen, darbietet. 


4. 


Bevor ich zu diesem Beweis iibergehe, schicke ich einige Be- 
merkungen itiber die Derivirten der Function e~* voraus, 

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist die n'e Derivirte von e-* gleich 
dem Product von e~* in eine ganze Function n'*" Grades, die gerade 
oder ungerade ist, je nachdem die Zahl m gerade oder ungerade ist. 
Setzen wir 


(a) 


rc* 2 a 
aa om (— 1)" e-* [at a” ae ae) gt a a") grt... ‘|. 
Durch den Schluss von auf n + 1 bestiitigt man leicht, dass 


at) an S wad alt) am gn-29 n(m — 1) * 8) «s erst) J 


Unter der Voraussetzung das x positiv ist, erhalten wir eine obere 


—z? 


Grenze fiir den absoluten Werth von _ th — er modge in iiblicher 


: . |\d*e-* | , , 
Weise mit -x bezeichnet werden — wenn wir auf der rechten 
I x | 


Seite der Gleichung (a) allen Gliedern das positive Vorzeichen geben. 


Folglich ist 
|\d" é€ —2z? 
f| ——e | CB ay forree as, 
ffele<y 


Nehmen wir zunichst an, » sei gerade = 2m. Dann ist 





aw 


* p2m—2y p—a" et 
J ed é dz = 5x (m— v)! gim—2y 
0 


18* 
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und 
ir 2 ! 
age f atm # dam 37 eh, 
U) 
=3Vx Ge) (m),, 


wo (m), den v'*" Binomialcoefficienten bedeutet. 
Wir haben also fiir n — 2m 


a” —z* 


(1) fi da” 


Nehmen wir nunmehr an » sei ungerade = 2m + 1. 
In diesem Fall ist 


da<s 5 Va 2m! 99 , 








- 1 
2m+1—2y p—z" am = Y. 
f e-* daz ; (m—v)! 
Nun ist 


ia. 9.4%... 00 oat) 
2” 2” .1.3.5...(2m+-1) 


und dies ist kleiner als 


__ m+)! _ (m+)! , 
2” 2.4.6...2m 2?" m! 
Demgemiiss ist 
1 (2m —2v-+41)! 
a 
2 (m v) * < g?m—2r-+1 (m — »)! 


Folglich 


a 


amt) [ ¢&m+i—2v o—2" dy << (2m + 1)! 
2” ie v)! ! v! 
v 


und dies ist gleich 
Gat! 1)! (m),. 


Wir haben also fiir n = 2m + 1 
9 
Aus dem Umstand, dass das Integral 


f 


d" «=| 
da 








da" 
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einen endlichen Werth hat, ist zu schliessen, dass auf das Integral 
F(z, k) = re free (= *) an 


die Integration unter dem Integralzeichen beliebig oft angewendet 
werden darf. Es ist also 





ee, b= GE fio Se FY ay 
pv 


Der absolute Werth von + Fea, k) ist kleiner als 


1 2G ['|\d*e“| 


n! k"Va | wr du 








oder kleiner als 


9? G . 
m\ ,) Wenn » gerade ist 
G) 
und kleiner als 

Te 
2 2 


Gner 


Die Taylor’sche Reihe convergirt also fiir jeden Werth von z. 

An Stelle des Maximalwerthes G von /(a) kénnen wir auch den 
halben Betrag der gréssten Schwankung S der Function /(z) einfiihren. 
Vermindert man nimlich die Function f(x) um eine beliebig zu wihlende 
Constante c, so wird F'(~,k) um dieselbe Constante c vermindert; die 
Derivirten von F(x, k) und die Differenz /(2) — F(x, k) bleiben un- 
geindert. Wiahlt man fiir c das arithmetische Mittel aus dem kleinsten 
und dem gréssten Werth von /(x), so ist der Maximalwerth von 
/(x) — gleich der Halfte der Maximalschwankung S von /(2). 

Fiir die erste Derivirte F’(x, k) ergiebt sich aus dem Vorangehen- 


den die obere Grenze _S_. Demnach ist die grosste Schwankung, die 


Vak 


die Function hes k) Mg einem Intervall von der Lange b darbieten 


~. Wenn ungerade ist. 


kann, kleiner als 4 = sie sinkt also bei wachsendem k unter jede 
gegebene Grosse. Dies iibertragt sich auf die Function 
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+h +h 


fut) — amt J fleb bt bbe ba db db de 


Halt man nimlich die Grosse h fest und lasst die Zah] m unbeschrankt 
wachsen, so wiachst auch die Grosse k = iV nh iiber alle Grenzen und 


f(x) convergirt gegen F(x, k). 


5. 


Fiir die Coefficienten der Potenzreihen, die zur Darstellung der 
Function F(x, k) dienen, sind im vorigen Artikel obere Grenzen nach- 
gewiesen worden. 


Nun wird die obere Grenze fiir den Coefficienten von x" unendlich 
wie = wenn k gegen Null convergirt. Es bleibt daher die Méglichkeit 


offen, dass fiir den Coefficienten selbst dasselbe gilt. Dieser Fall kann 
in der That eintreten, wie sich an Beispielen zeigen lisst. 
Nehmen wir an, es sei 


—1 fir 7< 0, 


me ET hae 


so ist 





y” ert 
F(x, k) = 2 fe “du= noe Th 


Nehmen wir zweitens an, es sei 


—1 fiir z<g-—1l, 
f(x) = x fir —l<#<+1, 
+1 fiir s>1. 
In diesem Fall ist 


i+s 
— (i+s\° 
F(, k) =" fords ie ( ? ) 
0 
ims 
k 1—z\? 
1—«2x lh _k - (3) 
— th du 5 ¢ 


oder 


F(a, k) = p(1+2) — 9(1—z) 
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wenn man zur Abkiirzung setzt 


x 
z 


z e-“du e”. 
9(2) = iz +5 

_# 
Die n'e Derivirte g(x) ist gleich dem Product von ¢ * in eine ganze 
Function von x und i Hat also x einen von 0 verschiedenen Werth, 
so convergirt p)(%) bei abnehmendem k gegen 0. Dagegen ist g”)(0) 
bei geradem » gleich dem Product von =i in eine numerische Con- 
stante. Fiir unendlich kleine Werthe von k wird also gy (0) unend- 
lich wie =i und dasselbe gilt fiir 


F(1, &) = y™(2) — 9). 


6. 

Um auch fiir den Fall, dass & nicht auf kleine Werthe beschrinkt 
wird, und dass f(x) Unstetigkeiten darbietet, die Beziehung zwischen 
den Werthen der Functionen f(x) und F(a, k) klar zu stellen, be- 
rechnen wir die Mittelwerthe der beiden Functionen fiir das Intervall 
%—a,x2+4a. 

Der Mittelwerth von f(x) ist 


m(x, a) = fret pat. 


Der Mittelwerth von F(a, k) ist 
M(x, k, a) = sof Pets, k) dé 


+o -.. 


“sae fat fi foe 


- aft ffvrnc 


Wir fandern die Integrationsordnung und lassen § an die Stelle 
von wu — & treten. Es ergiebt sich 


du. 


i 


M(z,k, a) =, stra fin fitertaye Fag 
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Das auf & beziigliche Integral wirkt, wenn ; sehr gross ist, wenigstens 


annahernd wie ein Discontinuititsfactor. Um dies nachzuweisen, zer- 
legen wir zuniichst die auf wu beziigliche Integration in 3 Theile, indem 
wir zunichst von —a bis + a, dann von a bis + oo, endlich von 
— co bis — a integriren. 1m letzten Integral vertauschen wir gleich- 
zeitig w mit — uw und € mit — &. Es ergiebt sich 


+a uta m 
(A) Mle, bya) — eye l fan [retne Fae 


+ fi " fir (f(a+tu) + f(z—we Paty, 


Um fiir die beiden Doppelintegrale Niaiherungswerthe zu finden, be- 
merken wir, dass fiir positive « 


@ a 


Pe Pe _ 
Wi J eae. 
Der Beweis dieser Behauptung beruht darauf, dass die Function 


a? @ e 
~ # i 


fir «=O und «a —co den Werth 0 hat und dass ihr Differential- 
quotient 


a? 
, 2 2a a 
@(@) = (G2 - 
fir O0<a< ~ positiv und fiir « > + negativ ist. Nehmen wir 
Vx Vx 
nun an, es sel u > a, so ist 
ae = eZ i (zy 
J € "db < fe “da <jkYxe ai ie 
u—a ua 
Nehmen wir sodann an, es sei 0 < u < a, so ist 


@ —(a—u) 


fi e Fan fl e Fa f e Sat— f e — Fae 


— (a—u) 


>kyx— rhYz[e (Fy +e FY), 
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Wir kénnen demnach, mit 4, ¢ positive echte Briiche bezeichnend, 
setzen : 


eg otnyze (¥) fir u>a, 
e Pdé— ‘a+u\? a—u\? 

4 es rn es Se 

“—a (AV — e-skya e +e fir w<a. 

Nun folgt aus (A): 


ote 


1 “a 1 re — ( k y - (Fy) 
M(x,k,a) = 5, [ f(2,w) du we J ef(e+w)le +e k |au 
+4, fatrete +re—wye | . du. 


Das erste Integral auf der rechten Seite ist gleich m(x, a). Der 
absolute Werth des zweiten Integrals ist kleiner als 


+a aul? a—u)? : sw 
of eee ane fote 
—a 0 


und dies ist kleiner als 


Damit ist bewiesen: 


Die Differenz zwischen den Mittelwerthen m(x, @) und M(z, k, a) 
ist dem absoluten Werthe nach kleiner als 


Vak 
“Oa. -G. 


An Stelle des Maximalwerthes G kann man aus dem im vorigen 
Artikel angegebenen Grund die Hilfte der Maximalschwankung von / (x) 
einfiihren. 

Wenn die Function f(x) in der Umgebung des Punktes x stetig 
ist, so kann man erst die Grésse a so klein wihlen, dass m(z, a) 
beliebig wenig von f(x) verschieden ist und dann & so klein wihlen, 


dass die Grésse oe beliebig klein wird. In diesem Fall convergirt 
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also F(x, k) bei abnehmendem k gegen f(x), wie bereits am Schluss 
des Art.3 bemerkt worden ist. Diejenigen Functionen F(x, k), die 
grésseren Werthen von k entsprechen, kann man zwar nicht beniitzen, 
um die Werthe der Function f(x) naherungsweise analytisch dar- 
zustellen, aber sie kénnen zur naherungsweisen Darstellung der fiir 
hinreichend grosse Intervalle berechneten Mittelwerthe von f(x) dienen. 
Die Functionen F(x, k), die grésseren Werthen von k entsprechen, 
haben vor den Functionen, die kleineren Werthen von & entsprechen, 
den Vorzug, dass ihre Schwankungen in kleinen Intervallen geringer 
sind, und dass die Potenzreihen, die sie darstellen, schneller con- 
vergiren. Man wird daher, wenn man die hier erérterte Art der Dar- 
stellung practisch anwendet, den Parameter k so gross wihlen, als 
dies mit der verlangten Genauigkeit der Darstellung vertriiglich ist. 


7. 


Die Darstellung einer stetigen Function f(x) als Grenzwerth der 
analytischen Function F(x, k) fihrt zu einer Darstellung von (f(z) 
durch eine unendliche Reihe, deren Glieder gauze transcendente Func- 
tionen sind. 

Wir setzen voraus, die Function f(x) sei gleichmiissig stetig, es 
lasse sich also fiir die grésste Schwankung, welche die Function in 
einem Intervall von gegebener Liinge darbieten kann, eine obere 
Grenze festsetzen und diese Grenze sinke unter jede gegebene Grosse, 
wenn das Intervall hinreichend klein gewahlt wird. 

Unter dieser Voraussetzung kénnen wir den Parameter & so klein 
wahlen, dass der absolute Werth der Differenz 


9; (%) = f(x) — F(a, k) 
fiir jeden Werth von « kleiner als gG wird, wo q einen beliebig zu 
wahlenden positiven echten Bruch bedeutet. 
Sodann setzen wir 


F(a, k i ee 
1(%, ky) -inJ P, (uje du 


und wiahlen k, so klein, dass der absolute Werth der Differenz 


P2(x) = 9, (x) — F, (a, k,) 
fiir jeden Werth von x kleiner als g?G wird. 
Hierauf setzen wir 


‘u—x\? 


jo 
F,(2, hy) = 7 f awe ( m) du 
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und wihlen k, so klein, dass der absolute Werth der Differenz 
P3(x) = 9, («) — F(x. ky) 
fiir jeden Werth von 2 kleiner als g°G wird u. s. w. 
In dieser Weise fortfahrend erhilt man fiir f(2) die Darstellung 
f(#) —_ F(z, k) + F, (2, ky) + F(x, kz) sl 
Es ist klar, dass diese Reihe fiir jeden Werth von x convergirt. Denn 


die Summe der ersten Glieder ist f(%) — g,(a) und der absolute 
Werth von (x) ist kleiner als g’G. 

Um die charakteristische Bauart dieser Reihe besser hervortreten 
zu lassen, fiihren wir eine neue Bezeichnung ein. 

Es sei y, das Maximum des absoluten Werthes der Function 
F, (a, k,), so dass y, < q’G ist. Wir setzen nun 


,(x) = . F, (ley x, hy). 
Die f(x) darstellende Reihe erhalt nunmehr die Form 


fe) = 0) + 7,9, (=) +22 (F) + aS? 

Hiezu ist zu bemerken : 

1) Die Reihe y+ y, + y. +--+ deren Glieder simmtlich positiv 
sind, convergirt. 

2) Das Maximum des absoluten Werthes einer jeden Function 
,(x) ist gleich 1. 

3) Die Function ®,(x) laisst sich ebenso wie die Function F(z, k,) 
in eine Reihe entwickeln, die fiir jeden Werth von wx convergirt. 
Wihrend aber der Coefficient von 2 in der Reihe fiir F(x, h,) bis 


zur Gréssenordnung a ansteigen kann, bleibt der entsprechende Coef- 
v 


ficient in der Reihe fiir ®»(~) unter einer festen von k, unabhangigen 
Grenze (vergl. Art. 4). 

Dass Reihen von dieser Bauart geeignet sind Functionen, die 
stetig aber nicht differentiirbar sind, darzustellen, ist langst bekannt: 
die bekannte von H. Weierstrass angegebene Function 


ao 
> b’ cos (a’ 72) 
v=0 


ist nach diesem Princip construirt, Es ist bemerkenswerth, dass sich 
alle derartigen Functionen in dieser Form darstellen lassen. 


8. 


Die niherungsweise Darstellung der Durchschnittswerthe einer 
gegebenen Function durch eine analytische Function ist auch dann 
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anwendbar, wenn die vorgelegte Function nur fiir discrete Werthe 


der Variabeln definirt ist. 


Um uns auf den einfachsten Fall zu beschrinken, nehmen wir an, 


die Function f(x) sei nur fiir ganzzahlige Werthe von z definirt. 


Wir 


definiren dann eine Function p(x) fiir alle Werthe von xz, indem wir, 


unter » eine ganze Zahl verstehend, setzen 
g(x) =f(m) fiir n—Z<a< n+5- 
Fiir ganzzahlige Werthe von < ist 
z+} 
f(a) =f o(e)ak 
=} 


und wenn a ebenfalls eine ganze Zahl bedeutet, so ist 


Fa\+fle+i)+ fet?) +--+ fe+a)+f(e—1)+ f(@—2)+---+F(e—a) 





2a+1 
etrt} z+a+h 
"41 P Jo ian serif oa 
—e et+r—} x a—} 


Das arithmetische Mittel aus den 2a + 1 Functionswerthen 
f(@—a) f(a—a+])--+f(@+a—1) f(z+a) 


stimmt also mit dem fiir das Intervall 


&Z&—a-—-; 


1 1 
2? t+a+s 


berechneten Mittelwerth der Function g(x) tiberein. Die Aufgabe, die 
Mittelwerthe von f(x) analytisch darzustellen, ist damit auf die im 
Vorhergehenden behandelte Aufgabe, die Mittelwerthe von g(x) ana- 


lytisch darzustellen, zuriickgefiihrt. 


Strassburg im Juli 1895. 











Anzahl der Zerlegungen einer ganzen, rationalen Zahl in 
Summanden, II. 


Von 


J. Hermes in Lingen. 


In der friiheren Arbeit iiber die Anzahl G der Zerlegungen der 
Zahl m zu je k mit dem niedrigsten Summanden g@ ist 


G(m,k, 0) =G (m—k(o —1),k, 1) 
als Binomialcoefficient 


‘ie 7 - _ Ito 


und’ demnach 
m— 1 
G(m, k,1)=(",— 5) 


mit Riicksicht auf permutirte Zerlegungen ermittelt worden*), Die 
Euler’schen Anzahlen E**) dagegen beziehen sich auf Zerlegungen 
ohne Permutation der Summanden. 

Dies legt die Frage nach dem Zusammenhange von E und G nahe 
und nach einem independenten Bildungsgesetze der Zahlen EF. Zugleich 
bietet sich eine Verallgemeinerung der Euler’schen Tafel dar. 

Beginnen wir mit der letzteren, um eine Entwickelung aus der 
Definition zu erhalten, die uns auch auf die den EF beigeordneten 
Zahlen A fiihren wird. 

Jedem Raumpunkte mit ganzzahligen, rationalen Coordinaten s, ¢, n 
werde eine ebenfalls ganze rationale Zahl E(m) zuertheilt, die fiir 

st 


Argumente kleiner als Null verschwinden, fiir » = 0 ausnahmelos den 
Werth 1, sonst fiir positives » und s = ¢—0 den Werth Null haben 
soll und neben 

E(n) = E(n) 

$,t t,s 





*) Math. Annalen Bd, 45. 
**) Vgl. das friihere Citat und Bachmann’s Zahlenlehre, Abschnitt 2. 
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durch 
E(n) = E(n—t) + E(n) 
s,t s,t 8,t—1 
definirt sei. 
Anm. Fiir ¢=0 werden die FE, wie eine leichte Ueberlegung 
zeigt*), die Zahlen der Euler’schen Tafel ; E(n) g giebt an, wie oft sich die 


Zahl m= n-+s in s ganze positive Summanden zerlegen liisst. Wir 
stellen einige naheliegenden Folgerungen aus der Definition zusammen. 
Zuniichst ergiebt sich aus derselben und daraus, dass E fiir Argu- 
mente < 0 verschwinden soll, dass fiir n < ¢ 
E(n) = E(n) = E(w) =. -- = Eq) 
s.t 8, t— $,t— sn 
ist, und falls man auch noch n < s voraussetzt, wird: 


(1) E(n) = E(n). 


Daher befinden sich in jeder Raumschicht (s, f) abgesehen von 
einem immer breiter und breiter werdenden Rande lauter einander 
gleiche Zahlen, (Permanenzzahlen im weiteren Sinne). 

Fiir » > s ist 


(2) E(n) = E(n—s) + Ein) = E(a—s) + E(s —s+1) + Em) 


h=s 


am os: -> E(n—s-+h). 
Peo s—h,t 


Dies geht fir ¢ = 0 in: 
(3) E(w) = E(w) + E(m—1) + Em—2) +--+ En—s), 


und fir » =—s und t=O in: 
hA=s 
(3) E(s) = E(0) + Ed) + E”) + --- = EA) 
8,0 8,0 s—1,0 s—2,0 peer h,O 


iiber, was die bekannten Sitze liefert: 
»,Die Zahl n + s liisst sich ebenso oft zu je s als m zu je 1 und 
zu je 2... und zu je s zerlegen“ 
und 
»Die Zabl 2s kann ebenso oft in s Summanden zerlegt werden, 
als sich s tiberhaupt als Summe ganzer, (pos.) Zahlen darstellen lisst “ 
Ferner wird (2) fiir n < s mit a auf (1) zu 
(4) E(n)— E() = ene a + + a 5 tt x (n), 


worin h < ¢ und o—taa sein muss; z. B. 


E6)=14+2+5+ 10+ EG) = 62, 


*) Man sondere die be i (m — 8) ) eins-freien von den Ghrigen = ) Zerlogungen ab. 
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was als Reduction auf Permanenzzahlen und ein E niederer Ordnung 
anzusehen ist. 


Setzt man in (2)¢—h und n=s-+h, so wird: 


E(w) — E(h) + Eh+1) + EG+2) +---+E(#) 
(5) — E(0) + EQ) Sins 


¥ E(h) + E(h+1) + Eh+2) + Eh+3)+--, 


was auch noch weiter zerlegt werden kénnte, 
Durch Summation von 


E(«) = E(x—s) + E(x), 
E(«z—s) = E(x—2s) + E(«—s), 


E(x — (@—1)s) = E(x—@s) + E (# — (@—1)s) 
s,¢ $,¢ s—1,¢ 
erhalt man den Summationssatz: 
t=O —1 
(6) 2 Elo—ks) = E(2) — E(x—#s) 
in Worten: ,, Eine Summe von Euler’schen Zahlen der Ordnung (s — 1), 
bei denen das Argument in Intervallen von der Grisse s fortschreitet, 


ist gleich der Differenz zweier E der Ordnung s an den Grenzen x 
und x, = 2 — ds genommen‘‘*). 





*) Hieraus folgt mittels leichter Schliisse, dass sich die H(n) durch Summation 
8,0 

einer schief angeordneten, in’s Unendliche gehenden, figurirten Zahl (s—1)'** Ord- 

nung bis zur ne" Zeile hin, ergeben miissen: 


z. B. E(m) aus: | 1 +++ L= E(0) 
3,0 8,0 
1 
‘ 2 
1 3 
3 - 4 
4 5 
1 1 7 
“<. - 8 
1 1 - 10 


oe A 1+ ++ 12 = E(9) 


3,0 
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Umgekebrt ist auch ein = i(v) niederer Ordnung durch eine Summe 


(mit abwechselnden Zeichen) von E(2v) héherer Ordnung 26 —h,h 
darstellbar, doch kénnen sich letztere Summen auch annulliren, 

Das ist der Fall, wenn die Gliederanzahl gerade, (s also ungerade) 
ist. So wird, wie unmittelbar evident: 


(7) Sy E(n)=0, falls s=2o+1. 


h=0 eas 


Aber auch bei geradem s = 2¢ ist fiir ungerades n = 2y-- 1 ebenfalls 


=20a 


(8) P (—1)t E@v+1) =0, 


was sich wie Satz (9) beweisen lisst und hier iibergangen werden mag. 
Sind s = 26 und n = 2» beide gerade, so reducirt sich: 


(9) yn Ev) 


auf die Euler’sche Zahl E(v) mit halb so grossem Argumente. Ebenso ist: 


@,0 
h=20 
10 —1) E(2v—h) = E(v) 
(10) 2 | = oy =! 
und 
iuste—1 h=2(o—1) 
11 ly! E(2v—h) = (—1)* E(2v—h) = E(v). 
5) 2 y 2o— a ie 2 | - none . has 


Beweis zu Satz (9), (10) und (11). 

Ist »v > 6, so mége der Bernoulli’sche Schluss angewendet werden, 
indem fiir kleinere vy und 6 die Siitze schon als giltig angenommen, 
dann aber noch im Anfange zu verificiren sind, vgl. (12) und (13). 

Durch Zerlegung der einzelnen Glieder nach der Definition geht 
die linke Seite von (9) in die linke Seite von (10) iiber, indem die 
noch daneben auftretende Summe wegen gerader Gliederzah] nach (7) 
fortfallt. Die linke Seite von (10) geht aber durch Zerlegung jedes 
Gliedes in die linke Seite von (11) tiber, vermehrt um eine Summe, 
die nach (9) fiir kleineres Argument alla ist, also im Ganzen in: 


20) + 2e- = Str)- 


o—1,0 
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Fiir v — x6 < @ verliert jedoch diese Schlussweise ihre Giiltigkeit. 
Es ist also noch der Satz fiir v =o nachzuweisen, wobei wieder der 
Schluss von auf n+ 1 angewandt wird, indem (12) und (13) fir 
kleinere Argumente bereits gelten mégen. 


20 
9 — e <—_, > = 
(12) v= 6; 2 | It ECs) = E(), 
: 20 
1 4 _ = 
(13) vcs; >( 1)t E@v) = Ei). 


0 
20 


Beweis zu (12). Indem man auf jedes Glied der Summe >’ 


den Satz (5) anwendet und die dort tiefgestellten Glieder gegen ent- 
sprechende fiir das um 1 kleinere h jedesmal forthebt, wird: 


>i 1) E26) = > (1 E00) + Di(— Wt EQ) ++: 
— £0) + EQ) +--: 
nach (13) und dies 
= E(o) 


nach (3’). 


20 


Beweis zu (13). Man stelle jedes Glied der >) nach (4) dar, 


0 
dann heben sich alle + E(h) gegen einander fort und es bleibt nur 
Ayh 


fiir (6 — v =): 


2¢ 
> (-1)' EQ), 
° 2¢—h,h 
was nach (12) 
= E(v) = E(r) 
2,0 a,0 
ist, da 
v<iG. 

Hiermit kénnen nun die folgenden Sitze (14)—(18) bewiesen werden, 
von denen Satz (14) das Eigenthiimliche aufweist, dass eine Summe 
fiir endliches » > s (a—1) unabhdngig von n und z wird, obgleich x 
eine beliebige Zahl (ganz u. rat.) auch Null sein kann. Der Grund 
dieses Verhaltens ist in letzter Linie darin zu suchen, das E(0) aus- 
nahmelos gleich 1 und fiir negatives Argument verschwinden sollte. 

Mathematische Annalen, XLVI. 19 
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Es wird: a 
(14) > I E (n— — MY) _ iz) =0 
fiir » > s(~a—1) 
und 
(15) > (—1) E (x —h(a+ ‘S))= A(n) 


- Sims E LG s(w—1) —n —h(a +"*>+ ): 


Diesen Satz wollen wir als Symmetriesatz*) bezeichnen. Durch ihn 
sind die A(n) bestimmt. Z. B. A (n=O bis n =4) wird J, 1, 2,1,1 


A(n) giebt die Anzahl der Zerlegungen an von m**)=n+<2—1 


zu je « — 1 Summanden aus den Zahlen 1,2,3,...s+ 1. 
Wird naimlich E zerlegt, wie es die Definition erfordert, so sieht 
man , dass we 
Am = 4@ = sy—-0 


ist, was auch als Definition fiir die A gebraucht werden kann. 


Ist nun Z eine der Zerlegungen von m, die keinen héheren Sum- 
manden als s + 1 haben, so schliesst sie entweder auf s + 1, falls die 
Summanden nach der Grésse geordnet sind; dann kann sie als eut- 
standen angesehen werden aus einer der Zerlegungen, die m-— s — 1 
zu je (2—2) hat, da ja 

m—s—l=—=n—s+a—2 
ist, oder sie ist eine der iibrigen auf s, <s schliessenden Zerlegungen, 


deren Zahl eben A(m) ist. Mithin sind im Ganzen A(n) Zerlegungen. 
s-l,z $2 


Mit den A(m) in Beziehung stehen die abwechselnd aus nur 
8, 
positiven oder nur negativen Zahlen D(v)***) bestehenden, sich auch 
8,2 
*) Vgl. J. C. V. Hoffmann’s Zeitschrift Jahrg. XX VI (1895) Autg.-Rep. S. 349. 
Nr. 1419—1420. 
**) Z. B. m= 16 zu je 6 aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 hat 
A(16—7+41)= £ £10) = 416 Zerlegungen. 
4,7 





***) Wird » = N F ¢ gesetzt, N= za )) 4. 38(s-+-2—1) und 9 = Se 


so wird D(v) = (— 1)° ( A(u—s)+ A(u)) ; i Beweis beruht auf der Identitit: 
8,2 2-1, 3+1 z—I1,s 
(—1)* D(x) = A(u) — A(u—ax) = A(u) + A(u+s) + A(u —2-+1) 
8,2 23-1 x,3s—1 2—2,s+1 2z2—2,3 2—1 


i | 


+ A(u—a2+1—s) —( A(u+s) + A(u—x—28-+1)). 
z—1,s+1 z—2,s z—2,3s+1 
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fiir x S 4 theilweise tiberdeckenden symmetrischen Zahlenfolgen in der 
Reihe der Werthe O(n + ae), welche die Summe 


(15') DS ce (»-0 +") - > IPE (n—F@hF)) 


h=0, resp. 1 


annimmt, wenn » von O bis oo die natiirlichen Zahlen durchlauft und 


worin £) —_~ x) + Cw —«); 
c(t o—)) = +1 und C(v) = > De) 


ist. Der Beweis von (15) kann nach Obigem folgendermassen gefiihrt 
werden: Durch Zerlegung von 


(—1) E E(n —h(w+*5")) 


in 


(—1P E (n—h (2 14+"*5*)) +(- If B (m—h(ety ')) 


4—1,0 


und Umformung des letzteren Gliedes in 


—(—1)-) E (* agug —I(@+14+"5? ) 
(h—1),0 

kann man successive den allgemeinen Fall (nicht « = 0)*), auch den 

Fall a= 1 {der, so scheint es, ohne diese Zuricktiihrung nur auf 

analytischem Wege erledigt werden konnte,} auf den Fall «=—2 

reduciren, der nun zu beweisen wire. 


Benutzt man jetzt die Note pag. 283 und stellt die verlangte Summe 
von positiven und negativeu Gliedern, also: 


h=o 
h(h+3 
aS 
a=0 
das ist: 
E(n) — E(n—2) + E(n—5) — E(n—9) + - 
0,0 1,0 2,0 3,0 
fir n= 0,1,2,3... in schief-figurirten Zahlen auf, {statt — 1 und 
+- 1 midge der Kiirze halber — und + stehn,} nimlich: 


*) Fiir 2 =0 sind alle C =0, siehe Formel (19’). 
0 


19* 
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n= 0 (+) [nur einmal zu denken und 
hun 7 nicht mitzusummiren | 
n= 2| -@ 
n= 3| . 
n= 4| . 
m= 5| + (IL 
n= 6 : : 
+} 
m= 9 + — (i 
- — 
oe 
n= 14 + 1V — 
ete, _ 


Rand 


so heben sich die Zeichen der II'e" Ordnung, bis auf die zwei ersten, 
gegen die erste Colonne der II]' (denn 5 + 2+ 4 = 9; 4 = 2) und 
die itibrigen der III*, bis auf einen Rand II' Ordnung, gegen die 
erste Unterabtheilung der 1V‘e” fort, (denn 9 + 3 + A = 14;) u.s. w. 


(denn *®F9 44 (@—1) A= 1) et +8) + (h-+1) (A—2)) ++, 
dann aber wiederholt sich in Bezug auf die noch stehen gebliebenen 


Rander (um 1 niederer Ordnung) derselbe Process {A=3} und so fort, 


4=4,5... und es bleiben schliesslich von jeder Ordnung nur zwei 
Zeichen stehen, nimlich 


von II in Zeilen= 5 und nm, = 5-+2=— 7 zwei+, 
von III in Zeilen= 9-+4+ 1-3 = 12 und n, = 12+4+3— 15 zwei —, 
von IV in Zeile mn = 14+ 2.4 — 22 und n, = 26 zwei +, 


-ink fir n= a + (h—2)h = = xh zwei (— 1)*- 


Nach dem Wegheben ist nun (vgl. Note pag. 983) bis zur 1, 2,3... mte" 
Zeile nacheinander zu addiren, dann ergeben sich die C (resp. D) als: 
2 @,2 


1,0, —1, —1, — 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1,0, O, 0... 
d. i, nach h Nullen 2h +1 positive oder negative Einheiten (— 1)", je 


nachdem h gerade oder ungerade, und dies ist das behauptete Gesetz 
fiir den Fall 2 = 2. 





J 


c 
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Hieraus folgt dann auch fiir « = 1 speciell die Zahlenreihe C(v) als: 
1 
1, —1, —1, 00, 101, 0000 —1, 00 —1,-.-.- 


durch Zerlegung der 
h(h +1) 
a ——? 


nach der Definition, das ist, wenn man die Bedeutung der E beriick- 


h,O 
sichtigt, der bekannte Euler’sche Satz*) «tiber die Pentagonalzahl: 
3h? +h = 


2 mm 
[[a-m=1-¢-@-¢4+¢-¢ —q*+---+¢@- 
s=al 


Bei beliebigem 2 = ist nun die erwihnte Beziehung zwischen 
den C (resp. D(v)) und den A(m) die, dass die betrefienden Zahlen- 


folgen der + E(v) und + A(m), beide symmetrisch, dieselben Au- 
fangs- und Endglieder haben, in der Mitte aber von einander ab- 
weichen, indem die Zahlenfolge der + D(v) fiir ein bestimmtes x 
mehr Glieder hat, als die Zahlenfolge der zugeordneten A(m), worauf 
wir jedoch hier nicht naéher einzugehen brauchen. 

Andere Kigenschaften der Zahlen A(m) sind folgende: Addiren 
wir die Zahlenfolge der A(n) aus dem Symmetriesatze, z. B. 


38,2 


1+14+2+14+1=6=('), 


so ergiebt sich ein Binomialcoefficient. Dies kann aus der successiven 
Entstehung der Zahlenfolgen leicht hergeleitet werden. 


*) Vgl Bachmann: Zahlenlehre, 2. Abschnitt, pag. 24, 25 und Citat daselbst. 
Bei Euler bedeutet bekanntlich: 


f(m,h,s) = uc +q° 2)| ,| 
i q” 


die Anzahl der Zerlegungen von m zu je h der Zahlen 1, 2,3...s ohne Wieder 


holungen und 
mno— UT (2) 
p(m, h, s) = ae 
: 1—q*z/]j* ™ 


die Anzahl der Zerlegungen von m zu je h der Zahlen 1, 2, 3...s mit Wieder- 
holungen, woraus sich dann auf analytischem Wege die Siitze iiber die Zer- 
legungen der Zahlen ergeben. 
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Mithin hat man die Formel: 


n=@ h=s 


0) SSomz Ms?) = C44 


=(5*7')” 
A=es 


(17) e > (- ys (n _ h(a +*=') = Em. 


n-+-2—1l=m; h=0 o+1,0 


Aus (17) ersieht man, dass die Anzahl aller Zerlegungen von m aus 
den Summanden 1,2,3...s-+1 gleich der Anzahl der Zerlegungen 
einer Zahl m zu je 1 und 2u je 2 und... zu je (s+1) ist, denn 
E(m) ist nach (2) 

++1,0 


= E(m) + E(m—1) + E(m—2) +-++--+ E(m—s—1). 
0,0 1,0 2,0 3-+41,0 


dagegen: 


Endlich kann man noch einen, vom Vorhergehenden unabhiingigen 
Weg angeben, um zu den A(n) zu gelangen. 


Will man eine Zah! M {zuerst als Summe von M LEinheiten 
gedacht,} in M—k Summanden zerlegen, indem M — k — s Sum- 
manden aus einzelnen Kinheiten, s Summanden aus a gleichen «(> 1), 
b gleichen 6 (>1),... bestehen, wobei aa+66+---—k-++s sein 
muss, so kann die Frage nach der Anzahl der Zerlegungen von s 
unter einer solchen Nebenbedingung, mit Hiilfe der E und A beant- 
worden werden. 

Denkt man sich niamlich eine Tafel, die in Quadrate zu je k? 
Felder abgetheilt ist, der Art construirt, dass man das ganze vorher- 
gehende Quadrat k* in die linke untere Ecke des folgenden (k-+-1)? 
mit um 1 erhéhter Endziffer iibertriigt, dann aber noch 

Zeile 1 aus dem Quadrate k?, 
Zeile 2 aus dem Quadrate (k—1)? 

*) Euler hat die Formel: 

" n+2 
E(w) +2E(0—1) +220 —2) + Bin—s) =( ) 
3,0 3,0 3,0 3,0 2 


Die Verallgemeinerung derselben wird: 
A=k 
A=0 ’ 
worin die Coefficienten c durch 
i=k—-1 
c = ¢ 
Gn, ik ARI 
bestimmt sind. 
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mit einem Punkte (Null)*) versehen in dieselbe Zeile, aber um eine 
Colonne weiter nach rechts geriickt, zufiigt, also: 





z= 1 2 3 4 5 6 e wes 


























ay] k=l 
(1) 
hand Beispiel: 
= k= 5; s=3;0—2, 
. (1) (2)(1) bedeutet; 
(1) k= 3 (2)(@+1)4+(1)y—h+s 
(3) 2.3+1.2—8 
- (1) 
(2.)(1)(1) lated 
(1)(2) 
(4) 
oe (1.) 
(1)@.) (1) 
3} (2)(1) )(2) .benS, 
4} (1)(8) 
5 | (5) 











so enthalt die s'* Zeile jedes Quadrates lauter Felder, welche die Zer- 
legungen von 

s=a+bh+---=—=(a)(b)...™) 
anfangs in defecter, spiiter in abundirender Zahl angeben. 


*) Der Punkt wird demnach bei der Erhéhung zur 1. 
**) Die Bezeichnung in ( ) statt der Pluszeichen ist, wie sich im Folgenden 
zeigt, symbolisch; enthilt das Feld (s, «) die Complexionen: 





(a)(b)... 
(c) (db)... J’ 











so gelten 


ae+hB+---=ca+od+---=k+8; 
Ist a >6>-:-->1, 80 sta=mx+1, 
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Die Anzahl dieser Zerlegungen (Complexionen) wird fiir das Feld 
(s, x) des Quadrates k*, nach der fiir die Zahlen A gegebenen Definition 


=A (k+ 1— (s+). Die Summe der Anzablen in einer Zeile isi 


s—l,z 


E(k—s) und die Anzahl aller Zerlegungen im Quadrate k? giebt die 
3,0 * 


Permanenzzahl E(k) im engeren Sinne, mithin: 
0 


h=s 


h—1 

a) > > Scyse (n—1 (+=) = BQ). 
$+-m=k—1 ; n+-2—1=m; h=0 one ae 

Der Bau jedes Quadrates ist insofern symmetrisch, als die Anzahlen 

in den Feldern der s‘ Zeile mit denen in der x‘ Colonne fiir z=—s 

iibereinstimmen. Es muss daher auch 


A (b+ 1—(s+2)) = A (k +1—(s+2)) 


sein, so viel wie 


A(n) = A(n) 


2—1,s+1 
d. i. ,,die Anzahl der Zerlegungen von m =n -+ x — 1 wu je x— 1 
aus den Zahlen 1, 2, ...(s-+-1) ist gleich der Anzahl der Zerlegungen 
von n-+ s zu je s aus den Zahlen 1, 2,... 2. 
Nach diesen Bemerkungen iiber die Zahlen A(m) geben wir die 
Beweise fiir die Siitze (14) und (17). 7 
Be weis*) zu (14). Weil fiir ein um 1 kleineres z, das y heissen 
mag, nach der Definition die Gleichung: 


*) Es ist wohl anzunehmen, dass sich dieser Beweis auch auf analytischem 
Wege fiihren lassen michte. Denn umgekehrt, kiénnen einige in Bachmann’s 
Zahlenlehre 2'* Abschnitt, angefiihrten Sitze mit Hiilfe obiger Formeln und durch 
unmittelbare dem Gebiete selbst angehérende Griinde dargethan werden, so Satz 
pag. 24; 25 daselbst wie wir sahen; ferner die Siitze pag. 21. Es sei 

e+B+y+---+8 


eine der f Darstellungen von m aus h verschiedenen Summanden und 


ae<cpocy<::-<e, 

(a@—1) + @—2)+ (¥—3) +--+» +(e—) 
di h(h+1) 
ie entsprechende der » Darstellungen von m — — 


so ist 


zu je 1 und zuje 2... 


und zu je h (denn es képnen auch eine oder mehrere der Differenzen = Null, 
aber nicht negativ werden) und, da die Entsprechung eine eindeutige ist, muss 


f= sein und nach (17) auch = y, wenn w die Anzahl der Darstellungen von 
m — a aus Summanden 1,2...h. Ferner: ,,eine Zahl m lasst sich ebenso 


oft aus h verschiedenen Summanden zusammensetzen, wie die Zahl m — A@—1) 


aus gleichen oder verschiedenen zu je h“, denn es sei wiederum 








——————— 

















~2— 








Zerlegungen einer Zahl in Summanden, II. 293 





Sm z, (n —h(y+">)) 
-S- 1p B (n—a(y +1444) 
k=s—1 


+>) (-0 EB (n—@++5) 


gilt, so kann durch Hiniiberschaffen der 2, auf die andere Seite, die 
linke Seite von (14), namlich: 
h=s 


Za (—1p E (n —h(2+"> ‘)) 


h=0 is 





als 
A= 


> (-1) E (n—a(yt"5)) 
4=0 s—h,h ad 
k=s—1 k 
_1 BE ( =e nat! 
+2! Cares ‘lie k(t +3 ) 

fiir « = y-+ 1 aufgefasst werden. 

Gilt also der Satz (14) bereits fiir s— 1, so haben wir die Be- 
dingung » — y > (s—1)(~—1) fiir das Verschwinden der Summe 2. 


Die Summe: 
h=s 
h-1 
2-8 E (nyt =) 


ist =O fiir » > s(y—1), wihrend sich aus der vorhergehenden 
ae e+B+yto+---+8 


eine der f Darstellungen von m zu je h, wo 


ecobBCycecee-<e 


(—0) + (B—1) + (y—2) + (@—3) +--+ (e—G—1)) 


M—) au je bh. Die Ente 
sprechung ist eindeutig, also ist f= ,; Der Satz kann auf diesem Wege ver- 
allgemeinert werden. ,,Eine Zahl m= eh mod @ (also einer arithmetischen Reihe 
mit der Differenz d angebérend), liisst sich ebenso oft aus h stets von einander 
verschiedenen positiven Zahlen der Linearform o + da darstellen, als die Zaki 
m — he—1) —*4— = aus h Zahlen der Form 1+ da itiberhaupt und auch 


ebenso oft als die Zahl 1+ a—25 —-&-)e=») aus je h der natiirlichen 


sei, so ist 


die entsprechende der g, Darstellungen von m— 








Zahblenreihe.“* Analog kann auch Satz (3) bewiesen werden, indem die Zerlegungen 
w,B,...0,0... und 14a, 1+ 6,...1,1 sich eindeutig entsprechen, etc. 
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Bedingung n > y + (s—1)(x—1) das ist n > s(~—1) ergiebt. Da 
uun s(~—1) > s(y—1), so wird fiir m > s(a—1) schliesslich auch 


h=s 
> (- Ip E (n —h(a+ A) =0 
_ s—h, ? 

sein. — _ 


Es muss aber noch gezeigt werden, dass (14) auch fiir x = 0 
gilt, dass also 


(19) (s>0), E(n) — E(n) + E(n—1) — E(n—3) + E(n—6)---—0*) 
3,0 s—1,1 s—2,2 s—3,% s—4, 
ist, Die linke Seite wird: 


B(a—s-+ 1) — Be — s+ 1) + E(n —s + 1—1) 
s—1,0 s—2,1 s—3,2 


E(n—s) 7 a. ia acta Ie al 
— E(n—s) + E(n—s—1) — E(n—s—3) 
+ E(n—s—6) —--- 
‘ s—4,4 
+ E(n) — Ein) + Em —1) — E(n—3) 





oh E(n—6) ee 


Gilt nun der Satz (19) schon fiir kleinere Argumente »—s und 
m—s-+1 und fiir die niedere Ordnung s—1 bei ebensogrossem 
Argumente , so gilt er iiberhaupt. 


Dass er aber anfangs gilt, ist evident, denn E(n) ist Null ausser 
0,0 


fiir m = 0, wo es den Werth 1 hat, und E(m) — E(n—1) wird fiir 
1,0 0,1 
n= 0 den Werth 1, sonst 0 haben. 
Beweis zu (17). In die linke Seite von (17) fiihre man die A (n) 
ein und zerlege dieselben, so wird: a 


> A) +>) A(n—s) 


— | —1 
o—s—lam n—s+a2—2 ae 
=m—s—1 


erhalten; dass ist, wenn der Satz fiir kleinere Argumente derselben 
Ordnung und fiir die niedere Ordnung bereits besteht, 








*) Es gilt auch die Formel (wie oben fiir 2 = 0 bemerkt), 
(19’) 0 = E(n) — E(n) + E(n—1) — E(n—3) + E(n—6) —.-.., 
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 


sy 


denn durch Zerlegung nach der Definition heben sich alle Glieder identisch 
gegen einander fort, 
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E(m) + E(m—s—1) = E(m), 
3,0 s+1,0 s-++1,0 


was gezeigt werden sollte, 

In den bisher angegebenen Formeln (1) bis (19) kamen nur die 
Summen der EF vor. Ks liisst sich aber auch unschwer*) die Formel 
(20) beweisen, in welche auch Producte der E niederer und hdherer 
Ordnung eingehen. Die Formel lautet fiir 

8 (s — 1) 
ee ee 
und 
q =n — h(g—s) — 9 


bei fest gedachtem m,k und o 


(20) > B Soo E(p) Eg) — EF (m—k(e—2)). 


=0 A= 
Macht man @g geniigend gross, so kénnte man, weil dann rechts 0 
steht, E(m) ermitteln , einfacher jedoch mit (16’) und namentlich mit (6), 
k,0 


Was den Zusammenhang zwischen den G und E betrifft, so ist 
ein soleher zwar durch die Formel (16) [und (16’)] 


G(«+s, 2, 1)—G(s+a2, s+1, 1) 


n=o h=s 


=—> SJCMWE E (n ~h(e+*>)) 


n=0 A=0 


gegeben, doch lassen sich noch andere Beziehungen ableiten, was wir 
hier zum Schlusse andeuten wollen, zugleich mit Riicksicht auf die 
Frage nach einem independenten Bildungsgesetze der E. 

Rechnen wir eine Zerlegung 


Zraputatat s+ B+ P+PH = sHn, 
bei welcher a gleiche Summanden «, 6 gleiche 6... vorkommen, nur 
als nana , so werden wir die Anzahl der Zerlegungen unter der 


Form von Briichen erhalten; sie sei Fn). 


Es werden also, da alle Sule von 


sm a+bh+--> (a) (6): 


zu benutzen sind, in F'(m) héchstens E(s) Briiche sein, die Ganzen 
3,0 8,0 





*) Man ersetze in der dreifachen Summe die Summe 2, durch die A(n) 


(15) und beachte, wie die Differenz zweier horizontal benachbarten dio Anzahl 


der 1-freien Zerlegungen von m-+k giebt und wie analog die Anzahl 2, 8, ...@ 
freier Zerlegungen von m + k erhalten werden. 
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als Bruch mit dem Nenner (1) (1) (1)... mit eingerechnet. ,, Nun 
miissen die Zihler von F(n) zusammen E(n) ergeben, wiihrend gleich- 
3,0 3,0 
zeitig: 
s! F(n) = G(n+s, s, 1) 
s,0 


wird, unter (a), (6)... die Facultiten a!, b!,... verstanden.“ 
Beispiel: s=53. 


3a*°+3a+1 3a +1 
eee t+) - "Gee + +5") 





Es wird demnach: 


1-2.3F = S@tOGet® _ G6x+6, 3, 1) 
3,0 é 


und die Zahlersumme betrigt: 
32° + 62+ 3 = E(6z2+3) 
3,0 


d. h. ,,eine Zahl von der Form 6x + 6 lasst sich auf 3a? + 62+ 3 
Arten in 3 Summanden ohne Permutationen zerlegen.“ 
Beispiel: s=—4. 


= 9) — 122° + 32? 6x(3a-+1)—2 4x +1 3a +1, 
+ cl ~ (1) 0) 0) + (2)(1)(1) * (3) (1) + (2)(2) ” ) 
Mithin 


1.2.3.4 F(122+2) = G(122+6, 4,1) = (**;* " 
und die Summe der Ziahler 
= E(12%7+2) = 12a + 2127+ 12%+2 
4,0 
d. h. ,eine Zahl von der Form 12% + 6 kann auf 
1225 + 2147+ 12742 

Arten in 4 Summanden der natiirlichen Zahlenreihe zerlegt werden **), 

Setzt man in das Glied mit Nenner (1)(1) (1)(1), also in 124° +32” 
fiir «den Werth x + 1, so erhalt man -— dem in Note zu pag. 292 

h(h— 


bewiesenen Satze tiber m und m — eo ) auch 


E(2e +24 $5) = E(122+8) = E(12¢+1)=5, 


124° + 392? + 42x + 15; ete. 
Hat man r der E fiir die Ordnung s — 1 aufgestellt, so kann man 


s—1,0 


irgend ein EF fiir die folgende Ordnung s independent bis auf das freie 


*) Diese Formel ist umgekehrt aus den fiir sie geltenden Beziehungen 
ermittelt zu denken. 


+4) = 3 24 2(2_ 3 = =  — 
) E(n) 1223+ 8r.2 +2(c s(— 9) 5) + Et 5) 
fiir n= 12a—5-+r. 





| 
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Glied, das eine Permanenzzahl wird (18), stets durch den Summations- 
satz (6) ermitteln; so erhalt man z. B.: 


E(120x2) = 7200024 + 180002* + 15502? + 554+ 1. 
5,0 
Hiernach liasst sich 125 auf 91606 Arten in 5 Summanden der unatiir- 


lichen Zahlenreihe zerlegen, 1000 auf 11 835956777 Arten in 6 Sum- 
manden. 


Aus diesen Formeln erhellt, dass die independente Ausrechnung 
der E(u) in Bezug auf » modglich ist, aber bald fiir grésseres s sehr 


8,0 
complicirt wird*). Dies hat seinen Grund darin, dass die F nicht nur, 
3,0 
wie in Note zu p. 285, sondern noch in anderer Art (liickenhafte) figurirte 
Zahlen der (s—1)'*" Ordnung repriisentiren. Diese Liicken haben die 
Intervalle, zuerst 1; 2 resp. 2;1, dann 2, dann 2; 3 resp. 3; 2, 
dann 3 ete. 


So ist z. B. EF (15) = 
5 


84+7 +5+4 =+42+1 
+64+5 +4342 +46+4+44+3 +1 
+445 +41 46 334615808 41 
4241 42 +1 

= 84, d. h. 20 lasst sich auf 84 Arten in 5 Summanden zerlegen. 
Wollte man jedoch die Formel H(120z) fiir « = 4 benutzen, was nicht 
zulissig, so wiirde man 844+ = erhalten. Will man die Formeln 
auch fiir negatives x gelten lassen (zum Unterschiede werde ein Strich 
gesetzt), so wird fiir nS or )) die Zahl E’ (—n)=(—1) 1 E(n— ser) 
und bei Satz 14) fallt die Bedingung fort. Dann ist auch E’(0) = 0. 

Lingen a. d. Ems, den 28. April 1895. ™ 


*) Schon Em) wird = 9000 2 + 750 ra! + 25 (x — >) x 
15 2-1 
$6(E-Brtge eo 


+[e-m Bee "t BaD) }4eC8+), 


21 
wo r aus n= 600 — +r zu entnehmen. Die Coefficienten hiingen mit den 


Bernoulli’schen Zahlen zusammen; i = V — 1. 














Ueber eine besondere Classe von Functionen 
einer reellen Veranderlichen. 


Von 


E. Strupy in Bonn. 


Herr C. Jordan hat behufs einer Anwendung auf Fourier’sche 
Reihen eine Classe von Functionen einer reellen Veriinderlichen de- 
finirt (Comptes Rendus de |’Académie des Sciences t. 92, 1881, p. 228), 
die er neuerdings ,,fonctions a variation bornée“ nennt, und die dadurch 
ausgezeichnet sind, dass sie sich als Differenzen zweier endlicher 
monotoner Functionen ausdriicken lassen (Cours d’Analyse, Paris 1893, 
t. I, Nr. 67—72). 

Wenn nun auch das niichste Ziel dieser Untersuchung in den 
Hintergrund treten muss, seit umfassendere Kriterien fiir die Dar- 
stellbarkeit einer Function durch die Fourier’sche Reihe bekannt ge- 
worden sind, so haben doch die genannten Functionen an sich Interesse, 
namentlich weil ibre Theorie die der sogenannten rectificirbaren Curven 
umfasst (Cours d’Analyse, Nr. 105—113). Auch Dini’s_ reducibel- 
oscillirende Functionen gehéren zu dieser Classe. 

Das Kennzeichen, das nach C. Jordan iiber die Zugehérigkeit 
einer vorgelegten Function zu den ,,fonctions 4 variation bornée“ ent- 
scheidet, und das ihm zugleich zur Definition dieser Functionen dient 
(Nr. 67), leidet nun, wie mir scheint, an einem Uebelstand. Es wird 
nimlich verlangt, die Ergebnisse einer unendlichen nicht abzihlbaren 
Menge von Grenziibergiingen abzuschiitzen, also eine Operation vor- 
vunehmen, die sich nicht allzu oft wirklich wird ausfiihren lassen. 
Aber auch abgesehen davon diirfte es wiinschenswerth sein, die De- 
finition des Herrn C. Jordan durch eine einfachere — iibrigens nahe- 
liegende — Formulirung zu ersetzen, und von dieser aus die Theorie 
der besprochenen Functionen in einigen Punkten noch etwas voll- 
stindiger zu entwickeln. 

Wie sich bei Ausfiihrung dieses Gedankens alsbald gezeigt hat, 
sind die anzustellenden Betrachtungen grossentheils nahe verwandt 
denen, die Scheeffer’s bekannter Untersuchung iiber die rectificir- 
baren Curven zu Grunde liegen (Acta Mathematica, Bd. V, 1885, 8. 49). 
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Die Voraussetzungen sind jedoch bei uns — in mehreren Richtungen — 
noch etwas allgemeiner. Wir werden einige der Scheeffer’schen Siitze 
noch erweitern (Nr. 5, 6, 11) und auf Grund des — bei Scheeffer und 
C. Jordan fehlenden — Theorems in Nr. 1 eine neue Form der noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Rectificirbarkeit 
einer Curve y = f(x) aufstellen (Nr. 10, I). 

Von den einzufiihrenden charakteristischen Zahien M, wu und v 
kommt die erste bereits bei C. Jordan vor. 


1) Wir denken uns das Intervall von =a bis x = b(a < b), 
in dem die zu betrachtende Function y = f(z) definirt sein soll, in 
bekannter Weise in eine endliche Zahl aneinander stossender Theil- 
intervalle 0; = 441 — %%(®41 > wr) zerlegt, und bezeichnen mit MM; 
und m; die obere und untere Schranke von y im Intervall 0;, unter 
Mitberiicksichtigung der Grenzen des Intervalls. A; sei das Zeichen fiir 
die Schwankung M; — m; von y im Intervalle 0;, 2A; bedeute die 
Summe der Schwankungen in allen Theilintervallen. Wir behaupten: 


Wenn bei irgend einer unendlichen Folge von Theilungen die Inter- 
valle 0; schliesslich alle wnendlich klein werden, und wenn die zu den 
einzelnen Gliedern der Folge gehirigen Schwankungssummen 2A, alle 
unterhalb einer endlichen Grisse liegen, so haben die stéimmtlichen 
Schwankungssummen eine obere Schranke M. 

Die Grenzwerthe oder Unbestimmtheitsgrenzen von X2A;,, die zu 
den verschiedenen Folgen der angegebenen Beschaffenheit gehdren, liegen 
dann zwischen M und einer unteren Schranke w, die der Ungleichung 
(1) 242M 
gentigt. 

Insbesondere sind immer solche Folgen von Theilungen vorhanden, 
fiir die lim ZA; existirt und den Werth wu oder den Werth M hat*), 
darunter auch solche Folgen, bei denen jede Theilung aus der voran- 


gehenden durch Zerlegung der in dieser vorkommenden Theilintervalle 
entsteht. 


Es sei 0, das allgemeine Intervall einer beliebig vorgelegten 
Theilung, und ZA, die zugehérige Schwankungssumme. Wir nehmen 
nun 0 kleimer als das kleinste der Intervalle 0; und wihlen in der 
vorausgesetzten Folge von Theilungen ein Glied der Art aus, dass alle 
0;< 0 werden. Es wird dann, wenn man beide Theilungen iiber- 
lagert, jedes Intervall 0; héchstens in zwei neue Intervalle 0;; zerlegt. 
Man hat also, je nachdem, entweder A; = Aji, oder 


*) Fiir die zwischen w und M gelegenen Werthe besteht ein ihniicher Satz 
im Allgemeinen nicht, 
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Ai < Ai + Ais < 24. 
Andrerseits ist 2A; < 2Aj;; also, wenn fiir alle Theilungen der Folge 
ZA; << G ist , 
ZA, < 2G, 
wie auch die Theilung (0;) beschaffen sein mége; mithin haben die 
Schwankungssummen eine obere Schranke M< 2G. 

Jede Folge von Summen 2A,, die einer Folge von Theilungen 
mit schliesslich unendlich klein werdenden Intervallen entspricht, hat 
nun nothwendig entweder einen bestimmten Grenzwerth 4, oder eine 
untere Unbestimmtheitsgrenze 2 und eine obere Unbestimmtheitsgrenze 
A; und alle Gréssen 4 haben eine untere Schranke uw. Es wird also 


fiir jeden noch so kleinen Werth der positiven Grésse 6 eine Folge von 
Theilungen vorhanden sein, fiir die 


wsicute 


ausfallt; und in dieser Folge wird es Theilungen mit beliebig kleinen 
Intervallen geben, fiir die auch 


DA; < u Le 6 
ist. Mithin wird fiir jede beliebige Art der Theilung des Intervalls a... 0 
ZA, < 2(u + 6); 
und da dieses fiir jeden positiven Werth von o richtig ist, 
ZA, < 2u, 
und also auch M< 2u. 
Hiermit ist der erste und zweite Theil unseres Satzes bewiesen. 


Den Beweis der letzten Behauptung verschieben wir bis zur Entwick- 
lung weiterer Hiilfsmittel (Nr. 4). 


2) Durch den nachgewiesenen Satz wird aus der Gesammtheit 
der Functionen y = /(x) einer reellen Verinderlichen eine besondere 
Classe hervorgehoben. Da diese sich als mit den ,,fonctions 4 varia- 
tion bornée“‘ des Herrn C. Jordan identisch erweisen, wollen auch wir 
sie ,,Functionen mit beschriinkter Schwankung“ nennen; wiewohl wir 
uns nicht verhehlen, dass der Ausdruck nicht ganz sachgemiiss ist, 
und zu dem Missverstindniss Anlass geben kann, als seien iiberhaupt 
nicht unendlich werdende Functionen gemeint. 

Die Functionen mit beschrinkter Schwankung haben keine Singu- 
laritaten zweiter Art, d.h. es existiren immer die Grenewerthe f(x-+-0) 
und f(a — 0) — an den Stellen a und b natiirlich nur f(a +0) und 
/(6 — 0). In der That fiihrt die Annahme von endlichen Oscillationen 
in der Nahe auch nur eines Punktes sofort zu der Folgerung, dass 
beim Uebergang zu unendlich kleinen Intervallen alle Gréssen 2A; 
liber jede Grenze wachsen. 
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Es sind also héchstens einfache Spriinge vorhanden, und tiberdies 

sind die Summen der rechtsseitigen und linksseitigen Spriinge 
2|/(@+0)—-f(x)|, =|f@—-—%) —F(2)| 

endlich. Hieraus folgt, erstens, dass f(x) integrabel ist, zweitens, dass 

die Sprungstellen eine (auf die Mannigfaltigkeit der ganzen Zahlen) 

abzihlbare Menge bilden.*) 

Reihen von der Form L¢,/,(x) liefern zahlreiche Beispiele hierher 
gehoriger Functionen, darunter solche, die in keinem noch so kleinen 
Intervall nur zunehmen oder nur abnehmen. Setzt man voraus, dass 
2c, eine convergente Reihe positiver Gréssen ist, dass /,(x) selbst 
eine beschriiukte Schwankung hat, und dass endlich M, und | /,({2) | 
unter einer von m (und zw) unabhingigen Schrauke liegen, so wird 
offenbar Ye, /,(#) wieder eine Function von beschriinkter Schwankung. 


3) Unter den Functionen mit beschriinkter Schwankung haben 
die ein besonderes Interesse, bei denen die beiden Schranken w und 
M zusammenfallen, wie es z. B, bei den stetigen Functionen, soweit 
sie tiberhaupt hierher gehéren, der Fall sein muss. 

Um die fragliche Functionsclasse einfach zu charakterisiren, fiihren 
wir hier bereits den Begriff des ,,diusseren Sprunges“ der Function f(z) 
an einer Stelle «ein. Wir verstehen darunter, wenn a < x < b, die 
kleinere der beiden Differenzen 


[/(@) —S(@+%)|, |7@)—S@—9%)I, 
sofern niimlich f(a”) ausserhalb des Intervalls /(a@—0).../(a +0) 
liegt. Wir kénnen dann sagen: 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass bei einer 
Function f(x) mit beschrdnkter Schwankung alle Summen YA; bei fort- 
geselzter Verkleinerung der Intervalle 0; einem und demselben Grenz- 
werth M zustreben, besteht darin, dass keine dusseren Spriinge vor- 
kommen. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Convergenz der Schwankungs- 
summen iiberdies gleichmissig; d. h., man kann einen beliebigen Grad 
der Anniherung an M crreichen lediglich dadurch, dass man die Breite 
der Theilintervalle 0; unter einer passend gewihlten Schranke 0 hiilt. 


Dass die angegebene Bedingung nothwendig ist, leuchtet ohne 
Weiteres ein. Dass sie auch hinreichend ist, erkennen wir durch die 
folgende Ueberlegung. 

*) Dass die Unstetigkeitsstellen einer integrabelen Function im Allgemeinen 
die Michtigkeit des Linear-Continnums haben, folgt aus der Thatsache, dass es 
perfecte Mengen vom Inhalte Nuil gibt. Wegen dieser Punktmengen vgl. Harnack , 
Math. Ann. Bd. 19, 8S. 239, Cantor, Ann, 21, 8. 590; 23, S. 453u ff. ($ 16 und § 19), 
Acta Math. Bd. 4, S. 386, Harnack, Ann. 24, 8. 225 u. ff. 
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Betrachten wir zuerst zwei in einem bestimmten Punkt z an 
einanderstossende Intervalle —0,...% und z...%+0,; 0,,=0, +0, 
sei die Breite des Intervalls von « — 0, bis + 0,. Dann kénnen 
wir immer 6, + 0, so klein wihlen, dass die entsprechende Differenz 
A, + A, — 4, einen beliébig kleinen Werth erhilt. In der That 
haben wir, wenn f(x) tm Inneren oder an der Grenze des Intervalls 


f(a — 0)... f(a + 0) liegt, 
A, =: {/@) —/se@—%} +4, 
A, =2-{f@+0—/@) }+e,, 
Ay, = &- {/(@ + 9) — S(@ — 0)} + Gp, 


we die Gréssen 6,, 6, und 6,, zugleich mit 0,, gegen Null convergiren, 
und wo é die positive oder negative Kinheit bedeutet, je nachdem 
(a + 0) —/f(« — 0) positiv oder negativ ausfallt; es wird also 

A, + A, — Ay, = 6, + 6 — 6, 
zugleich mit 0,, unendlich klein. 

Wir betrachten nun, unter der hervorgehobenen Voraussetzung, 
eine Folge in einander eingeschalteter Theilungen mit schliesslich un- 
endlich klein werdenden Intervallen, Die zugehdrige Folge von 
Schwankungssummen wird dann nothwendig einen bestimmten Grenz- 
werth lim YA; = G haben. Wir behaupten, dass G identisch ist mit 
der oberen Schranke M der Schwankungssummen. 

In der That miisste es, wenn dies nicht richtig wire, eine Theilung 
der Strecke b — a in sagen wir n Intervalle 6, geben, der Art, dass 
die zugehérige Summe 2A, einen grésseren Werth als G, etwa den 
Werth G + a@ hatte. Ueberlagern wir nun jede Theilung unserer Folge 
mit der Theilung (0,), so entsteht eine neue Folge von Theilungen 
(d;;); und wir diirfen voraussetzen, dass dabei jedes Intervall 0; in 
héchstens zwei neue Intervalle 0;; zerfallt (Nr. 1). Wir haben dann 


ZAi, —_ DA; = 2 (di +. An == A), 


wo die Summe rechts sich nur auf die Intervalle 0; bezieht, die in 
zwei Theilintervalle 0;; zerlegt sind. Nun ist 


ZAg> 2A, > G+a, und FA; <G; 

also hat die Differenz links in obiger Gleichung einen endlichen Werth 
>a; die Summe rechts aber, die héchstens » — 1 Glieder enthiilt, 
kénnen wir, wie wir gesehen haben, so klein machen als wir wollen. 
Dies ist ein Widerspruch; wir miissen also annehmen, dass G = M. 

Um nun zu zeigen, dass simmtliche Schwankungssummen gegen 
den Werth M convergiren, und zwar gleichmissig, suchen wir zu- 
niichst irgend eine Theilung (0,) des Intervalls a... auf, bei der 
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ZA, >M ~>s wird, unter 6 eine beliebig kleine positive Zahl ver- 


standen. Hierauf grenzen wir zu beiden Seiten eines jeden Theil- 
punktes « dieser Theilung Intervalle 6, und 6, von der gemeinsamen 
Breite 0, = 0, = 0 ab; und wir wihlen dieses 0 ersteus kleiner als 


hd ° - 1 VEZ . e s - 4 
die kleinste der Gréssen 3 Ox, zweitens so klein, dass die zugehdrige 


Summe 2(A, + A, — A,,) (s. oben), erstreckt tiber alle Theilpunkte z, 
<< ausfiillt, 


Betrachten wir nun irgend eine Theilung der Strecke b — a mit 
Intervallen 0;< 0, und iiberlagern wir diese Theilung mit der Theilung 
(0,), so entsteht eine neue Theilung (0;;); und wir haben 


Zhi; > ZA, >M—S, 


Zhi; — Zi <5, 
also 
(2) ; ZA; >M —o. 
Hier ist 6 beliebig, und die Intervalle 6; haben, wie gesagt, der ein- 
zigen Bedingung 0; <0 zu geniigen. 


4) Bei den unter 3) besprochenen Functionen hat es nunmehr 
einen Sinn, von einer bestimmten Gesammtschwankung zu reden; wiy 
verstehen unter der ,,Gesammtschwankung S? der Function f(x) im 
Intervalle a... b“ natiirlich die Grésse M, die gemeinsame obere 
Grenze aller Schwankungssummen. Aus unserem Beweise geht ohne 
Weiteres hervor, dass diese Grésse ihren Werth nicht findert, wenn 
man an allen Sprungstellen den Functionswerth f(z) uach Belieben 
innerhalb des Intervalls /(2 — 0)... /(@ + 0) versehiebt. 

Ferner ergiebt sich aus unseren Betrachtungen ein wichtiges auf 
den allgemeinen Fall der Functionen von beschrinkter Schwankung 
beziigliches Resutat: Die Differene M — w ist die Summe der dusseren 
Spriinge der Function f(x). Damit haben wir nun auch den Beweis 
der letzten Behauptung des Satzes in Nr. 1): Bei jeder Folge in ein- 
ander geschalteter Theilungen, bei der die Stellen mit dusseren 
Spriingen als Intervallgrenzen durchaus vermieden werden, wird 
lim YA;—=u; und bei jeder Folge in einander geschalteter Thei- 
lungen, in der, fiir jeden Werth der positiven Grésse 6, alle Stellen 
mit fiusseren Spriingen >o als Intervaligrenzen vorkommen, wird 
lim YA; = M. Vorausgesetzt ist natiirlich, dass die Intervalle schliess- 
lich unendlich klein werden. 

Wir erkennen ferner, dass unter der Voraussetzung az << y<2<b, 
mit leicht verstiindlicher Bezeichnung 


20* 
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(3) ME + Mj = MS, 

also insbesondere bei bestimmter Gesammtschwankung, 
(3b) Si+ 8, =S; 


ist, wahrend fiir die untere Schranke uw, wenn « <M, nur die Un- 
gleichung 


(4) Ue + Hy > We 
gilt. 

Man kann nach dem Gesagten aus jeder Function f(x) mit be- 
schrinkter Schwankung auf unendlich viele Arten eine andere Function 
p(x) ableiten, der eine bestimmte Gesammtschwankung zukommt, 
indem man niimlich den Functionswerth an den Sprungstellen zwischen 
a und b ndthigenfalls in geeigneter Weise abiindert. Unter diesen 
Functionen (x) befindet sich insbesondere eine, die im Inneren des 
Intervalls vorwiirts [riickwirts] stetig ist, also daselbst mit der Function 
f(a + 0) [/(@ — 0))} tibereinstimmt und eine, dig abgesehen von den 
Grenzen a und 6 iiberall der Bedingung 29 (x) = m(x+ 0) + p(a —0) 


geniigt, und daher im Inneren des Intervalls mit : {/(x+0)+/(«—0)} 
zusammen fillt. 


Alle diese Functionen haben zwischen a und b dieselbe Gesammt- 
schwankung 


(5) y=2u —M; 
und sie liefern zwischen beliebigen Grenzen dasselbe Integral, wie die 
Function /(z). 

Das Studium der Functionen /(zx) liisst sich also ohne Weiteres 
auf das Studium der einfacher beschaffenen Functionen g(a) zuriick- 
fiihren; aber auch diese Functionen lassen sich, wie wir unter 6) und 
7) sehen werden, noch durch einfachere Functionen ausdriicken. — 

In einem weiteren Sinne kénnte man iibrigens alle Functionen, 
bei denen iiberall die Grenzwerthe f(a + 0) und f(x — 0) existiren 
und keine iiusseren Spriinge vorkommen, ,,Functionen mit bestimmter 
Gesammtschwankung“ nennen. Unter diesen sind die hier betrachteten 
dadurch ausgezeichnet, dass sie eine endliche Gesammtschwankung 


haben. Wir werden von dieser Redewendung gelegentlich Gebrauch 
machen. 


5) Unter den Eigenschaften der Functionen mit beschrinkter 
Schwankung hatten wir die gefunden, dass iiberall bestimmte Grenz- 
werthe f(z + 0), f(z —0) vorhanden sind. Indem wir jetzt diese 
Eigengchaft an die Spitze stellen und geeignete weitere Beschriin- 
kungen hinzufiigen, gelangen wir dahin, die Stellung unserer Func- 
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tionen innerhalb allgemeinerer Functionenclassen noch in anderer Weise 
zu charakterisiren als bisher geschehen. 

Wir setzen also zundchst voraus, dass die Function f(x) nur ein- 
fache Spriinge hat. 

Dann folgt, dass die Spriinge, die absolut genommen grésser sind 
als eine gegebene Zahl, nur in endlicher Anzahl auftreten kénnen; 
denn andernfalls miisste mindestens eine Hiiufungsstelle der genannten 
Sprungstellen vorhanden sein, und fiir diese wiirde wenigstens einer 
der Grenzwerthe f(z + 0) nicht existiren. Also auch diese Functionen 
sind integrabel und haben Sprungstellen in abziihlbarer Menge. 

Wir schrinken nun die Function f(x) durch die weitere Forde- 
rung ein, dass ihre Spriinge im Innern eines jeden Theilintervalls 
x...y (a<a< y <b) eine bestimmie ,,algebraische Summe“ G2 haben 
sollen. Mit dieser Redewendung wollen wir sagen, dass fiir jedes 
Theilintervall die Summe aller Differenzen 

fE+%°—-fE—-9 @W<E<y), 
die absolut genommen >6 sind, einem bestimmten Grenzwerth ©! 
zustrebt, wenn 6 sich der Null niihert.*) 

Endlich wollen wir annehmen, dass bei Festhaltung eines End- 
punktes des Intervalls «...y die Grosse © eugleich mit der Intervall- 
breite |y — «| der Null zustrebt. 


Unter diesen Voraussetzungen (von denen keine entbehrlich ist) 
kénnen wir behaupten, dass die Function 


(6) ¥(2) = {= f(a +0) —f@+Si+f(2)—f(@—0) (@>a) 


=0 («=a), 


die die algebraische Summe aller Spriinge von f(z) zwischen a und x 
darstellt, dieselben Eigenschaften hat, die wir soeben der Function f(7) 
beigelegt haben, und dass sie tiberdies eben so unstetig wird, wie die 
Function f(x) selbst. In der That findet man sofort 


¥(« + 0) — ¥(e) =f(@ +) —f(@), 
(a — 0) — ¥(@) = f(e — 0) — f(a). 


Setzen wir also g(x) = /(x) — v(x), so wird g(x) eine stetige 
Function. 


Jede Function der beschriebenen Art lisst sich also in zwei ein- 
facher beschaffene Bestandtheile zerlegen, 


*) Wollte man eine ‘dhnliche Forderung fiir die einseitigen Spriinge 
f(a+0) —f(&), F(E)—F(E—0) stellen, so wiirde das eine weitere Einschrinkung 
der Function f(x) bedeuten, die durch die Natur unserer Untersuchung nicht 
gerechtfertigt ware. — Statt der Intervalle von a bis y geniigt es offenbar die 
Intervalle von a bis x zu betrachten. 
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(7) f(“) = p(x) + ¥(2), 

deren einer g(x) stetig ist, wihrend der andere w(x) die Eigenschaft 
hat, dass der Functionswerth an irgend einer Stelle x zugleich die alge- 
braische Summe aller Spriinge der Function von a bis x ist, 


v(x) = v(a + 0) — (a) + o(%) — o(e@ — 9) + 
(8) + lim DS, {v8 + 0) — ¥(6 — 0)} 


(ivE+0)—vE—N| >So, a<E<z). 


Wir bemerken noch, dass die dritte unserer Voraussetzungen die 
Annahme umfasst, dass die Summen der Spriinge von f(x) im Inneren 
der Intervalle x... y gleichmdssig gegen die Grenzen ©% convergiren, 
d. h., dass man fiir jedes 2 und y denselben Grad der Annaherung 
erreichen kann dadurch, dass man 6 hinreichend klein wiahlt. In 
der That folgt dann aus der Existenz der Grenzwerthe f(# + 0) und 
f(x — 0), dass 


(9) lim G2**—0, lim S3_,=—0. 
: A=0 h=0 
Als Beispiel betrachten wir, indem wir unter (x) das bekanute 


Riemann’sche Zeichen verstehen (Abhandlung iiber die trigonometrische 
Reihe Nr. (6)), die periodische Function 


, = — 4)! (9n—1y) 
fe) — FMD 0, 
1 
im Intervall von 0 bis 1. 


Die Sprungstellen dieser Function sind die rationalen Zahlen &, 
deren Nenner die Form 2" hat; und zwar wird 


E+ = (H+ o". +4. 


Die Summe aller Differenzen /(§ + 0) — f(E — 0) (@ < E<_y), 





die absolut gleich — ~ sind, unterscheidet sich von <a (y— 2) 
a n* 


um weniger als ; also die algebraische Summe aller Differenzen, 


gn? ne 
oe 
. 1 . hn yr +m ss 
die absolut < ——— sind, von ‘m -(y— #2) um weniger als 

= of" a? ; - (n + m)* Y ) 8 
oo 

1 " é ita 
> erm pe Da nun y — x hochstens gleich der Einheit ist, 
0 e \ 


und da die beiden letzten unendlichen Summen, wenn man durch 
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1 
gt —1ye 





passende Wahl von m die Grésse 6 = beliebig klein macht, 


y 
gegen Null convergiren, so folgt, dass die Summen >; {f(§+-0)—f(E—0) } 


(7< § <y) bei abnehmenden Werthen von 6 gleichmiissig gegen die 
Grenzen ©% convergiren. Es sind also alle Bedingungen unseres 
Satzes erfiillt. Ueberdies kénnen wir die stetige Function (x) von 
vorn herein angeben: Es wird 


E) (—1"-2 
o(e)— Sows, - 


1 


Ks ist vielleicht nicht tiberfliissig, auch noch durch ein Beispiel 
nachzuweisen, dass es Functionen giebt, fiir die die erste und zweite 
unserer Voraussetzungen erfiillt sind, nicht aber die dritte, und dass 
fiir diese der aufgestellte Satz illusorisch wird. 

Wir denken uns zu diesem Zweck auf der Strecke b — a eine 
unendliche Folge zunehmender Werthe § mit einem Hiaufungspunkt 
bei 6 definirt. Schreiben wir nun der Function f(2) vor, dass sie an 
jeder Stelle &; einen Sprung ausfiihren soll, der Art, dass f (§ +-0) — f(§ —0) 
der Reihe nach die Werthe 


1 1 1 
> 9? 2? >? 


1 1 ‘+t a 1 1 1 
is —~e? 3? 3? 3° 3? — 3? — 3? u. Ss. W. 
annimmt, und schalten wir zwischen diese Spriinge geeignete stetige 
Ziige so ein, dass lim f(#) =O wird; so geniigt diese Function unseren 
x=b 


Bedingungen in jedem Intervall a...2, so lange x < 0; sie geniigt aber 
der dritten Bedingung nicht mehr, wenn b Intervallgrenze wird. Bilden 
wir nun die Functionen g(x) und w(x), so erkennen wir, dass die 
Grenzwerthe »(b--0) und g(b—Q) nicht existiren, dass also g(x) 
bei « = b nicht mehr stetig ist. 


6) Zu den in Nr. 5) betrachteten Functionen gehdren insbesondere 
die Functionen mit beschrinkter Schwankung; denn bei diesen con- 
vergirt die Summe der Spriinge absolut, es convergiren also die Summen 


y 
> {f(E+0) — f(E—O)} gleichmiissig gegen ihre Grenzwerthe Gi. 
Ueberdies erkennen wir sofort die Richtigkeit des Satzes: 


Damit eine Function f(x) der unter 5) beschriebenen Art eine 
beschrinkte Schwankung habe, ist nothwendig und hinreichend, dass den 
Functionen (x) und (a) einzeln diese Eigenschaft zukommt. Ins- 
besondere wird dann die Function f(x) eine bestimmte Gesammtschwankung 
haben, wenn w(x) eine bestimmte Gesammtschwankung hat. 
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Dass w(x) eine beschrinkte Schwankung hat, neisst natiirlich nichts 
Anderes, als dass die Summe aller Spriinge von f(x) im Intervall 
von a bis b absolut convergirt.*) 


Ferner wird, wenn wir annehmen, dass f(x) eine beschrénkte 
Schwankung hat, 
(10) M=MP+MY, p= oP + oY 

(M? = u?), 

wo die verwendete Bezeichnung einer besonderen Erkliirung wohl nicht 
bedarf. , 

Zum Beweise betrachten wir statt der Function ~(x) zuniichst 
eine andere Function g;,(), die wie w(x), fiir 2 =a den Werth Null 
hat, im Uebrigen aber dadurch definirt sein soll, dass sie alle Spriinge 
von f(x) mitmacht, die absolut >t sind, und abgesehen von diesen 
Sprungstellen aus lauter Invariabilititsziigen besteht — ein Verhalten, 
das wir etwa durch die Bezeichnung 


¥e(2) = [f(a +0) — f(a) +> 178) — FE—O) le 


+> E+ — AO + [he+0) —f(@e (>a) 


andeuten mégen. Setzen wir dann noch 


aaa Px(x) = f(x) — vez), 

so wird sicher 
M=M"4+M, pau +a; 

und die Gesammtheit aller Spriinge von g,(x) wird identisch mit dem 

Inbegriff der Spriinge von f(x), die kleiner als t sind. 

Wiihlen wir jetzt t so, dass die Summe der absoluten Betrige 
aller Spriinge von f(z), die < t sind, den Betrag « nicht iibersteigt, 
so wird 

'Ve(x)— (z)|<e, — | pe(w) — H(z) | <e, 
d. h. die Gréssen g,(x) und y,(x) convergiren bei gegen Null ab- 
nehmenden Werthen von t gegen die Grenzen g(x) und (xz), und 
zwar gleichmdssig fiir alle Werthe von x. Gleichzeitig convergiren 


‘ ° wy YW. 
die monoton zunehmenden Functionen M'* und w* von t gegen ge- 
wisse Grenzen, die sich sofort als mit MY und uw identisch erweisen. 


Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass die Grenzwerthe lim M™ 
eR: Be! t=0 


*) Ein einfaches Kriterium fiir die Existenz einer endlichen Gesammt- 


schwankung der stetigen Function g(x) findet man unter 8), Nr. 3. Vergl, das 
Theorem III bei Scheefter. 
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und lim au’ der monoton abnehmenden Functionen M** und a beide 
t=0 


mit der Gesammtschwankung M? der stetigen Function p(x) zusam- 
menfallen, 

Nennen wir, ausgehend von einer beliebigen Theilung des Inter- 
valls a@...b, »; die Summe der absoluten Betrige aller Spriinge von 
r(x) im Theilintervall 6; (einschliesslich der Grenzen), so wird offenbar 

| Af — AP | < mi; 
also: 
| SAI — TAP | < Fn, <2; 
und statt dieser Ungleichung erhilt man beim Uebergang zu unend- 
lich kleinen Intervallen die beiden 


| M*— mM? | <2e, 
| ut = mM? <8, 
in denen der zu beweisende Satz enthalten ist. Es ist also 
(11) lim lim YA? = lim lim DAP (8;<8). — 
t=0 J=0 d=0 rtr=0 


Als Beispiel kinnen wir wieder die unter 5) besprochene Function 
betrachten, indem wir jetzt an Stelle der Bedingung a >O die 
engere @ > 1 treten lassen. Unter dieser Voraussetzung hat nimlich 
nicht nur g(a) eine endliche Gesammtschwankung, sondern auch (x) 


hat eine solche (-> +): 
n 


Aehnlich verhalten sich die Functionen 
> =>* : (na) 
f(#) sae n@ n (a a” 1), 


aus denen bei Uebergang zur Grenze a = 1 die bekannte Riemann’sche 
Function hervorgeht. 


7) Betrachten wir wieder eine endliche Theilung der Strecke b — a 
in auf einander folgende Intervalle 6; = 24:1 — 2;, und fihren wir 
die Bezeichnung ein 


(12) Di = | Yas — yi| = |F Gis) — Fs) |, 
so kénnen wir den Satz aussprechen: 


Ist f(x) eine Function mit beschriinkter Schwankung, so haben die 
Summen 2D; eine obere Schranke, und umgekehrt. Diese Schranke fillt 
zusammen mit der oberen Schranke M der Schwankungssummen. 

Ferner ist die untere Schranke der Unbestimmtheitsgrenzen und 
Grenzwerthe von 2 D;, die den verschiedenen Folgen von Theilungen 
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mit schliesslich unendlich klein werdenden JIntervallen entsprechen, 
identisch mit der bereits definirten Grosse 


(5) y= 2u—M. 
Wenn die Function f(x) imsbesondere eine bestimmte Gesammt- 


schwankung hat, so convergiren die Summen XD; gleichmiissig gegen 
den gemeinsamen Grenzwerth M. 


Um zuvérderst den Satz iiber Functionen mit bestimmter Gesammt- 
schwankung zu erhiirten, bemerken wir zuerst, dass das in Nr. 3 iiber 
die Differenz A, + A, — A,, Gesagte ohne Weiteres auf die ent- 
sprechende Differenz D, 4- D, — D,, tibertragen werden kann. 

Wir iiberlagern nun, wie in Nr.3, eine Theilung (0,), die der 
Bedingung 

M—5<2d,<M 


geniigt, mit einer beliebigen Theilung in Intervalle 6;< 0, und be- 
zeichnen die neu entstandene Theilung mit (0,;). Das zu benutzende 
6 wablen wir zunichst so klein, dass fiir alle Theilungen (0,) 


ZDiy— =D;<*< 


wird, was nach dem eben Bemerkten méglich ist. Kénnen wir nun 
iiberdies durch weitere Kinschrinkung von @ erreichen, dass 

= Dy; > ZA, 
wird, so folgt 


(13) M—o<2D,;<ZA;<M, 


fiir alle Theilungen mit Intervallen 0;< 6; und dies ist der zu be- 
weisende Satz. 

Die letzte Forderung lisst sich aber in der That erfiillen. Nennen wir 
nimlich Y, und y, die beiden Functionswerthe in den Grenzen des Inter- 
valls 0,, der Grésse nach geordnet, so wird wenn M,;— Yi=y,— m,=—0 
ist, unter allen Umstinden 2; D,; > A,; wenn aber wenigstens eine 
der Differenzen M,; — Y,, ys — mi, einen von Null verschiedenen 
Werth rt, hat, so wird man eine Grosse ¢, so bestimmen kénnen, dass 
jedesmal, wenn alle 0,;< &, sind, 2; D,; der Grésse My — m;, + ty 
beliebig nahe kommt, oder sie tibertrifft, also sicher > A; wird. 
Wahlt man demnach @ nicht grésser als die kleinste der Gréssen ¢;, 
so wird Dy; > ZA,. 

Auf den hiermit bewiesenen Satz lasst sich sodann das an die 
Spitze gestellte allgemeinere Theorem zuriickfiihren, Man bezeichne 
mit m(#) eine Function, die aus einer Function f(#) mit beschrinkter 
Schwankung dadurch entsteht, dass man alle fusseren Spriinge be- 
seitigt (Nr. 4), und mit 
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vy=2u—M=lim ZAP = lim [Df 


ihre Gesammtschwankung. Ferner sei hg die Summe der absoluten 
Werthe aller dusseren Spriinge von f(x), die > 6 sind, und f,(2) eine 
Function, die aus g(x) hervorgeht, wenn man diese Spriinge wieder 
einschaltet. Man erkennt dann ohne Weiteres, dass v und v + 2h, 
die untere und obere Schranke der Unbestimmtheitsgrenzen von 
Dj" sind. Da nun die Summe der jiusseren Spriinge absolut convergirt, 
so kann man zur Grenze 6 = 0 iibergehen; und da lim hg = M — uw 
(Nr. 4, 8. 303), so ergibt sich der zu beweisende Satz. Ueberdies sieht 


man, dass fiir alle Folgen von Theilungen mit schliesslich unendlich 
klein werdenden Intervallen, bei denen 


wird, 


lim 2A;—u oder lim SA;=M 
(14) 


lim 2D;=—v und lm2ZD,;—M 

ist. 

Hat endlich f(x) keine beschriinkte Schwankung, gibt es also 

keine obere Schranke fiir 2A;, so kann es auch keine obere Schranke 
fiir die Summen 2 Dj; geben. 


Hiermit ist der aufgestellte Satz in allen seinen Theilen bewiesen. 


8) Der unter 7) behandelte Satz lisst sich noch etwas anders 
wenden, derart, dass man ein brauchbares Kriterium fiir die Zugehorig- 
keit einer vorgelegten Function zu unserer Classe erhilt. Ein in vielen 
Fiillen brauchbares Kriterium ist zwar schon in unserer Definition 
dieser Functionen, in dem Satze der Nr. 1, enthalten. Dieser setzt 
indessen voraus, dass man wenigstens fiir eine Folge von Theilungen 
ein Mittel hat, die Schwankungen der Function in den zugehdrigen 
Intervallen abzuschitzen. In dem folgenden Kriterium tritt an Stelle 
dieser Annahme die andere, dass man die Sprungstellen kennt. 


Damit die (in einem bestimmten Intervall definirte) Function y = f (x) 
eine beschriinkte Schwankung hat, ist nothwendig und hinreichend, dass 

1) tiberall die Grenzwerthe f(a-+0) und f(a—) existiren, 

2) die Summe der dusseren Spriinge (diese absolut genommen) 
endlich ist, 

3) alle Summen 2 D; = Z| f(xi41) — f(ui)|, die eu einer Folge 
von Theilungen mit schliesslich unendlich klein werdenden Intervallen 
gehoren, unterhalb einer endlichen Grosse G bleiben. 


Bei den Functionen, die den Bedingungen 1) und 2) geniigen, ist 
nimlich die Méglichkeit véllig ausgeschlossen, dass die Summen 2 D; 
eine einzelne Unbestimmtheitsgrenze im Endlichen haben kénnten. 
Die Unbestimmtheitsgrenzen sind vielmehr, wie aus dem unter 7) 
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gefiihrten Beweise hervorgeht, entweder beide zugleich endlich, oder 
sie vereinigen sich in dem Werthe oo, 


9) Der in Nr. 7) bewiesene Satz zeigt, dass unsere ,,functionen 
mit beschriinkter Schwankung“ identisch sind mit den ,,fonctions a 
variation bornée“ des Herrn C. Jordan. Wir kénnen daher dessen 
Untersuchung nunmehr den Satz entnehmen: 


Es ist nicht nur (wie selbstverstindlich) die Summe einer monoton 
zunehmenden endlichen Function f,(x) und einer monoton abnehmenden 
endlichen Function {,(a) eine Function von beschrdnkter Schwankung, 
sondern es kann auch wumgekehrt jede Function f(x) von beschrénkter 
Schwankung in dieser Weise zerlegt werden (natiirlich auf wnendlich 
viele Arten). 

Insbesondere ist jede Function mit bestimmter Gesammtschwankung 
und jede stetige Function mit endlicher Gesammtschwankung die Summe 
zweier monotoner Functionen derselben Eigenschaft. 


Es ergibt sich dies unmittelbar aus den in Nr. 4) angestellten 
Betrachtungen. 


Beschriinken wir uns auf den allgemeinen Fall, und verstehen wir, 


wie in Nr. 4), unter Mz die obere Schranke der Schwankungssummen 
im Intervall von a bis z, so haben wir in den Formeln 


f(a) = 5 (f@) + Ma), 
(15) 


f(a) = 5 (F(#) — Mi) 
eine Zerlegung der verlangten Art. 

Natiirlich kénnen wir diesen Gedanken mit dem in Nr, 5) und 6) 
durchgefiihrten verbinden, und so die Function f(«) in vier Functionen 
von einfacheren EKigenschaften zerlegen. 

10) Das iiber die Summen Z D; Gesagte lisst sich mit geringen 


Aenderungen in den Siitzen und Beweisen auf die aihnlich gebildeten 
Summen 


2V0? + D? = SV Git— ai? + (yir— Hi) 
iibertragen. Ueberdies erkennen wir, dass beide Arten von Summen 
im Grenzfall gleichzeitig endlich oder unendlich bestimmt oder un- 


bestimmt sind. Von besonderem Interesse ist auch hier wieder der 


Fall, wie sich ein bestimmter endlicher Grenzwerth L, oder mit 
genauerer Bezeichnung 


(16) = lim >Vo2 + D? 
=0 


einstellt. Indem wir x und y= f(x) als rechtwinklige Coordinaten 
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in einer Ebene auffassen, nennen wir, mit Scheeffer, den genannten 
Grenzwerth vorliufig ,,die Liinge der Curve y = f(x)“, und wir sagen 
in diesem Falle, die ,,Curve“ sei rectificirbar. Die rectificirbaren 
Curven y = f(x) entsprechen demnach den Functionen f(x) von bestimmter 
Gesammtschwankung. 

Die nothweudigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Recti- 
ficirbarkeit einer Curve y = f(x) stellen sich uns also in doppelter 


Gestalt (I, II) dar: 


I. a) Die Schwankungssummen 2A; miissen bei einer Folge von 
Theilungen mit schliesslich unendlich klein werdenden Intervallen 
durehweg endlich bleiben (Nr. 1). 

b) Es diirfen keine tiusseren Spriiuge vorkommen (Nr. 3). — 


IT. a) Es miissen tiberall die Grenzwerthe /(2-+-0) , {(a—0) existiren. 

b) Es diirfen keine iiusseren Spriinge vorhanden sein. 

c) Bei einer Folge von Theilungen mit schliesslich unendlich klein 
werdenden Intervallen miissen die Summen  D; oder auch die Summen 
>? + D2 endlich bleiben (Nr. 8)*). — 

Die letzte Bedingung Ile) kann ersetzt werden durch zwei Be- 
dingungen: 

c,) Es muss die Summe der absoluten Werthe aller Spriinge 


SM —=|f(a+0)—f(a)|-+ > |f(e@+0) — fe—9)| + |f)-—fO—)}. 


eine endliche Grdésse sein. 

c,) Die in Nr. 5 definirte stetige Curve y = (x) muss eine end- 
liche Linge LY) haben (8. Ic). 

Es wird dann 


(16) L= Ly) + Sm), — 


Interessante Systeme von hinreichenden aber nicht nothwendigen 
Bedingungen findet der Leser in der erwithnten Abhandlung Scheeffers. 

Wegen weiterer Beispiele verweisen wir ebenfalls anf diese Arbeit, 
sowie auf eine Abhandlung von Haruack (Math. Ann. Bd. 24, 8. 225), 
worin eine besonders interessante monoton wachsende stetige Function 
ausfiihrlich besprochen wird. 


*) IL ist im Wesentlichen das Theorem II bei Scheeffer. Von den fiinf Be- 
dingungen, die dort aufgeziihlt werden, hat Scheeffer die dritte selbst noch als 
iiberfliissig erkannt; sie ist es aber nicht nur, weil sie in der zweiten, sondern 
auch, weil sie in der vierten enthalten ist; und die vierte ist selbst iiberfliissig, 
weil sie eine Folge der fiinften ist. Auch die Beschriinkung auf Folgen in einander 
eingeschalteter Theilungen ist nicht ndthig fiir die Geltung des Satzes, 

**) Dies ist Scheeffers Theorem III. 
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11) Der in der vorigen Nr. zur Anwendung gekommene Curven- 
begriff ist nicht ganz einwandsfrei. Es werden niimlich ohne Noth, 
d. h. ohne dass irgendwie eine gréssere Allgemeinkeit erreicht wiirde, 
zwei Kigenschaften aufgegeben, die man an den gewoéhnlich betrachteten 
,»,Curven“ vorfindet: der Zusammenhang und der Charakter des Inbegriffs 
der Curvenpunkte als einer perfecten Menge*). Man kann indessen 
diesen Einwand sofort beseitigen, wenn man an allen Sprungstellen 


von f(z) die von den Punkten («, f(z—0)) und («, f(e+ 0) begrenzte, 
geradlinige Strecke einschaltet und der ,,Curve“ hinzurechnet**), 
x und y werden dann, wie man leicht erkennt, beide stetige Func- 
tionen einer und derselben Grésse s = s(x), die an allen Stetigkeits- 
stellen von f(x) mit der Grosse Zz iibereinstimmt, und auf den Strecken 
f(e—0)---f(a-+0) ebenso wiichst wie |y — f(x—0)|. 

Die letzte Bemerkung zeigt den Weg, den man zu gehen hat, 
wenn man die Siitze der Nr. 10 auf beliebige Curven der Ebene oder 
oder des Raumes ausdehnen will. 

Wir nennen eine ganz im Endlichen euthaltene Menge von Punkten 
(a, y, 2) des Raumes dann ein ,,einfaches Curvenstiick“‘, wenn sich ihre 
Punkte den Punkten einer Strecke t=a...¢—b eindeutig-umkebrbar 
und stetig zuordnen lassen; und wir nennen ,,Sehnenpolygon schlecht- 
weg jedes zwischen den Endpunkten A (t=—a) und B(t=b) aus- 
gespaunte geradlinige Polygon, dessen Seiten eine endliche Zahl von 
auf einander folgenden (zu wachsenden Werthen von ¢ gehdrigen) 
Punkten P;, P;4, der Curve verbinden. Dann kénnen wir sagen: 


Wenn bei einer Folge von Sehnenpolygonen mit schliesslich unendlich 
klein werdenden Seiten, die zwischen den Endpunkten A und B eines 
einfachen Curvenstiicks ausgespannt sind, die Summe der Seitenliingen 
durchweg unterhalb einer endlichen Grésse bleibt, so convergirt diese 
Summe gegen einen bestimmten Grenzwerth, der zugleich die obere 
Schranke fiir den Umfang aller méglichen Sehnenpolygone ist. 

Gegen denselben Grenzwerth convergirt dann auch der Umfang des 
Sehnenpolygons, und zwar gleichmissig, in jeder anderen Folge der 
beschriebenen Art, 


Wir sagen in diesem Falle, das Curvenstiick sei _,,rectificirbar“, 
und bezeichnen, wenn P einen zwischen A und B gelegenen Curven- 
punkt bedeutet, die Grosse 


P 
ee lim >’ V (tiga — 28)? + (Yin —y? + (2:41 — 2)? 
A 


*) 8S. Cantor, Math, Annalen Bd, 21, S. 576, 590. 
**) Vel. Scheeffer. a. a, O. 5.51, Anmerkung. 
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als Bogenlinge des Curvenstiicks zwischen A und P. Wir kénnen dann 
noch hinzufiigen: 

Die Coordinaten x, y, 2 eines Punktes P, der ein rectificirbares 
einfaches Curvenstiick A...B durchliuft, sind stetige Functionen mit 
endlicher Gesammtschwankung sowohl des Parameters t als auch des 
Bogens s. 

Bemerkt sei noch, dass die Convergenz der Sehnenpolygone gegen 
den Grenzwerth L4 auch gleichmiissig ist in Bezug auf jede Lage des 
Punktes P zwischen A und B, sowie dass von den beiden Para- 
metern s und ¢ (s. oben) jeder eine stetige monoton wachsende Func- 
tion des anderen ist. 

Aus einer abzihlbaren Menge von rectificirbaren einfachen Curven- 
stiicken setzt sich schliesslich die allgemeinste ,, Raumcurve“ zusam- 
men, bei der tiberhaupt noch von einer Bogenliinge die Rede sein kann. 


12) Die Anwendung des Lingenbegriffs in solchen Fallen, in 
denen die Integraldarstellung des Bogens keinen Sinn hat, ist nicht 
unbestritten geblieben. Allerdings beziehen sich die erhobenen Ein- 
wiinde weniger auf den Kern der Sache, als auf die gewihlte Bezeich- 
nung, namlich auf die Ausdriicke ,,Curve“ und ,,Bogenliinge“; indessen 
ist die Terminologie, d. i. die Umgrenzung der Begriffe, durchaus 
nichts Gleichgiiltiges; und da noch ganz neuerdiugs ein hervorragender 
Mathematiker den erwiihnten Bedeuken Gewicht beigelegt hat, so mag 
es mir gestattet sein, vorzubringen, was meiner Meinung nach darauf 
zu erwidern ist. 

P. Dubois-Reymond hat Scheeffer gegeniiber hervorgehoben 
dass der Curvenbegritf, wie er in der Geometrie, der Mechanik und 
der Variationsrechnung heimisch und erforderlich sei, die Differentiir- 
barkeit voraussetze*), Dies ist gewiss theilweise richtig; man darf 
aber nicht iibersehen, dass wir einen allgemein annehmbaren Curven- 
begriff zur Zeit tiberhaupt nicht besitzen. Es haben sich vielmehr, 
verschiedenen Forschungsrichtungen entsprechend, verschiedene mehr 
oder weniger deutlich umschriebene Curvenbegriffe herausgebildet. So 
ist der Curvenbegriff der gewéhnlichen analytischen Geometrie, wo 
man z. B. auch von imaginaren Curven zu reden pflegt, sicher ein 
anderer, als der, der bei den sogenannten Raudwerthaufgaben zur 
Verwendung kommt, und dieser ist wieder verschieden von dem Begriff 
der Curve als eines Integrationswegs auf einer Riemann’schen Fliche. 
Gerade in dem letzten wichtigen Fall, wie wohl auch meist in der 


*) Acta Mathematica Bd.6, S. 167. Die gelegentlich vertretene Ansicht, 
dass zur ,,Curvet (wie tiberhaupt zur Geometrie) die sogenannte Anschaulichkeit 
gehére, hat Dubois-Reymond nicht geltend gemacht und ganz gewiss auch nicht 
getheilt. Ein so verschwommener Begriff gehért eben gar nicht in die Mathematik. 








316 E. Srupy. Functionen mit beschriinkter Schwankung. 


Analysis situs, spielt die Differentiirbarkeit gar keine Rolle*). Aber 
wenn auch solche Beispiele nicht schon vorhanden wiiren, so wiirden 
wir es doch nicht fiir zuliissig halten, unter Hinweis auf den derzeitigen 
Zustand der Wissenschaft der Freiheit der Begriffsbildung Schranken 
ziehen zu wollen, 

Noch weniger verstindlich ist uns Dubois-Reymond’s Kinwand 
gegen die erweiterte Anwendung des Begriffs der Bogenliinge. Es sei 
vonnothen zu zeigen, dass eine ,,Curve“ nicht auch zwei verschiedene 
»Liingen“ haben kénne, dass nicht bei anderen Anniherungsverfahren, 
zum Beispiel durch geeignet gekriimmte Kreisbogen, eine andere Linge 
herausgebracht werden kéune als bei Verwendung der Sehnenpolygoue. 

Die urspriingliche und zugleich die elementarste Definition der 
Bogenliinge ist doch jedenfalls auch in den gewodhnlichen Fiillen die 
durch das Sehnenpolygon, das ja (allerdings nicht ausschliesslich) 
bereits von Euclid zur Bestimmung des Kreisumfanges verwendet 
worden ist. Alle anderen Processe, die zu demselben Resultat fiihren, wie 


da? (“ dz 
fay Gzy + Gy + (ai) 
und die von Dubois-Reymond erwiihnten (die genauer zu definiren der 
verdiente Forscher leider unterlassen hat) haben Dem gegeniiber einen 
abgeleiteten Charakter. Sie stellen Siitze dar, die man beweisen muss, 
und die bei naiherer Priifung eine sehr verwickelte Beschaffenheit zeigen. 
Das Fortbestehen der Definition nun von dem Fortbestehen solcher 
aus ihr und anderen Forderungen gezogener Folgerungen abhiingig 
machen zu wollen, wiire unseres Erachtens geradezu ein logischer 
Fehler. Es ist als wollte man ein Dreieck dann ,,rechtwinklig“ nennen, 
wenn ein Winkel und die Summe der beiden anderen je einem Rechten 
gleich ist. 

Wir kénnen daher nicht umhin, die Anwendung des Liingenbegriffs 
auf Curven ohne Tangente fiir véllig gerechtfertigt zu halten; und wir 
miissen uns der von Scheeffer geiiusserten Ansicht anschliessen, dass 
die tiblich gewordene Definition des Bogens durch ein bestimmtes Inte- 
gral eine sachlich nicht zu begriindende Beschriinkung enthiilt. 

Bemerkt sei noch, dass Herr C. Jordan, dem die Scheeffer’sche 
Untersuchung offenbar entgangen ist, zu ganz derselben Auffassung 
der Bogenlainge gelangt ist, wie Scheeffer. 


Bonn, im April 1895. 


*) Pring ssheim, Sitzungsber. der k. Bayr. Ak, Bd. 25 (1895), S. 49. 




















Mathematische Theorie der Diffraction. 


(Mit oiner Tafel.) 
Von 


A. SomMERFELD in Gottingen. 


Die Theorie der Diffraction, wie sie von Fresnel begriindet und 
von Kirchhoff analytisch priicisirt ist, geniigt aus verschiedenen 
Griinden nicht den Anforderungen der mathematischen Strenge, Einige 
Kinwendungen dieser Art habe ich bereits friiher*) vorgebracht. Ihre 
relativ gute Uebereinstimmung mit der Erfahrung verdankt diese Theorie 
lediglich dem Umstande, dass die Wellenliinge des Lichtes eine sehr 
kleine Grésse ist. Fiir die Behandlung Hertz’scher Schwingungen und 
akustischer Wellen, deren Wellenlinge bedeutend grésser ist, muss sie 
sich als ganz unbrauchbar erweisen. Auch in der Optik giebt es Be- 
dingungen, unter denen die iiltere Beugungstheorie nicht mehr aus- 
reicht. Dem gegeniiber gebe ich hier eine mathematisch strenge Be- 
handlung, welche lediglich auf den durch die elektromaguetische Theorie 
sicher gestellten Differentialgleichungen und Grenzbedingungen fusst. 
Dabei aber muss ich mich auf die allereinfachsten Fille beschrinken, 
weil es von vornherein aussichtslos scheint, Probleme von so ausser- 
ordentlicher Complicirtheit, wie sie die gewéhnliche Optik zu behandeln 
vorgiebt, mathematisch befriedigend zu lésen. Auf eine Arbeit des 
Herrn Poincaré**), welche gleichfalls mit der iilteren Theorie bricht, 
komme ich spiiter zu sprechen. 


§ 1. 
Allgemeine Problemstellung. 


Wir betrachten einen optischen Zustand, wie er sich bei Anwesen- 
heit eines leuchtenden Punktes unter dem Kinfluss eines fremden 
Kérpers ausbildet. Die (elektrischen) Componenten des Lichtvectors 


*) Zur mathematischen Theorie der Beugungserscheinungen. Gdttinger 
Nachr. 1894. Nr. 4. 


**) Sur la polarisation par diffraction. Acta Math, Bd. 16. 
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bezeichnen wir mit X, Y, Z. Dann bestehen die Differential- 
gleichungen: 
ex 


me AX, AO RAY, ASF RAZ. 


at? ot 


Dazu kommt die sog. Incompressibilitatsbedingung: 
ox oY 0Z 
x + oy + os = 0. 


Die Abhingigkeit von ¢ kénnen wir ein fir allemal specialisiren. 
Wir nehmen an, der Zustand sei stationir periodisch und das Licht 
einfarbig. Die Periode der Lichtschwingung heisse t. Dann darf 
man X, Y, Z in der Form annehmen: 

int dint dint 


X=MRe(e* =), Y—=MRe(e* H), Z—Rele * Z). 


wo =, H, Z von ¢ unabhiingige Functionen der riiumlichen Coordi- 
naten sind, welche den Gleichungen geniigen: 


A=+R==0, AH+RPH=0, AZ+FZ=—0, 
d= oH ez ) 
ae + ay + oe” 
Die hier eingefiihrte Constante k ist gleich =. Man nennt 7 die 
Wellenlinge des Lichts. 

Um weitere einfache Bedingungen fiir =, H, Z zu bekommen, 
nehmen wir an, der fremde Kérper sei ein ebener, unendlich diinner, 
undurchsichtiger Schirm. Die Ebene des Schirmes sei die x, z-Ebene. 
Wir bezeichnen den Schirm mit S, seine Randcurve mit C. Unter 
Undurchsichtigkeit verstehen wir, dass das Material des Schirmes ein 
vollkommener Leiter fiir die Elektricitét sei. Alsdann ergiebt die 
Lichttheorie, dass die in die Ebene des Schirmes fallenden (elektrischen) 
Componenten in Punkten des Schirmes verschwinden, dass also auf 
S:==0, Z=0. Weiter werden wir verlangen, dass der Lichtvector 
iiberall endlich sei, ausser in dem leuchtenden Punkte P. Wir wollen 


einen leuchtenden Punkt einfachster Art voraussetzen, nimlich anneh- 
men, dass in P die Componenten des Lichtes unendlich werden, wie 


das Newton’sche Potential - fir =O. Wir nennen dann P einen 


einfachen Pol. Dazu kommt noch eine auf das Unendliche beziigliche 
Forderung. 


Die Bedingungen fiir Z sind daher folgende: 
a) AZ+#?Z=—0 im ganzen Raume. 

b) Z=oo wie * in P, sonst iiberall endlich. 
c)Z=0 in SV. 
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Analoge Bedingungen bestehen fiir =. Die dritte Componente H 
ist durch die Incompressibilitétsbedingung mitbestimmt. 

Eine so einfache Grenzbedingung, wie die vorliegende (c) wird 
man nach dem Symmetrieprincipe zu befriedigen versuchen; man wird 
also den leuchtenden Punkt in Bezug anf die Ebene von S spiegeln. 
Dadurch wiirde eine zweite Unendlichkeitsstelle von Z in dem Spiegel- 
punkte P’ entstehen. Die Bedingung b) untersagt uns aber, eine 
solche irgendwo im Raume zu schaffen. 

In dem gewothnlichen Raume ist fiir den Spiegelungsprocess kein 
Platz. Wir construiren daher einen doppelt iiberdeckten Raum, in welchem 
er moglich wird. 

Einen solchen Riemann’schen Doppelraum erzeugen wir uns auf 
folgende Weise. Wir denken uns den gewdhnlichen Raum in zwei 
Exemplaren angefertigt, welche wir beide lings der Fliche von S 
aufschneiden und wechselweise an einander fiigen. Die Randcurve C 
bildet fiir diesen Doppelraum eine Verzweigungslinie. 

Wir betrachten nun eine Function u, welche in dem Doppelraume 
eindeutig ist, der Differentialgleichung Aw + k?u =O geniigt und in 
dem einen Punkte P des Doppelraumes einen einfachen Pol besitzt. 
(An der entsprechenden Stelle P in dem anderen Exemplare des 
Raumes soll sie endlich bleiben). Die Function w ist durch die Be- 
schaffenheit des Doppelraumes und durch die Lage ihres Poles be- 
stimmt, wenn man noch eine auf das Unendliche sich beziehende Be- 
dingung hinzufiigt. Um die Abhangigkeit von der Lage ihres Poles 
anzudeuten, mégen wir sie als u(P) schreiben. 

Wir construiren nun den Spiegelpunkt P’ von P in Bezug auf 
die Ebene von S; derselbe fallt jetzt in das zweite Exemplar des 
Raumes, wenn P in dem ersten liegt. Bilden wir die Differenz 

v=u(P)—u(P’), 

so geniigt diese den fiir Z gestellten Bedingungen; denn sie wird nur 
an der einen Stelle P des physikalischen Raumes unendlich und sie 
verschwindet in S aus Symmetrieriicksichten. Mithin giebt uns die 
zweiwerthige Function v eine Lésung unseres Beugungsproblemes, Man 
bemerke tibrigens, dass v nicht auch gleichzeitig in den ausserhalb C 
gelegenen Punkten der Schirmebene verschwindet. Denn es liegen 
nur die Punkte innerhalb C symmetrisch zu P und P’. 

Dass wir hier von einem Doppelraume sprechen, bedeutet, abstract 
zu reden, nichts Anderes, als dass wir die Function iiber das Gebiet, 
in dem sie einen physikalischen Sinn hat, hinaus analytisch fortsetzen 
und dass wir den physikalischen Zweig der Function und seine analy- 
tische Fortsetzung gleichzeitig betrachten. 

Mathematisch interessanter wird das Problem noch, wenn wir es 
weiter specialisiren. Wir wollen nimlich nur solche Zustiinde betrachten, 

21* 
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welche von einer Coordinate (2) unabhiingig sind. Wir miissen dann 
auch dem Schirm eine nach der z-Richtung symmetrische Gestalt 
geben, d. h. seine Begrenzungscurve C in Geraden ausziehen, welche 
der g-Axe parallel laufen. Ebenso miissen wir statt des leuchtenden 
Punktes eine der 2-Axe parallele leuchtende Linie annehmen. Der 
Riemann’sche Raum reducirt sich dann auf eine Riemann’sche Fliche, 
von der Verzweigungscurve C kommen nur ihre Schnittpunkte mit der 
x, y-Ebene in Betracht, welche gewoknliche Verzweigungspunkte werden, 
von der leuchtenden Linie nur der in der x, y-Ebene enthaltene Punkt. 
Fiir diesen werden wir ein Unendlichwerden von der Ordnung des zwei- 


dimensionalen Potentials log = vorzuschreiben haben. Die Differential- 
gleichung lautet nunmehr: 


oh 
Oat oo 7 a k?u = 0. 
Die exakte Lésung des so specialisirten Beugungsproblemes fiihrt 
also auf die Aufgabe: diese wohlbekannte Differentialgleichung auf 
Riemann’schen Fliichen zu integriren. 


Bei dieser Fragestellung wird man unwillkiirlich an die Theorie 


der complexen algebraischen Functionen erinnert, welche ja fiir den 


speciellen Fall k=O sich in die gesuchten Functionen einordnen 
wiirden. Kénnen die Methoden, welche zur Aufstellung der alge- 
braischen Functionen fiihren, auf unsern Fall iibertragen werden? 
Direkt geht das jedenfalls nicht. 

Bei der Gleichung Aw —0O kann man bekanntlich die Bildung 
verzweigter Functionen auf die der eindeutigen zuriickfiihren, indem 
man statt der reellen Function w die complexe u-+iv=—w _ be- 
trachtet und die symmetrischen Functionen der Werthe von w in 
tibereinanderliegenden Punkten der Riemann’schen Flache bildet. 
Diese symmetrischen Functionen werden natiirlich in der schlichten 
Ebene eindeutig und geniigen tiberdies wieder der Gleichung Au =O. 
Sie kénnen daher als bekannt angesehen werden. Die Berechnung 
von « hingt dann nur noch von der Lisung einer algebraischen Glei- 
chung ab. 

Bei unserer Differentialgleichung fehlt uns zuniichst der Begriff 
der conjugirten Function. Die symmetrischen Functionen der Werthe 
Uy, Uy, .+. U_ Von w in iibereinander liegenden Punkten der Riemann- 
schen Fliache sind natiirlich auch hier in der einfachen Ebene ein- 
deutig; aber sie sind nicht mehr Lésungen derselben Differentialglei- 
chung. Das trifft vielmehr nur bei der symmetrischen Function ersten 
Grades u,+u,+ +++, zu. Diese kann in der Folge stets als be- 
kannt angesehen werden; sie ist nimlich gleich der Lisung des ent- 
sprechenden Problems in der schlichten Ebene. 
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Dennoch ist die Analogie mit den algebraischen Functionen auch 
hier sehr niitzlich. Wir werden niaimlich einen Weg kennen lernen, 
auf welchem man aus einer Lésung der Differentialgleichung Au = 0 
mit gewissen Kigenschaften geradezu eine Lésung von Au +k?u =—0 
mit ahnlichen Kigenschaften herstellt. 

Eine weitere Schwierigkeit bildet das Verhalten wnserer Functionen 
im Unendlichen. Hier wird jede Lésung unserer Differentialgleichung 
wesentlich singuldir. Es geht daher nicht an, zu verlangen, dass unsere 
Functionen auf der ganzen Riemann’schen Fliiche mit Einschluss des 
Unendlich-Fernen stetig sind und der Differentialgleichung Gentige 
leisten. Vielmehr miissen wir uns die Ebene (bez. die Riemann’sche 
Fliche) durch einen Kreis mit sehr grossem Radius begrenzt denken 
und fiir Punkte dieses Kreises Randwerthe vorschreibeu. Diese kénnen 
vom theoretischen Standpunkte aus willkiirlich angenommen werden. 
Wollen wir aber zu physikalisch brauchbaren Functionen kommen, so 
werden wir ganz bestimmte Randwerthe wihlen miissen, welche sich 
aus der physikalischen Betrachtung ergeben. 


§ 2. 
Entwickelungen nach Bessel’schen Functionen. 


Bevor wir zur Aufstellung specieller verzweigter Functionen 
schreiten, wollen wir einige allgemeine EHigenschaften der Lésungen 
unserer Differentialgleichung ableiten. Es soll sich um diejenigen 
Reihenentwickelungen*) handeln, welche den Potenzreihen der Potential- 
theorie entsprechen. 

1, Es sei w eine irgendwie bekannte Lésung der Differential- 
gleichung Au-+k*u =0, welche in der Umgebung des Punktes 
xz =0, y=O eindeutig und stetig ist. Wir beschreiben um diesen 
Punkt einen Kreis mit dem Radius R, so dass im Innern und auf dem 
Rande desselben die Function denselben Charakter hat. Die Werthe 
von uw auf diesem Kreise entwickeln wir in eine Fourier’sche Reihe mit 


dem Argumente » = artg ¥ was immer méglich ist, weil die stetigen 


Lésungen unserer Differentialgleichung nothwendig analytische Func- 
tionen sind**). Es ergebe sich: 


u= P A, cos my + B,, sin mp. 


Wir setzen diese Reihe in das Innere des Kreises R so fort, dass sie 
gliedweise der in Polarcoordinaten transformirten Gleichung Au--k? u=0 
*) Diese Reihen sind nach ihrer formalen Seite bereits in dem mehrfach zu 
citirenden Buche von F. Pockels: Ueber die partielle _Differentialgleichung 
Au-+ ku =0, Leipzig 1891, aufgestellt. Vgl. Theil IV § 6. 
**) Vgl, F. Pockels: 1. c. pag. 214. 
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Geniige leistet und dass sie fiir r= R gliedweise in die vorstehende 
Entwickelung iibergeht. Dann miissen die Factoren von ~ mp 


Bessel’sche Functionen mit dem Argumente kr und dem Index m sein, 
und zwar ,,Bessel’sche Functionen erster Art‘, da w fiir r= der 
Voraussetzung nach endlich ist. Wir werden so zu der folgenden 
Reihe gefiihrt: 


u, = >In (kr) {Gm cos mp + B,, sin mp}, 
B 


a 


(1) a Ba a en 

me dn (RR)? me dn (RR) 

Dabei wird vorausgesetzt, dass keine der Gréssen J,,(kR) verschwindet. 
Hatten wir im Vorstehenden unter w eine Lésung der Differential- 

gleichung Au — 0 verstanden, so wiirden wir auf genau demselben 


Wege zu einer Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von r ge- 
kommen sein, in der Form: 


ua >) 9 (cm cos mp + B, sin mp}, 
(1) An B,, 
: Cn = R™’ Bn = R™ 
Unsere Reihe (1) entspricht also formal der Potenzentwickelung (1’) 
der Potentialtheorie. 

2. Es sei der Punkt « —0, y=O fiir die Function w ein (n — 1)- 
facher Windungspunkt. Wir beschreiben um diesen Punkt einen Kreis 
mit dem Radius R so, dass im Innern und auf dem Rande desselben 
kein Unstetigkeitspunkt und ausser dem Nullpunkte kein weiterer 
Windungspunkt vorhanden ist. Auf der Peripherie dieses Kreises 
k6énnen wir die Function in eine Fourier’sche Reihe entwickeln, welche 
nach Vielfachen des Argumentes 4 = : artg u fortschreitet. Die Reihe 
laute : 


m - mm 
u= >) An cos ™ yp + B,, sin = @. 
Diese Reihe setzen wir in’s Innere des n-fach iiberdeckten Kreises 


nach der Bedingung fort, dass sie gliedweise der Differentialgleichung 


Au+ ku =O Geniige leisten solle. Dann miissen die Coefficienten 
von a = @ Bessel’sche Functionen mit dem Argumente kr und dem 
Index = sein, und zwar ,,Bessel’sche Functionen erster Art“. So 
kommen wir zu der folgenden Eutwickelung: 


Uy = >) In (kr) {én cos ” ¢ + Bm sin - 9; 
(2) _ B,, 


. ‘i <anseee dite 
Ln = J ( R)’ Bn (kR)’ 


2/3 
3 


2| 
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unter der abermaligen Voraussetzung, dass keine der Gréssen J,,(k R) 


verschwindet. 
Dasselbe Verfahren wiirde uns bei einer Function u, welche der 
Potentialgleichung geniigt, zu der Reihe: 


u=>)r i pair tah 


(2’) A 
Ln = = ’ Bn = ao 
Rn Rn 


gefiihrt haben. Es entspricht also, wenigstens formal, die Reihe (2) 
der Potenzentwickelung (2’) der Potentialtheorie. 

3. Die Analogie ist aber keine bloss formale: wir kénnen zeigen, 
dass die Reihen (1) und (2) gerade so weit convergiren, wie die ent- 
sprechenden Potenzreihen, wnd dass sie die vorgelegte Function u wirk- 
lich darstellen. 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir das Verhalten von J,(x) mit 
wachsendem Index v, auf Grund der bekannten Reihendarstellung: 


J,(x) = 








a” a! 
roth O— spay t ae FHC EE ) 


Ist y+1> ., so wird jedes folgende Glied der Reihe kleiner als 
das vorhergehende. Demnach folgt fiir reelle positive Werthe von x 
unter der Bedingung v + 1 > 7 


a” 


a 
J, (x) > ——7 


(3) FAs) < ; YT (v+1)’ 


it +1) 1)’ 
wo #, einen echten, von Null verschiedenen Bruch bedeutet, von der 
Beschaffenheit, dass #, > @,, falls v’ > v. 

Priifen wir darauf hin die Convergenz unserer Reihen, und zwar 
sogleich der Reihe (2), von der die Reihe (1) nur ein specieller Fall 
ist. Der Rest der Reihe von einem Gliede N ab sei 

~ Ym (kr) 
Xy= ‘ m) 5 Tn EB) (An cos ~ gy + B,, sin = 9), 
wobei wir N gemiiss der Ungleichung = +1 > Gy bestimmen 
und ry < R voraussetzen wollen. Dann ergiebt sich aus (3): 


m 


1s | , 
| Xy| < 7, (#) | An, cos ™ + B,, sin m |. 








324 A, Sommerrep. 


Die Gréssen A,, und B,, bleiben unterhalb einer festen Grenze, weil 
die urspriingliche Fourier’sche Reihe convergirt. Daher wird: 
N 


|Xy! < u> (ry oder auch |Xy| < M’ (5), 
N 


wo M und M’ gewisse endliche Zahlen bedeuten, die von N unab- 
hingig sind. Wir kénnen mithin, indem wir N néthigen Falls noch 
grésser nehmen, den Rest der Reihe (2) fiir aile Punkte r << R be- 
liebig klein machen. 

Andrerseits ist die Summe der ersten N Glieder von (2) eine end- 
liche Grésse immer dann, wenn R nicht Wurzel einer der N Glei- 
chungen J = (kr) =0 [m < N] ist, was wir einstweilen ausgeschlossen 


haben. Die Convergenz der Reihe (2) ist also unter dieser Voraus- 
setzung bewiesen. 

Wir miissen uns ferner iiberzeugen, dass unsere Reihe fiir limr— R 
wirklich in die gegebenen Werthe von u iibergeht. Die letuteren haben 
wir durch eine Fourier’sche Reihe dargestellt. Nun convergirt be- 
kanntlich eine Fourier’sche Reihe absolut, wenn die dargestellte Func- 
tion im Entwickelungsintervalle stetige erste Differentialquotienten 
hat. Dies ist aber von den Lésungen unserer Differentialgleichung 
bekannt*). Mithin kénnen wir durch Wahl eines Werthes m = M, 
welcher tiberdies der Ungleichung = +1> ey geniigen moége, er- 
reichen, dass 


oo 


D4 Ay, COS ” p + B,, sin gp < ety 
71 ” 

wird, wo # der in (3) vorkommende echte und von Null verschie- 
dene Bruch sein mége. Dann wird der Rest der Reihe (2) von dem- 
selben Gliede M ab fiir r< R 


m 


1 r nm m - mM 
\Xul < gt >) (5) | Am cos — » + Bn sin — @| <é. 
= 


Andrerseits ist die Summe der ersten M Glieder der Reihe (2) eine 
stetige Function von r, welche stetig in die Summe der ersten M 


Glieder der Fourier’schen Entwickelung von u iibergeht, wenn r= R 
wird. Mithin haben wir 


lim ju — u,| Ce+e. dy, 
r=R n 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 





*) Vgl. F. Pockels: 1. c. pag. 214. 
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Die Functionen u und u, stehen in folgender Beziehung: 

1. fir r << R gelten die Gleichungen: 

Au+ku=0, Au, +hu, =0, 

2. fir r= R wird u=—u,. 

Ist der Kreis mit dem Radius R kein ,,ausgezeichnetes Gebiet**) 
unserer Differentialgleichung, d. h. kein soleches Gebiet, fiir welches 
die Randwerthaufgabe unbestimmt wird, so schliessen wir unmittelbar, 
dass fiir r<R itiberhaupt gilt: w—=—wu,. In diesem Falle ist auch 
sicher nicht J,(kR) = 0, so dass unsere obige Beschrinkung in Fort- 


fall kommt. Im entgegengesetzten Falle kénnen wir doch einen be- 
liebig wenig verkleinerten Kreis mit dem Radius R’ bestimmen, fiir 
den dieses nicht zutrifft. Denn es giebt unter den concentrischen 
Kreisen mit dem Radius r << R nur eine endliche Anzahl, welche 
ein ausgezeichnetes Gebiet fiir unsere Differentialgleichung darstellen. 
Setzen wir nun im Vorhergehenden statt R iiberall R’, so gelten 
unsere siimmtlichen Behauptungen sicher fiir diesen Kreis und es ist 
Jn (kR') 4-0. Wir kénnen daher den folgenden Satz aussprechen: 


Jede Lisung unserer Differentialgleichung lisst sich in der Um- 
gebung einer Stelle x =a, y = b, fiir welche wu stetig ist, in eine Reihe 
von der Form (1) oder (2) entwickeln, je nachdem die Function u im 
Punkte x = a, y =b unvereweigt ist oder einen (n — 1)-fachen Win- 
dungspunkt besitet; diese Reihe convergirt absolut im Innern eines 
Kreises, welcher den Punkt «=a, y=b zum Mittelpunkte hat und 
bis an den niichsten Unstetigkeits- oder Verzweigungspunkt heranreicht. 

4. Wir betrachten die Werthe von u bei beliebigem festen Azimuthe 

= g, als Function von +: u=—/(r), wobei wir annehmen wollen, 
dass die Function im Punkte *» =O unverzweigt sei. Die Reihe (1) 
liefert uns eine Darstellung von f durch Bessel’sche Functionen, welche 


so lauten mége: 
o 


(4) f(r) = >) anIn(kr), 
0 

Wir vergleichen den Charakter dieser Darstellung mit dem Charakter 
der Taylor’schen Reihe fiir dieselbe Function. Die Taylor’sche Reihe 
ist dadurch charakterisirt, dass sie, mit dem (m-+ 1)!" Gliede ab- 
gebrochen, die Function f und ihre n ersten Differentialquotienten im 
Punkte r = 0 richtig wiedergiebt. Ganz dasselbe behaupten wir von 
unserer Reihe (4), 

Reihen von der Form (4) sind zuerst von Herrn C. Neumann fiir 
complexe Werthe des Argumentes untersucht worden. Wir entnehmen 





*) Vgl. F. Pockels: l. c, pag. 37 und pag. 222. 
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seiner Arbeit das Resultat*), welches sich iibrigens auch leicht aus 
den pag. 8 aufgestellten Grenzwerthen der Bessel’schen Functionen 
herleiten lisst: Man’ bildet den me Differentialquotienten einer solchen 
Reihe far Punkte des Convergenzgebietes, indem man dieselbe m-mal 
gliedweise differentiirt. 

Setzen wir in Gleichung (4) r =O, so ergiebt sich, da J,(0) 0 
fiir n > 0 und J,(0) = 1 ist: 

(0) = ay. 

Sodann erhalten wir mit Riicksicht auf die bekannten Recursions- 
formeln **) der Bessel’schen Functionen : 


aJ,( 
2 - es = dn-1(%) — Inti(z) [n> 0] 
dJ, 
aJu(@) —~J,(e) 


durch gliedweise Differentiation von (4) 


(6) f(r) =* fa, Jy(kr) + (a, —2ay) J, (kr) + (a3— ay) Jp(Kr) 
+ (a@,— a.) J, (kr) +--:}. 


, k 
f'(0) =5 4. 
Durch abermalige Differentiation ergiebt sich: 
” ky? ¢ 
f"(0) =) (@—2a). 


Allgemein erkennt man: durch n-malige Differentiation erhalt man fiir 
f™(0) einen Ausdruck, zu welchem nur die n+ 1 ersten Glieder der 
Reihe (4) einen Beitrag liefern. 

Andrerseits betrachten wir die mit dem (n-+1)'" Gliede ab- 
gebrochene Reihe, d. h. die ,,Anniherungsfunction n'* Ordnung*‘ 

F,(r) = >) anJa(br). 
0 

Berechnen wir fiir diese F,(0), F,’(0), ... Fi"(0), so bekommen 
wir genau dieselben Ausdriicke in den a), a, ... an, wie fir (0), 
f (0)... (0). Wir schliessen: F,,(0) = f(0), ... Fi{"(0) = f™(0), 
d. h. die gegebene Function und die Anniherungsfunction stimmen 
im Punkte r = 0 mitsammt ihren » ersten Differentialquotienten tiber- 
ein. Geometrisch mégen wir dieses so ausdriicken: Die Annaherungs- 
curve F,(r) hat mit der gegebenen Curve f(r) im Nullpunkte eine 
n-fache Beriihrung gerade so, wie es von den Anniherungscurven der 


Daraus folgt fiir r = 0 


*) C. Neumann: Theorie der Bessel'schen Functionen, Leipzig 1867, § 13. 
**) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen: 2. Aufl. § 61, Gl. 44c). 





Mathematische Theorie der Diffraction. 327 


Taylor’schen Reihe her bekannt ist. Somit haben wir in der That 
gezeigt, dass unsere Entwickelung nach Bessel’schen Functionen und 
die Taylor’sche Entwickelung nach Potenzen die Anniherung der ge- 
gebenen Function in analoger Weise bewerkstelligen, niimlich durch 
einen von Glied zu Glied inniger werdenden Contact. 

Wir werden spiiter sehen, dass unsere Reihen geradezu aus ent- 
sprechenden Potenzreihen hergeleitet werden kénnen- 

5. Neben die Reihenentwickelungen, welche fiir das Innere eines 
Kreises gelten, stellen wir solche, welche dann convergiren, wenn sich 
der Punkt ausserhalb eines gewissen Kreises befindet. 

Es sei u eine Lésung unserer Differentialgleichung, welche im 
Innern des Kreises mit dem Radius R beliebige Verzweigungen und 
Unendlichkeitsstellen besitzen kann, welche ausserhalb desselben im 
Endlichen zunichst iiberall stetig und unverzweigt sein und im Unend- 
lichen einen (n—1)fachen Windungspunkt besitzen mége. Wir mar- 
kiren uns den Kreis mit dem Radius R auf siimmtlichen Blattern der 
Fliche und betrachten nur Werthe r > R. Hier miissen wir ,,Bessel- 
sche Functionen zweiter Art“ heranziehen. Darunter verstehen wir, 
allgemein zu reden, eine Lésung der Bessel’schen Differentialgleichung, 
welche im Nullpunkte co wird. Im allgemeinen Falle, wenn der Index 
v der Bessel’schen Function keine ganze Zahl ist, kénnen wir als 
solche die Function J_, wihlen. Im Falle eines ganzzahligen v wird 
diese mit J,, (bis auf den Factor (—1)”) identisch. Um beide Fille 
zu umfassen, fiihren wir als ,,Bessel’sche Function zweiter Art“ eine 
Function U, ein, welche im folgenden Paragraphen abgeleitet wird und 


welche durch ein complexes Integral folgendermassen definirt werden 
kann: 


(6) U,(2) —_ L former = ) da; 


die Integrationsvariable « geht dabei etwa von — f+ ico bis 
+B—ico[o<B <a]. Im Falle eines ganzzahligen v driickt sich 
diese Function durch die von Heine benutzten Functionen J, und K, 
folgendermassen aus: 


(7) U, (a) = Ky(#) — 2 J,(a). 


Nun entwickeln wir die gegebene Function wu auf dem Kreise R 
in eine Fourier’sche Reihe: 


u = >) An cos™ y + By sin = 9. 


Eine der Differentialgleichung gliedweise geniigende Reihe, welche fiir 
r= R gliedweise in die vorstehende Reihe tibergeht, leiten wir daraus 
ab durch den Ansatz: 
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>” Dn (kr) {etm cos ~ p + By sin ~ 9, 
(8) ° . A, B,, 
m= TER)? om TER)’ 
Um die Convergenz derselben zu priifen, haben wir vor Allem Un- 
gleichungen néthig, welche den Ungleichungen (3) fiir J,(x) ent- 
sprechen, und welche uns gestatten, das Verhalten von U,(x) bei 
wachsendem vy abzuschitzen. 


Haws 
Wir machen in (6) die Substitution © ¢ y == 2, wobei sich 


z-Ebene og: 


en ei Gy fe “elds. 


Der Integrationsweg geht 
ee P in einen dem nebenstehenden 
Fig. 1. aequivalenten iiber. Lassen wir 

v wachsen, so verschwindet 
ated Theil des Integrales, welcher im Innern des Einheitskreises 
verlauft. Wir haben daher 


Lim 2(=) U, = Lim fo-re de, 
1 
oder, da alle Bestandtheile des Integranden positiv sind: 


fereas < 2(2) U3 < ofertas (im Limes v =o). 
i i 

Die Ungleichung wird nicht geiindert, wenn wir die untere Grenze 
1 durch 0 ersetzen. So bekommen wir schliesslich im Limes v = oo: 


(9) U,>i(2)ro), U<i (2) ero. 


Die genauere Betrachtung zeigt ferner, dass man auch eine end- 
liche Zahl v angeben kann, so dass fiir alle grésseren Werthe unsere 
Ungleichungen (9) richtig sind. 

Nunmehr trennen wir von der Reihe (8) ein Restglied Xy ab, 
wobei wir den Stellenzeiger N so bestimmen, dass fiir alle Werthe 


v >> die Ungleichungen (9) statthaben. Dann wird: 
o |U,,(kr) m 


m 


\Xel< DF Un n't B) | Am cos p+ By sin 9| < anu > CY, 


| 
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wo M den gréssten Werth von | An cos A g + B, sin ~ 9 | bedeutet, 
oder auch, unter der Annahme co > r > R, 


a 
|Xx| < u(y. 


Hier bedeutet M’ eine von N unabhingige Zahl. Es kann also der 
Rest der Reihe (8) durch Wahl von WN beliebig klein gemacht 
werden fiir alle Werthe co >r > R. 

Andrerseits ist die Summe der ersten N Glieder in (8) sicher eine 
endliche Zahl, falls nicht gerade eine der Gréssen U,,(kR) ver- 


schwindet, Dies kénnen wir vermeiden, indem wir statt des Kreises 
f einen etwas grosseren R’ beschreiben, fiir den U,,(kR’) + 0 ist. 


Die Convergenz der Reihe (8) ist daher bewiesen fiir das ganze Gebiet 
co>r>R. 

Hiitten wir dieselbe Aufgabe fiir eine Lésung uw der Potential- 
gleichung behandelt, so wiiren wir auf demselben Wege zu einer Reihe 
gekommen, welche nach negativen Potenzen von » fortschreitet und 
fiir alle Werthe r > R convergirt. Wir sehen: 

Die Reihe (8) entspricht nicht nur formal, sondern auch hinsicht- 


lich ihrer Convergenz einer Reihe, welche nach Potenzen von * fort- 
schreitet. 

Die Analogie ist trotzdem keine vollstiindige mehr. In der Poten- 
tialtheorie kénnen wir nimlich sofort schliessen, dass jene Reihe die 
Function uw wirklich darstellt, falls wir noch die Voraussetzung hinzu- 
nehmen, dass w auch im Unendlichen stetig ist. Bei unserer Differen- 
tialgleichung ist dieses unméglich. Denn der unendlich ferne Pankt 
ist hier, wie erwahnt, stets ein singulirer Punkt. Die Aufgabe: eine 
Function «, welche nur auf dem Kreise R gegeben ist, fiir Werthe 
ry > der Differentialgleichung gemiiss fortzusetzen, ist hier tiber- 
haupt uubestimmt. Man erkennt dies schon aus Folgendem: Nehmen 
wir fiir den Augenblick das Unendliche als unverzweigt an, so 
hiitten wir statt (8) auch eine Reihe anschreiben kénnen, welche nach 
den Heine’schen Functionen X,, fortschreitet und welche auf dem 
Kreise R gliedweise in die Fourier’sche Entwickelung von wu iibergeht. 
Auch diese wiirde convergiren fiir r > R, da die Ungleichungen (9) 
auch fiir die Functionen K richtig sind. Sie wiirde aber ersichtlich 
von der Reihe (8) verschieden sein. Es kann daher keine Rede davon 
sein, dass (8) die Function u nothwendiger Weise wirklich darstellt. 

6. Um sicher zu sein, eine Entwickelung der vorgegebenen I'unc- 
tion « zu erhalten, muss man vielmehr das Unendliche durch einen 
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zweiten Kreis R, > R ausschliessen und eine Entwickelung fiir den so 
entstehenden Kreisring aufstellen, welche sich aus einer nach den 
Functionen J und einer nach den Functionen U fortschreitenden Reihe 
zusammensetzt. Die Coefficienten dieser Reihen bestimmen sich theils 
aus den Werthen, welche wu fiir r = R besitzt, theils aus denjenigen fiir 
y==R,. Man beweist dann: die Reihe mit Bessel’schen Functionen 
erster Art convergirt fiir alle Werthe r< R,, diejenige mit Bessel’schen 
Functionen zweiter Art fiir alle Werthe r > R. Vie Summe beider 
convergirt also im Innern des Kreisringes und stellt dort wirklich die 
Function u dar. So gelangt man zur Uebertragung des Laurent’schen 
Satzes in das Gebiet der Differentialgleichung Au + k?u= 0. 


§ 3. 
Uebergang von Au=—0 mm Au+h?u=—0. 


Wiihrend sich so die Methode der Potenzreihen aus der Functionen- 
theorie bei unserer Differentialgleichung mit geeigneten Modificationen 
aufrecht erhalten lisst, versagt die Methode der algebraischen Berechnung 
verzweigter Lisungen, wie im § 1 auseinandergesetzt ist, zuniichst voll- 
kommen. Wir werden von dieser Methode indirekt dennoch Nutzen 
ziehen, indem wir jetzt ein Verfahren angeben, durch welches man aus 
einer Lisung der Differentialgleichung Au =O mit gewissen Eigen- 
schaften eine Lisung der Differentialgleichung Au + k?u = 0 mit ent- 
sprechenden Eigenschaften herleiten kann. Daraufhin kénnen wir die 
verzweigten Lésungen unserer Differentialgleichung aus den eindeutigen 
dennoch durch algebraische Operationen erhalten. Wir nehmen diese 
Operationen nur nicht an der Lésung von Au-+ k?u=—O direct vor, 
sondern an der entsprechenden Function « in der Ebene von Au = 0 
und iibertragen das so erhaltene verzweigte Potential nach unserem 
Verfahren in die Au + k?u = 0-Ebene. 

Wir schlagen einen Umweg iiber die Theorie der Kugelfunctionen 
ein. Wir gehen aus von einer beliebigen complexen Function /(Z) 
und beziehen die Z-Ebene stereographisch auf eine Kugel vom Radius 1. 
Ver Mittelpunkt der Kugel liege im Nullpunkte der Z-Ebene und sei 
gleichzeitig Nullpunkt eines raumlichen rechtwinkligen Coordinaten- 
systems £, , €. Die €-Axe stehe senkrecht auf der Z-Ebene, die &- 
bez. »-Axe falle mit der reellen bez. imaginiiren Axe der Z-Ebene 
zusammen, Projectionscentrum sei der Siidpol der Kinheitskugel, also 
der Punkt § = 0, y = 0, §=—— 1. Die Beziehung zwischen Z-Ebene 
und Einkeitskugel ist bei diesen Festsetzungen gegeben durch die 
Gleichung : é 
(1) faa E+ in 





es * 


wenn wir noch die Kugelgleichung §? + y*? + ¢ —1 hinzunehmen. 














—EEE 
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Die Function 


f+1 


ist in bekannter Weise ein zweidimensionales Potential auf der Ein- 
heitskugel. Wir erhalten aus ihr eine Function, welche im ganzen 
Raume definirt ist und tiberdies der Differentialgleichung des réiwm- 
lichen Potentials gentigt, wenn wir allen Punkten eines und desselben 
durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Halbstrahles denselben 
Functionswerth beilegen, wie er dem Durchstossungspunkte des Halb- 
strahles mit der Einheitskugel zukommt. So gelangen wir zu der 
Function 


(2) (GE), @=P+7t+e. 


Ein raumliches Potential, welches eine homogene Function recht- 
winkliger Coordinaten ist, bezeichnet man als rduwmliche Kugelfunction 
(solid spherical harmonic); beschrinkt man sich auf Punkte der Ein- 
heitskugel, so spricht man von einer Kugelfléchenfunction (surface 
spherical harmonic). In (2) haben wir also eine riumliche Kugel- 
function vor uns (vom Grade 0, weil sie homogen vom O0'" Grade ist). 
Wir erhalten weiter eine homogene Function — 1' Grades, welche 
gleichfalls der Potentialgleichung Geniige leistet, wenn wir den Raum 
mittelst reciproker Radien an der Einheitskugel transformiren. Ks 
entsteht ial 

l » wy 
(3) e/ CAR , 

Wir erniedrigen ferner den Grad um 1,2... Eivheiten durch ein- 
malige, zweimalige . . . Differentiation nach einer der Coordinaten, oder 
allgemeiner durch Differentiation nach einer beliebigen ,,Richtung“*), 
So bilden wir sehr allgemeine Kugelfunctionen beliebig hoher Ordnung. 

Dieser Gedanke riihrt in specieller Form von Maxwell*) her, 
welcher von der complexen Function f= 1 ausgehend die gewdhn- 
lichen rationalen Kugelfunctionen ableitete, indem er iiber die Diffe- 
rentiationsrichtungen passend verfiiyte. Die hier benutzte Verallge- 
meinerung auf beliebige Functionen f hat Herr F. Klein**) in einer 
Vorlesung iiber Lamé’sche Functionen 1889—90 vorgetragen. 

Wir legen fiir die Folge die Differentiationsrichtung bestiindig in 
die durch ihre Lage zur Z-Ebene allein ausgezeichnete §-Axe, bilden 
also (unter Hiazufiigung eines geeigneten Zahlenfactors) 


° fess 


4 (—1y"t* a" 1 é+in 
@) ~mt age! NEte)’ 
ia, Sse og" @ Q 
*) Vgl. Maxwell in seinem Treatise Cap. 1X. 
**) Vgl. F. Pockels 1, c. pag. 31. 
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Um den uniibersichtlichen Differentiationsprocess bequemer zu 
gestalten, formen wir diesen Ausdruck nath dem Cauchy’schen Satze 
um. Wir erhalten 


t 1 dz 
6) a J HED) Gaape e 
wo jetzt 0? — & + 7? + 2 einzutragen ist. Das Integral ist, dem 
Cauchy’schen Satze gemiiss auf einem geschlossenen Wege um den 
Punkt 2 = € in der Ebene der complexen Variabeln z herumzufiihren, 
auf welchem man diesen Punkt zur Linken hat. 

Wir bemerken noch, dass wir statt dessen auch einen beliebigen 
anderen Weg, der geschlossen ist und sich nicht auf einen Punkt zu- 
sammenziehen lasst, wihlen diirfen. Auch dann noch werden wir 
eine (allerdings mit (4) nicht nothwendig identische) Kugelfunction 
— m— 1. Grades bekommen*). Ferner kénnen wir unter m auch eine 
negative ganze oder irgend eine beliebige Zahl verstehen. Im letzteren 
Falle miissen wir nur auf die Verzweigung des Factors (¢ — €)-™-? bei 


*) Der Beweis beruht auf Folgendem: Bezeichnen wir den Ausdruck (3) mit 
u, so besteht die Gleichung: 


au eu 
oF +5 oat tae 
Bezeichnen wir denselben Ausdruck, wenn wir darin z statt ¢ substituirt haben, 


mit u,, so gilt auch fiir einen ganz beliebigen Integrationsweg (a, b) die folgende 
Identitit : 


b 
Pu, eu, a) dz 
” I ( é é* + On + 02? aan get _ 
Nun ist 
a b 
J Pu, dz ma ie = v “eu, (m+ 1)dz 
7 ¢-o 08 (¢—ah a2 (¢— am 
a a a 


am “au, (m+ 1)dz --[«, ml ere ]+ ce (m+ 2)dz, 
R oz (¢— gyete 2 — gyntt gat 


und 





Fiir das auf der rechten Seite der letzten tines stehende Integral aber 
kénnen wir schreiben: 


a 
oe? : (¢—2)™t! 
Ist der Integrationsweg ein geschlossener (a=b), so verschwinden die in [ ] 
stehenden Ausdriicke. Wir schliessen daher aus Gleichung (a) auf die folgende: 


dz 
(b) (a at; tap) Jv rane an 


Wir bemerken noch des Spiiteren wegen, dass diese Gleichung auch fiir einen 
nicht geschlossenen Weg richtig ist, falls nur die [ | Ausdriicke fiir die Grenzen 
a und 6 des Integrales verschwinden, Dies findet z. B. statt fiir a=o. 
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2=€ und z=oo Riicksicht nehmen und als Integrationsweg etwa 
eine Doppelschlinge wihlen, welche die Punkte 2 = € und 2 = oo in 
entgegengesetztem Sinne umkreist. So kénnen wir Kugelfunctionen 
von beliebigem Grade definiren, welche zu f in einer einfachen Be- 
ziehung stehen. 

Ist die Ausgangsfunction f verzweigt, so wird es auch die Kugel- 
function sein. Jedoch entspricht die Verzweigung des Integranden 
nicht genau derjenigen von f. Durch die stereographische Projection 
haben wir nimlich die Verzweigungspunkte @=0, d. i. ¢ = +i//&+ 7? 
eingefiihrt, welche der Ausgangsfuntion nicht zukommen. Wir kénnen 
diese nachtriglich fortschaffen, indem wir zu dem Integrale (5) das 
folgende hinzufiigen, in welchem g mit — @ vertauscht ist: 


A (pectin 1 ae. 
(6) ani f i G oa yo e— gymtt e 
Geometrisch bedeutet dieses, dass wir die Z-Ebene erstens an dem 


Nullpunkte spiegeln, (d. h. Z mit Z’ — — Z vertauschen), zweitens 
von dem Nordpole der Einheitskugel aus stereographisch auf diese 


projiciren (d. h. Z’ = alee setzen) und im Uebrigen alle die vorher 


beschriebenen Processe an der Function f vornehmen. Bezeichnen wir 
denjenigen Punkt, welcher auf solche Weise in den Punkt &, 9, § der 
Kugel iibergefiihrt wird, mit Z,, so haben wir die zu (1) analoge 
Gleichung : 

, v 
(1’) Z, ee ya rs : 

Nun bilden die Kugelfunctionen fiir unseren Zweck nur ein Durch- 
gangsstadium. Wir gelangen aber von den Kugelfliichenfunctionen zu 
Lisungen unserer Differentialgleichung durch einen eigenthiimlichen 
Grenziibergang. Wir lassen niimlich m in’s Unendliche wachsen und 
gleichzeitig den Punkt §, 4, € auf einem Meridiane der Hinheitskugel 
in den Nordpol hineinriickon. Genauer ausgedriickt machen wir folgen- 
des: Wir setzen: 

(2) b=, ia, Ptr tee 

und verstehen unter x und y endliche, unter m eine in’s Unendliche 
wachsende Grésse. Dann geht die Differentialgleichung der Kugel- 
flachenfunctionen in die Differentialgleichung Au + k?u = 0 iiber. Die 
Gréssen x, y werden rechtwinklige Coordinaten in der Ebene dieser 
Differentialgleichung. Daneben fiihren wir Polarcoordinaten ein durch 
die Gleichungen : 


(8) ee = g? 4 y’, eb? = ety . 
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Wegen (7) ergiebt sich fiir § der Ausdruck: 
, 


a ke (a? =: ¥) wat. r2 
(9) g=(1 — sae +: 
Um den Grenziibergang bei unsern Integralen iibersehen zu 


kénnen, machen wir auch fiir z eine analoge Substitution, Es empfiehlt 
sich : 


(10) give + 4? cosa = or COs & 
Dann wird 
as in 
kr . ky tiet = —dz 
0 = in sina, ¢-+e= e os — or 
(11) 
: i(e—F+4) 
E+tn = @ _— P — —_ = = eikrcose - 
z+e ona gel 


Aus dem Integral (5) entsteht 


(12) ~~ free 5), gitrowe da 


und aus der Summe der Integrale (5) und (6) 


(13) A fire (ro 5), ete) arene ae, 


Der in der z-Ebene geschlossene Weg geht in der «-Ebene in einen 
Integrationsweg iiber, dessen Anfangs- und Endpunkt sich méglicher 
Weise um 22 unterscheiden. Wenn sich der Integrationsweg in’s 
Unendliche erstreckt, so ist er dort so zu bestimmen, dass das Integral 
einen Sinn hat. Von den Ausdriicken (12) und (13) weist man nun 
leicht nach, dass sie in der That, bei solcher Bestimmung des Inte- 
grationsweges, der Differentialgleichung Au + k? u = 0 geniige leisten, 
wodurch unser Grenziibergang nachtriiglich gerechtfertigt ist. 

2. Unser Verfahren liefert uns aber zuniichst nur sehr specielle 
Functionen, nimlich solehe, welche Verzweigungen und Unstetigkeits- 
stellen im Endlichen nur an der Stelle x = 0, y = 0 besitzen. Es liegt 
dieses daran, dass jeder Punkt, welcher auf der Eimheitskugel eine 
endliche Entfernung von dem Nordpole hat, bei unserm Grenziibergang 
unfehlbar in’s Unendliche geworfen wird. Sei z. B. fiir unsere Aus- 
gangsfunction Z’ eine singulire Stelle in der complexen Ebene, wobei 
wir voraussetzen Z + 0 und Z’ + oo. Bei der Projection vom Siidpol 
besteht zwischen der Variabeln Z und demjenigen Punkte r, gy, in 
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welchen Z durch unsern Grenziibergang itibergefiihrt wird, nach Glei- 
chung (1), (7) und (9) die Beziehung 


(14) |Z; =". 


Einem festen und von Null verschiedenen Werthe Z (z. B. dem Werthe 
Z = Z’) entspricht daher ein Punkt, dessen Abstand vom Nullpunkte 
— m| Z| 
k 
beim Grenziibergange in’s Unendliche wiichst. Andrerseits gilt bei der 
Projection vom Nordpole fiir denjenigen Punkt Z, der complexen Ebene, 
welcher in den Punkt r, m verwandelt wird, nach Gleichung (1’), (7), 
und (9) die Beziehung: 
(15) IZ,| = 5 
Kinem festen und von Unendlich verschiedenen Werthe Z, (z. B. dem 
Werthe Z, = Z’) entspricht daher auch bei dieser Projection ein Punkt, 
dessen Abstand vom Nullpunkte 
oa seer 
2k |Z, | 
beim Grenziibergange in’s Unendliche wiichst. Aus der Betrachtung 
der geometrischen Verhiltnisse folgt dieses tibrigens unmittelbar. 

Um den singuliren Punkt dennoch im Endlichen festzuhalten, 
miissen wir offenbar seir Bild auf der Einheitskugel, welches die 
Coordinaten &, 7’, & habex. mége, in demselben Maasse in den Nordpol 
hineinriicken lassen, wie wir m wachsen lassen, Ferner werden wir 
auch den Grad der Kugelfunction in Bezug auf dies Variabelntripel 
§’, 7’, & successive erniedrigen, indem wir erst eine Inversion, dann 
fortgesetzt Differentiationen ausfiihren. Wir erhalten dann in der 
Grenze m= oo statt des einfachen Integrales (12) oder (13) ein 
complexes Doppelintegral, in welchem das eine Integralzeichen die fort- 
gesetzte Graderniedrigung in dem einen, das andere in dem anderen 
Variabelntripel bewirkt. Das Genauere soll aber der Kiirze halber nur 
in speciellen Fiillen (vgl. § 6) auseinander gesetzt werden. 


§ 4. 
Die Bessel’schen Functionen als einfachste Beispiele. 


Wir leiten zunichst die Bessel’schen KFunctionen durch unser 
Grenzverfahren her. Wir werden sehen, dass dabei die folgenden 
Functionen in einander tibergefiihrt, werden: die Potenzen in der 
Z-Ebene, die zonalen bez. tesseralen Kugelfunctionen auf der Kinheits- 


99 * 
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kugel, die Bessel’schen Functionen in der Ebene der Differentialglei- 
chung Au+k?u=—0. Die Resultate dieses Paragraphen sind nur 
theilweise neu und dienen wesentlich als Vorbereitung fiir das Folgende. 

1. Wir beginnen mit der 0'" Potenz der Z-Variabeln und nehmen 
f=1. Aus(5) pag. 332 erhalten wir eine Kugelflichenfunction (—m—1)'" 
Grades in dem folgenden Ausdrucke: 


1 1 dz —_— ” 2 £2. . a 
wow @’ Q = § + + 2°, § + +¢€ == 1, 


Kin geschlossener Weg in der z-Ebene, welcher den Punkt 2 = € um- 
kreist, ist iquivalent einem gleichzeitigen Umlauf um die beiden Punkte 


o=Od hh z=+iyvé?+ 2. Die Substitution (10) pag. 334 fihrt 
den Ausdruck iiber in 


a P da 

aa) (¢—Ve 1 cos aH 
Der entsprechende Integrationsweg in der a-Ebene kann lings der 
reellen Axe von © bis 2a gefiihrt werden, wenn §+ 0, sonst etwa 


.von C bis D (vgl. die Fig. 2). Wir kommen hier auf die gewdhnlichen 


zonalen Kugelfunctionen und zwar gerade in der Laplace’schen Integral- 
darstellung*). Der Grenziibergang m = oo liefert in bekannter Weise 
eine Lésung von Au-+ k?u=—0, niamlich die einfachste Bessel’sche 
Function: 


Jy(kr) = ao da 


(Integrationsweg etwa von a = 0 bis a = 22). 

2. Wir nehmen f= Z”" und verstehen unter v eine beliebige 
positive Zahl. Aus Gleichung (5) pag. 332 ergiebt sich die ent- 
sprechende Kugelflachenfunction — m— 1" Grades: 


Que = 


+in)” (“(@+e)—” dz. 
(¢—sfr e 


Verzweigungsstellen des Integranden sind die Punkte 2 = + ij/&*+- y?, 
fiir welche @ = 0, und der Punkt (oder richtiger die Punkte) ¢ = o, 
fiir welche z+-9—oo, oder z+ 9=—0 ist, je nachdem @ mit positivem 
oder negativem Vorzeichen gerechnet wird, Der Integrationsweg, den 
wir uns urspriinglich als einen Umlauf um den Punkt z = € denken, 
darf im allgemeinen Falle (wenn v keine ganze Zahl ist) nur bis an, 
nicht bis tiber den Punkt z = oo gezogen werden. Machen wir die 
Substitution (10) von pag. 334, so ergiebt sich 


*) Vergl. Heine, 1. c. § 9, Gl. 5a. 





——————_—__—_——— 








Mathematische Theorie der Diffraction. 337 


(1) Ley f i 
am \yetat) J (¢—V@—icosa)”* 


und nach Ausfiihrung des Grenziiberganges 


(2) ere frome” («- 3) ony 


~~» ‘ 
2% . 


Der vorher beschriebene Integrationsweg geht in der a-Ebene etwa 
in den Weg (A) iiber. Die in der Figur schraffirten Gebiete I, II, III 
werden von denjenigen Stellen gebildet, wo i cos @ einen nega- 
tiven reellen Theil besitzt. Indem wir den Weg (A) so_ bestimmt 
haben, dass seine unendlich fernen 
Theile in den Gebieten I und | : 

Il verlaufen, haben wir dafir | Y Ws | ZB, 

} 








| 
gesorgt, dass Ausdruck (2) fiir x, ZF Vi G 
jedes positive reelle kr einen end- Ye we i ae 
lichen Sinn hat. wy | — Ie VAD 

Der Ausdruck (1) ist eine  .. Zz: Nal Salts Ze A 
tesserale Kugelfunction, der Aus- | tty, y 
druck (2) wird direct gleich der | MN) 
Lésung | WA. 
e? J, (kr) Fig. 2 


unserer Differentialgleichung. Die Bessel’sche Function J, erscheint 
hier in einer Integraldarstellung, welche fiir den speciellen Fall eines 
ganzzahligen vy, wo sich der Weg (A) auf die Durchlaufung der Strecke 
0 bis 2z reduciren lisst, wohlbekannt*) ist. 

Bemerken wir noch, dass, wenn wir vom Nordpole aus projiciren, 
wo wir wie oben Z durch Z, ersetzen wollen, aus Z,-” (v eine be- 
liebige positive Zahl) in Folge von Gleichung (6) pag. 333 beim Grenz- 
iibergange entsteht: 


ikrcosa ivia ss . , 
— tro fc" —— ( +3) da = — e~**9,e°* J, (kr). 
3. f= |gZ. Eine zugehérige Kugelfunction (—m — 1)'" Grades 
lautet nach Gleichung (5) 
1 *) e+ in 1 dz 
wat J ‘85+ mi 
Die Verzweigungsstellen des Integranden sind dieselben, wie sub 2. 
Wir wollen die Punkte z+ 9 = 0 und z + 9 =o durch einen Ver- 
zweigungsschnitt verbinden und als Integrationsweg eine Curve wihlen, 
welche diesen Schnitt auf beiden Seiten dicht umschliesst. Der Loga- 





*) Heine, 1. c. Gl. (43, a). 
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rithmus unterscheidet sich auf den beiden parallelen Ufern um die 
additive Grésse 227i. Das Integral tiber den geschlossenen Weg reducirt 
sich daher auf 277 multiplicirt in ein Integral, welches von z+ @= co 
nach +90 einfach hinerstreckt ist, wihrend der Logarithmus 
unter dem Integralzeichen in Fortfall kommt. Bei der Transformation 
(10) pag. 334 gehen die Grenzen z+ @=oo bez. 0 iiber in a—a+ioco 
bez. a’ —ioo, wo a und a’ unbestimmt sind. 

Damit das Integral auch nach dem Grenziibergange einen Sinn 
behalt, bestimmen wir die Gréssen a und a’ so, dass a-+ ico im 


~\ 


MOy 
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Vin, 
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WN 
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Fig. 3. 
Gebiete I, a’ — ico im Gebiete III liegt. Wir wihlen z. B. a—=—a'=— 8, 
0<B<a. Den so festgelegten Integrationsweg wollen wir als den 
Weg (B) bezeichnen, wobei wir noch stets dem Integrale tiber (B) 
den numerischen Factor =; hinzufiigen wollen. Unsere Kugelfunction 
(—m— 1)'*" Grades lautet dann: 

a: ff da ‘ 

aS GV 
Der Grenziibergang liefert 


(3) U, (kr) = nf a gare, 


das Integral genommen iiber den Weg B. 

4. f=lgZ.Z*. mn bedeute eine ganze Zahl. Stellen wir die 
zugehdrige Kugelfunction auf, so ergeben sich dieselben Verzweigungen 
in der z-Ebene, wie sub (3) im Falle » = 0. Wir wihlen daher den- 
selben Integrationsweg wie dort und gelangen durch unsern Grenz- 
itibergang zu dem Producte 

e'*? U, (kr), 


wo 


ns = na 
(4) U,(«2) = aJ e «ia ¥ z) de (Integrationsweg (B)) ‘ 
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Wir bezeichnen die Ausdriicke (3) und (4) als Bessel’sche Fune- 
tionen 2weiter Art. Sie sind, wie aus der Integraldarstellung ersichtlich, 
bei reellem positivem x stets endlich und werden oo fir zx =0. Um 
die Art des Unendlichwerdens zu finden, dient folgende Betrachtung: 

Die Bessel’sche Function erster Art J,(”) und diejenige Bessel’sche 
Function, welche durch Vertauschung von v mit — v entsteht, driicken 
sich nach (2) folgendermassen aus: 

ive 
(5a) 2ae* J,(x) =f eromerada, 
_iva 
(5b) 2ae * J_,(x) = | eiterse e-ive dg, 


Der Integrationsweg ist der Weg (A). Wir kénnen ihn insbesondere 
so gestalten, dass er aus den geradlinigen Verbindungsstiicken der Punkte : 


cd ° bd 3a 3 . 
—ztte, —3. Fo FTto 


besteht. Vertauschen wir in der Gleichung (5b) + a@ mit — «@, so 
geht der vorher genannte Weg in den folgenden iiber: 

3 3 ° 

> -> +3; + 5- too. 


Die Differenz der rechten Seiten von (5a) und (5b) ist (vgl. Fig. 3) 
identisch mit der Differenz der Integrale tiber die folgenden Wege: 


nu ° 4 3a 3a . 
+e—toe, +e 7s + 7TH 


und 
3x . 3a £4 o 4 F 
— > — 10, ses —2. — 5 t too. 


Daher haben wir 

= a... —iva  otivz) 

e 2 »(a) — 2 , (x) a= (e~* 8 Df e-txsone eive da, 
wo das Integral iiber den an der imaginiren Axe gespiegelten Weg 
(B) (in der Fig. 3 der Weg B’) zu nehmen ist. 

Durch Vertauschung von —i mit +7 ergiebt sich schliesslich 
das direct tiber B genommene Integral 


are i ie J_, (a — e—'** J, (x) 
(6) sf a ir(¢ ) de = ) Becca 


Qt 2 sin yx 


Im Falle eines ganzzahligen v = m ist die linke Seite direct gleich der 
oben definirten Function U,(#), wihrend Zihler und Nenner der 
rechten Seite verschwindet. Fassen wir den Ausdruck links in diesem 
Falle als Grenzwerth desselben Ausdrucks fiir v =m"-e bei ab- 
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nehmendem ¢ auf, so kénnen wir seinen Werth durch Differentiation 
ableiten *). Man findet dann 


(7) U, (x) = Ky(x) — = n(2), 


wo K,,(x) die von Heine als Bessel’sche Function zweiter Art bezeichnete 


‘Grosse ist, fiir welche die Art des Unendlichwerdens in 2 = 0 unter- 


sucht ist. Insbesondere wird U,(x) unendlich wie log = fiir «= 0, 
oder in Zeichen 


(8) U, (x) = Ig + --- «ftir «7=0. 


Man bemerke iibrigens, dass diese Ableitung einer zweiten Lésung U, 
der Bessel’schen Differentialgleichung aus den zwei zusammenfallenden 
Lésungen J, und J_, genau derjenigen Ableitung entspricht, welche 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen bei ganzzahliger 
Exponentendifferenz tiblich ist. 

Gehen wir, statt von Z" lg Z, von Z,-" lg Z, aus, indem wir uns 
die complexe Ebene vom Nordpole aus projicirt denken, so erhalten 
wir durch das gleiche Verfahren die folgende Lésung unserer Differen- 
tialgleichung: 

— e— imPeinz U (kr). 

5. Das Integral U,(~) wollen wir der Gleichmiissigkeit wegen 
auch im Falle eines beliebigen v als Bessel’sche Function zweiter Art 
einfiihren, wie es ja bereits in § 2 unter dieser Bezeichnung gebraucht 
wurde. Im Falle eines ganzzahligen v sahen wir ¢'”?U, (kr) aus der 
complexen Function lg Z.Z” entstehen durch Integration tiber einen 
geschlossenen Weg in der Ebene der 2-Variabeln, welcher die Punkte 
2+e=—0 und ¢-+e@—co umzg. Wir hiitten einfacher sagen 
kénnen: Jenes Product entsteht aus der Potenz Z’, wenn wir als 
Integrationsweg nicht jenen geschlossenen Weg, sondern eine vom 
Punkte z + @ = oo zum Punkte z + 9 = 0 einfach verlaufende Curve 
benutzen. Diese Curve spielt nach der Anm, auf pag. 332 fiir uns die 
Rolle einer geschlossenen Curve, weil die dort aufgefiihrten [ ] Terme 
fiir 2+ @=0 und z+ @=oo verschwinden. In der a-Ebene geht 
sie in den Integrationsweg (B) iiber. Legen wir diesen Weg zu Grunde, 
so gilt unser obiges Resultat fiir ein beliebiges v: Es entsteht niimlich 
immer aus der Potenz Z” auf dem Wege (B) die Lésung e'’? U, (kr) 
unserer Differentialgleichung. 

6. Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen der leichteren 
Bezugnahme wegen folgendermassen zusammen: 


*) Vergl. Hankel: Cylinderfunctionen erster und zweiter Art, § 1, Math. 
Ann. Bd. I 
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In der Ebene der Variablen « haben wir 2 verschiedene Integrations- 
wege benutzt, einen Weg (A), welcher im Unendlichen des Gebietes I 
beginnt und im Unendlichen des Gebietes II endigt, und einen Weg 
(B), welcher im Unendlichen von I beginnt und im Unendlichen von 


III endigt. Auf dem Wege (A) fiigen wir dem Integral den Factor 
a auf dem Wege (B) den Factor a; hinzu. Es entsteht nun durch 


unser Verfahren: 
auf dem Wege (A) | auf dem Wege (B) 
aus Z’ ei? J, (kr) | e*” U, (kr) 


| 
bet der Projection vom Siidpole; und es entsteht 
aus Z,-* | — e**e-**9 0, (kr) | — e'**e-**9 U (kr) 


bei der Projection vom Nordpole der Einheitskugel. 


§ 5. 
Ueberall endliche Lésungen. 


Wir haben im vorigen Paragraphen Lésungen unserer Differential- 
gleichung aufgestellt, bei denen es uns wesentlich auf die Abhingig- 
keit von der einen Variabeln (vr) ankam, wiahrend die Abhingigkeit 
vou der anderen Variabeln (pg) die der trigonometrischen Functionen 
war. Diese Liésungen waren entweder in der schlichten Ebene ein- 
deutig (v eine ganze Zahl), oder auf einer Riemann’schen Fiche, welche 
im Punkte r = 0 und im Unendlichen einen (n — 1)-fachen Windungs- 
punkt hat (v ein rationaler Bruch mit dem Nenner »), oder auf einer 
Windungsfliche von unendlich hoher Ordnung (v irrational), Wir werden 
in diesem Paragraphen Lésungen ableiten, welche wesentlich von 
zwei Variabeln abhiingen und welche entweder in der schlichten Ebene, 
oder auf der genannten n-blittrigen Riemann’schen Flache oder auf einer 
Windungsfliiche von unendlich hoher Ordnung eindeutig sind. Dabei 
soll es sich zuniichst um tiberall endliche Functionen handeln. 

1. Wir gehen von derjenigen einfachen linearen Function von Z 
aus, welche in einem Punkte Z’ des Kinheitskreises co wird, welche 
im Nullpunkte 1 und im unendlich fernen Punkte 0 ist, d. h. von 


(1) -—z: 


Wir erhalten hieraus nach dem im §3 sub 1 angegebenen Verfahren 
eine tiberall endliche und in der schlichten Ebene eindeutige Lésung. 
Wir haben nur die vorstehende specielle Function in Gleichung (13) 
pag. 334 einzutragen. Die entstehende Function bezeichnen wir mit wu): 
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— ta ” +. Be ean 1 — ikrcoosa, 
(2) uw = = poe 9 —a) ban Few Fa e ida 


at f _sinadtOtda 
22%.) cos « — cos (p—q’) 
Dabei haben wir gesetzt: 
ix 


(8) Ze” * (g' reel). 


Das Integral ist in der a-Ebene auf dem Wege (A) zu fiihren, 

Die reelle Axe, insbesondere also der Punkt « = + (p—q’) soll 
dabei ausserhalb des durch (A) umschlossenen Gebietes liegen. Fassen 
wir jedoch cos @ als Integrationsvariable auf, so liegt der Punkt 
cos @ = cos (py — g) innerhalb des entsprechenden Weges in der 
cos a-Ebene. Ueberdies steht dann unter dem Integralzeichen eine 
eindeutige Function von cosa. Der Integrationsweg kann daher auf 


den Punkt cos a = cos (g — gy’) zusammengezogen werden. Nach dem 
Cauchy’schen Satze erhalten wir: 


(4) Uu= etkrcos(p—g’') 
oder in rechtwinkligen Coordinaten 2, y: 
(4) Uy = etk(zcosg'+ysing’) | 


Die einfache Function, zu welcher wir so gelangen, ist diejenige 
Lésung unserer Differentialgleichung, mit welcher man in der gewéhn- 
lichen Optik fast ausschliesslich operirt. Sie besitzt folgende Eigen- 
schaften: Sie ist in der schlichten Ebene eindeutig, sie ist fiir alle end- 
lichen Werthe x, y endlich und stetig. Statt des ausgezeichneten Punktes 
Z=Z in der complexen Ebene haben wir hier nur mehr eine aus- 
gezeichnete Richtung p = g’ (,,Richtung der einfallenden Welle“). Die 
Function «, stellt die wngestirte Vertheilung des parallelen Lichtes in 
der unendlichen Ebene dar. 

2. Wir suchen jetzt die zu wu, analoge Lisung unserer Differential- 
gleichung auf der oben beschriebenen Riemann’schen Fliiche mit (n— 1)- 
fachem Windungspunkte. Zu dem Zwecke gehen wir nicht von der 
in der schlichten Ebene eindeutigen Function (1) aus, sondern von der 
zu (1) analogen Function auf unserer Riemann’schen Fiche. Diese 
ergiebt sich sehr leicht durch conforme Abbildung. Wir haben in (1) 

1 


nur Z zu ersetzen durch Z”. Der Bequemlichkeit wegen mdgen wir 
i 


auch Z’” statt Z’ schreiben und den Factor - hinzufiigen. Wir be- 


nutzen also fiir das Folgende als Ausgangsfunction: 





rr 





sa ieee citi nl 
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| sim 


(a) p= a * 
-@Y 


Nach Gleichung (13) pag. 334 erhalten wir als zugehérige Lésung 
unserer Differentialgleichung 


O + eee 
2a i ; i é 
— (P—g' —@) — (p—¢' +e) 
1 —e" 1 —e"* . 


ain eikrcosa gy 
ae n 
~~ Qin — ok 
con® — oon (22) 
n n 


Das Integral ist auf dem Wege (A) zu fiihren; die Punkte a=-+-(gy — gq’) 
liegen ausserhalb des durch den Integrationsweg eingeschlossenen Ge- 
bietes. Man sieht dieser Function sofort die folgenden Eigenschaften an: 

a) Sie geniigt unserer Differentialgleichung (wie alle Functionen, 
welche aus Gleichung (13) durch Kintragen einer beliebigen complexen 
Function f entstehen). 

b) Sie ist auf der n-blittrigen Riemann’schen Fliche eindeutig. 

c) Sie ist fiir alle endlichen reellen Werthe von r endlich und 
stetig. Wir untersuchen 

d) thr Verhalten im Unendlichen. Wir wollen als erstes Blatt der 
Riemann’schen Fliche die Gesammtheit derjenigen Punkte bezeichnen, 
fiir welche |g~—g’| < z, als 2's, 3's, ... mes Blatt die Gesammtheit 
aller tibrigen Punkte. Wir behaupten dann: 

Im Unendlichen des ersten Blattes wird u—=u,, im Unendlichen 
aller tibrigen Blitter wird u = 0. 

Zum Beweise betrachten wir die Figur 2. Ist |p—g’| > z, so 
liegt auf der Strecke 0 bis x der reellen Axe kein singuliirer Punkt 
des Integrales. Wir kénnen daher den Weg (A) iiber die reelle Axe 
hiniiberziehen, indem wir ihn aus dem Gebiete I durch den Punkt 0 
hindurch nach III und durch den Punkt 2 nach II fihren. Er ver- 
lauft dann lediglich auf schraffirtem Gebiete, in welchem e*7°*¢ mit 
wachsendem r verschwindet. In diesem Falle verschwindet auch lim u, 





Ist aber |g — g’| << 2, so werden wir den Integrationsweg in 
ihnlicher Weise deformiren, miissen aber dann um denjenigen der 
Punkte « = + (p—g’), welcher zwischen 0 und z fiallt, eine Schleife 
legen. Das Integral iiber diese Schleife giebt nach dem Cauchy’schen 
Satze geradezu u,, das Integral iiber den tibrigen Theil des Integrations. 
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weges verschwindet in der Grenze fiir roo. In diesem Falle geht 
also die Function u mit wachsendem r in «, tiber. Unsere Behauptung 
ist also bewiesen. 

Wir kénnen diesem Resultat folgende anschauliche Deutung geben. 
Wir denken uns zuniichst » iibereinander liegende schlichte Ebenen. 
In der ersten Ebene stellen wir die Lésung «, unserer Differential- 
gleichung her, in allen iibrigen Blittern die Lésung 0, Schneiden 
wir nun diese Ebenen lings eines vom Nullpunkte ausgehenden Halb- 
strahles auf und vereinigen sie wechselweise zu unserer Riemann’schen 
Flache, so entsteht eine Stérung, welche den urspriinglichen Zustand 
in allen endlichen Punkten abiandert. Die Stérung erstreckt sich aber 
nicht in’s Unendliche. Hier haben wir fortgesetzt u =u, bez. u=0. 

Zwischen den Functionen w und u, besteht ferner folgende be- 
merkenswerthe Beziehung: 

e) Die symmetrische Function u, + u,+---+ u, der Werthe 
von « in den ,,iiber einander liegenden Punkten“ des 1'", 2te», , . , nten 
Blattes wird genau gleich «,. Ueber einander liegende Punkte sind 
die folgenden: r, gp; r, p+ 2m;...7, 9p -+2(n—1)z. Die sym- 
metrische Function lautet daher: 


nik r cosa « de 
(6) Uy ty +++ +, = zai sin Be 
1 1 
———-_—__, +4 - 3 +4. 
— ? ate A ™ 
n n n 
4 1 
cos = — cos ?— gy +2(n—1)m 
n n 


Nun besteht die Identitat: 
cos a — cos (p— gy’) = 2"-1 (cos * = — ess 2— —#) (cos * = — €08 5 oe + 


-@ + 2(n— —S) 
? 


- + (cos® — cos 
n 


aus welcher man durch logarithmische Differentiation die folgende 
ableitet: 


sin « - « | 1 1 
7 == — Sin — | ———_—_—_—___ —_____—_--— +... 
——— ss © ” [eos = — cos P— <0 oe on BF fant 
n n 








1 
ee F HRs} 


a 
cos — — cos 
n n 


Daher geht die rechte Seite von Gleichung (6) direct iiber in den Aus- 


druck fiir wu, in Gleichung (2) — in Uebereinstimmung mit einer all- 
gemeinen Bemerkung auf pag. 320. 
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Die Function u, so kénnen wir sagen, stellt die Bewegung einer 
in der Richtung » = gy’ auf unserer Riemann’schen Fliche einfallenden 
Lichtwelle dar. Sie hat an die Stelle von w, bei allen denjenigen zwei- 
dimensionalen optischen Problemen zu treten, welche ihrer Natur nach 
nicht zu einer in der schlichten Ebene, sondern zu einer auf unserer 
n-blittrigen Riemann’schen Fliche eindeutigen Function Anlass geben, 
nimlich bei dem Problem der Beugung an einem keilférmigen undurch- 
sichtigen Kérper von ebenen Grenzflichen. 

3. Nach § 2 lisst sich jede Lésung von Au + k?u = 0, welche 
innerhalb eines Kreises vom Radius R endlich und stetig ist, in eine 
COS m 


Reihe entwickeln, welche nach den Functionen J, (kr) re. 


g fort- 


schreitet, falls der Nullpunkt ein (n—1)-facher Windungspunkt ist. 
Da unsere Functionen u, und u fiir alle Werthe r < oo jener Bedingung 
gentigen, so miissen sie durch eine in der ganzen Ebene (mit Ausschluss 
des Unendlichfernen) convergente Reihe dargestellt werden kénnen. 
Soleche Reihen wiesen grosse Analogie mit den Potenzreihen der 
Potentialtheorie auf; wir leiten sie jetet direct aus der Potenzentwickelung 
unserer Ausgangsfunction ab. 

Wollen wir zu dem Zwecke die Resultate des § 4 verwerthen, so 
miissen wir zwischen der Projection vom Sitidpole und der vom Nord- 
pole unterscheiden. In dem mittleren Gliede der Gleichung (5) ent- 
steht der zweite Term bei der Projection vom Siidpole aus: 


z\|— 


f(Z4) = 





1~(Gy 


wo Z denjenigen Punkt bedeutet, welcher in einen bestimmten Punkt 
r,@ tibergeht, der erste Term bei der Projection vom Nordpole aus 


derselben Function 
1 


f(Z,)-—"—, 
Z n 
1—(3) 
wo Z, derjenige Punkt ist, welcher in denselben Punkt r, p bei dieser 
Projection tibergefiihrt wird. Nach den Gleichungen (14) und (15) 
von pag. 335 und nach Gleichung (3) haben wir: 


kr 


IZ}, IZul—aeer [Z| —1. 


2khr? 


Beim Grenziibergange wird also gewiss |Z| << Z'|, |Z,, > |2Z’|. Daher 
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miissen wir in der complexen Ebene f(Z) nach aufsteigenden, /(Z,) 
1 1 


nach absteigenden Potenzen von (2) bez. von (>) entwickeln. 
Es wird 


1 2 


) £2) +2) —Z1+(Z) + (2) +> 


1 1 

zy" se 
-—(G) (1+(Z) +-++)} 
Diese Gleichung wollen wir rechts und links auf dem Wege (A) 
integriren*), Dann entsteht links, wie in diesem Paragraphen gezeigt, 
die Function u. Fiihren wir die Integration rechts gliedweise aus, so 


kénnen wir das Resultat der Zusammenstellung am Schlusse des § 4 
entnehmen. Es wird aus: 


m S| « oe n,, im n 
z\" zy | i,@e-9) ™s al ew-e = " 
(5) wee x) |e -e” alk) +e € Jn (br) 


m 


| 


nm 
2 


= 2e cos = (p—9') J, (kr), 


wihrend aus dem constanten Gliede 1 gerade J,(kr) wird. Wir finden 
daher fiir unsere Function u die bestiindig convergente Reihe 


wo im an 


w= Dirme" * cost (p—9' J, (kr) 


2. a 
Y ” Ym = — fiir m= 0 


Ym = = fiir m>O 


Fiir den sub 1 behandelten einfachsten Fall » = 1 kommt diese Reihe 
bei Heine**) vor und dient hier geradezu zur Definition der Bessel’- 
schen Functionen. 

4. Es wird nun leicht sein, auch fiir eine Windungsfliche von 
unendlich hoher Ordnungszahl die entsprechende Function anzugeben. 
Wir bilden zuniichst jene Windungsfliche conform auf die Z-Ebene 
ab, ersetzen also in der Function (1) Z durch lg Z und auch Z’ durch 
lg Z’. Demgemiiss tragen wir jetzt die folgende Function 


1 
f ~ 4 _ wz 
lgZ 


*) Wir meinen mit dieser abgekiirzten Ausdrucksweise, dass wir auf der 
rechten und linken Seite der Gleichung (7) alle die genannten Operationen unseres 
allgemeinen Verfahrens ausfiikren und dass wir als Integrationsweg fiir die so 
entstehende Function von « den Weg (A) wihlen. 

**) 1. c. Gleichung (14b). 
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in Gleichung (13) pag. 334 ein. Es entsteht dann durch Integration 


auf dem Wege ” 
“anf ozs — = — elkroosa da, 


ein Ausdruck, welcher auch aus (5) durch den Grenztibergang nm = oo 
abgeleitet werden kann. 

Von dieser Function weist man, ebenso wie sub 2, die EHigen- 
schaften a), c) und d) nach. An die Stelle von b) aber tritt hier: 

b’) Die Function ist eindeutig erst auf einer Windungsfliche von 
unendlich vielen Blittern. 

Wir kénnen schliesslich aus dieser in g véllig unperiodischen 
Function w’ die obigen Functionen von der Periode 2x bez. 2an zusam- 
mensetzen und kommen so zu einer Uebertragung und Erweiterung 
der Kigenschaft e). 

Bilden wir namlich die Summe der Werthe von w’ in simmtlichen 
auf der Windungsfliche iiber einander liegenden Punkten, d. h. die 
Summe von k = — oo bis k = + oo der Werthe von w in den Punkten 
r, p+2knz, so entsteht die auf der n-blittrigen Fliche eindeutige 
Function « und insbesondere fiir’n — 1 die Function u,. In der That 
finden wir aus der Identitit 


© aon PF ee OO — (p—9'+2knz)? 
cos © aaa 2n? [T= Qknz) 


ae S wes . ao 
durch logarithmische Differentiation eine Beziehung zwischen 
* sin * ~ : (cos * < — cos * sce 


und einer convergenten unendlichen Reihe, durch welche die genannte 
Summe direct in den Ausdruck 5) bez. 2) fiir w bez. uw tibergefiihrt 
wird. 

Die Function wu’ stellt sozusagen die Bewegung einer in der Richtung 
9 = auf unserer unendlich-blittrigen Windungsfliche einfallenden 
Lichtwelle dar. Wir kénnen dementsprechend das vorstehende Resultat 
auch folgendermassen aussprechen: 

Lassen wir auf unserer unendlich-vielblittrigen Windungsfliche 
unendlich viele Lichtstrahlen einfallen, deren Einfallsrichtungen sich 
je um 22 unterscheiden, so wird die entstehende Lichtbewegung mit 
der Bewegung eines Lichtstrahls auf einer n-blittrigen Windungsfliche 
bez. (im Falle » <= 1) mit der ungestérten Bewegung des Lichtstrahls 
in der schlichten Ebene identisch. 
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§ 6. 
Lisungen mit Unendlichkeitsstelle. 


Wir stellen in diesem Paragraphen Liésungen unserer Differential- 
gleichung auf, welche an einer vorgeschriebenen Stelle 2’, y’ unendlich 


werden, wie lg i fiir R=0O, wo R den Abstand des variabeln Punktes 


x,y von dem Punkte «’ y’ bedeutet. Kine solche Unendlichkeitsstelle 
nennen wir einen Pol und zwar einen einfachen Pol. Wir leiten 
diese Lésungen nach der im §3 sub 2 skizzirten Methode aus der- 
selben Function f ab, aus welcher im vorigen Paragraphen die iiberall 
endlichen Lésungen flossen. Lésungen mit mehreren getrennten oder 
zusammenfallenden Polen kénnen hinterher aus jenen einfachsten 
Lésungen durch Summation bez. Differentiation nach den Coordinaten 
des Poles erhalten werden. 

1. Die in der schlichten Ebene eindeutige Lisung ergiebt sich 
aus der complexen Function 


(f) f=— 


Oe 





>" 
z 


Die complexe Ebene beziehen wir durch stereographische Projection 
vont Siidpol auf die Einheitskugel. Sind &, 4, € bez. &, 1, & die 
Coordinaten der Bildpunkte von Z bez. Z’, so haben wir 


 &+1 
Aus dem zweidimensionalen Potential auf der Kugeloberfliiche entsteht 


eine riiumliche Kugelfunction 0'" Grades, indem wir in den Ausdriicken 
(2) @ und @’ an die Stelle von 1 treten lassen 


[P= +r +e, et =F? + 9? 4 67). 


Durch Inversion hinsichtlich beider Variabelntripel entsteht eine 


(2) z— ft", zai tin, 


Kugelfunction 3 f, welche homogen vom — 1'" Grade sowohl in den 


E, 9, € wie in den &, 4, & ist. Der Grad in den beiden Variabeln- 
iripeln wird nun weiter successive m-mal erniedrigt. Wir erreichen 
dieses durch Integration nach z und ¢’, indem wir statt € und ¢ die 
' Integrationsvariabeln z und ¢’ substituiren und unter den Integral- 
zeichen die Factoren (€ — z)-™—1, (€ —2’)-™—! hinzufiigen. Mit 
wachsendem m lassen wir die Punkte &, 7, € und &', 9 & gleichzeitig in 


den Nordpol der Kugel hineinriicken; genauer gesagt: wir machen die 
Substitution 
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k k 2 (ge? 2 
g— “F , yg = 4, ga 1— Set" 1..., 
(3) ies 
»  —k »_ Bt ' K2(w't 4 y'? 
gat, Gert, gai Fee... 


und verstehen unter x, y, x’, y’ endliche, unter m eine in’s Unendliche 
wachsende Zahl. Statt der rechtwinkligen Coordinaten z, ... brauchen 
wir auch Polarcoordinaten r, ..., welche folgendermassen definirt sind: 

re ae ge? ty?, P= oto, 
(4) 


i ; F gf a tty’ 
riage? ty’, ves 19. 


Zum Zwecke des Grenziiberganges schreiben wir statt der Variabeln 


z und ¢’ bez. = = — “. Dann entsteht das zu (12) pag. 334 
analoge Doppelintegral: 

P eae ee 
(5) if da etkrcose nf dea e—tkr cos @ yas =P FSET 


Das erste Integral soll tiber den Weg (A), das zweite iiber (6) gefiihrt 
werden; (letzteres allerdings mit einer unten anzugebenden Modi- 
fication, vgl. die Anm. auf pag. 350). Wir haben sogleich diejenigen 
numerischen Factoren hinzugefiigt, mit welchen diese Integrale nach 
der Verabredung in § 4 versehen werden sollten. 

Bei der stereographischen Projection vom Nordpole entsteht in 
derselben Weise das folgende Doppelintegral 


. 1 i : 1 ae Ly ' 1 
ite ikrcosa —ikr' cosa — e 
(6) icf da e aif da e CS ers) 


Die Summe beider schreiben wir in der Form 


U = 1 da ekreose . . da’ e—ikr' cose’ on « rH} 
2Qat 28 cos a — cos (py — gp +a) 


Hier kénnen wir noch das Integral nach @ ausfiihren, wenn wir den 
Integranden als Function von cos a auffassen. Der Weg (A) lisst sich 
nimlich in der cos «-Ebene auf den einen Punkt cos a= cos(g — 9’ + a’) 
zusammenziehen, wie in § 5 sub 1 auseinandergesetzt ist. Wir erhalten 
daher nach dem Cauchy’schen Satz: 


> 
(7) U = f da’ eikroos(p—y' +a')—ikr'cose’ | 
20 
Diese Function hiingt nur von der geradlinigen Entfernung 


R=V(«— 2) + y—¥P 
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der Punkte z, y und 2’, y’ ab; wir kénnen sie nimlich in die Form 
bringen*) 


(8) U= 1 fay eikRooy —= Uy (k R), 


aus welcher wir sehen, dass unsere Function U direct gleich der 
Bessel’schen Function 2 Art mit dem Index 0 und dem Argumente 
kR wird. 

Wir schliessen aus der Gleichung (8) sofort auf folgende Kigen- 
schaften unserer Function. 

a) Sie geniigt der Differentialgleichung AU +k?U=0 vermige 
threr Herleitung aus der complexen Function f. 

b) Sie ist in der schlichten Ebene eindeutig. 

c) Sie ist fiir alle endlichen Werthe von x und y endlich und stetig, 
ausser in dem Pole x=’, y=y, wo sie logarithmisch unendlich 
wird (vgl. Gleichung (8), pag. 24). Es ist uns also wirklich durch die 
im § 3, 2 angegebene Modification unseres allgemeinen Verfahrens ge- 
lungen, die Unendlichkeitsstelle im Endlichen zuriickzuhalten. 

d) Sie verschwindet im Unendlichen. Leizteres folgt aus den be- 
kannten semiconvergenten Entwickelungen**) der Bessel’schen Func- 
tionen fiir grosse Werthe des Argumentes, oder hier noch einfacher 
daraus, dass der Weg (B) ganz auf schraffirtem Gebiete gefiihrt 
werden kann, wo lim e**°%y verschwindet. 


R=@ 

e) Sie dndert sich nicht, wenn wir die Coordinaten des variabeln 
Punktes mit denen des Poles vertauschen. Diese Kigenschaft entspricht 
dem Satze iiber die Vertauschung von Parameter und Argument aus 
der Theorie der Abel’schen Functionen***). 


Unsere Function U,(kR) ist in der Optik immer dann anzuwenden, 
wenn es sich um die exacte Beschreibung einer zweidimensionalen Licht- 
bewegung handelt, welche durch einen im Endlichen gelegenen leuchtenden 


*) Zum Beweise schreibe man erst 6 statt m’ — «’, dann driicke man nach 
(4) die Polarcoordinaten durch rechtwinklige Coordinaten aus, ferner mache man 
a2—x =Rcosy, y—y =—Rsiny, so dass » den von der x-Axe aus gerech- 
neten Gesichtswinkel bedeutet, unter dem der Punkt 2, y von «’, y' aus erscheint. 
Endlich schreibe man y statt 6 —w. Dann entsteht (8) aus (7). 

Die genauere Bestimmung des Integrationsweges soll nun dahin getroffen 
werden, dass der Weg in (8) direct der Weg (B) sei. Dadurch ist auch der Weg 
in (7) zufolge der Gleichung — oe = y+ m — g’ bestimmt. In (7) kénnen wir 
also den Weg (B) direct nur dann benutzen, wenn der Punkt 2,y auf dem 
Halbstrahle » = g’ oder in seiner Umgebung liegt. Bei Variabilitit des Punktes 
x,y iindert sich der Integrationsweg stetig mit der Lage des Punktes. 

**) Vgl. H. Hankel: Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Math, Ann. 
Bd. I, § 6. 

***) Vgl. F. Pockels: 1. c. p. 283, wo die entsprechende Eigenschaft fiir 
» Green’sche Functionen‘‘ von beliebigen begrenzten Gebieten ausgesprochen ist. 
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Punkt (a’, y') hervorgerufen wird. Allerdings benutzt man ‘in der 
gewohnlichen Optik bei diesem Probleme nicht die Function U, selbst, 
sondern begniigt sich unbewusst mit dem ersten Gliede ihrer semicon- 
vergenten Entwickelung, welches an sich iiberhaupt keine Lésung 
unserer Differentialgleichung ist. 


2. Indem wir nun dazu iibergehen, die analoge Function fiir 
unsere Riemann’sche Fliche mit (n—1)-fachem Windungspunkte auf- 
zustellen, werden wir nicht von der in der schlichten Z-Ebene ein- 
deutigen Function (1) ausgehen, sondern, wie im § 5 sub 2 von der 
Function 

1 


n 


f= 1? 
1—(F) 


welche aus (1) dadurch entsteht, dass wir unsere Riemann’sche Fliche 
hinsichtlich der Variabeln Z und Z’ conform auf die Z- bez. Z’-Ebene 
abbilden. Diese Function behandeln wir genau so, wie im Vorher- 
gehenden die Function (1). Wir geben sogleich das Resultat in der 
definitiven Form an: 


2 
(9) U = smn — Ree. — U (kB) da 
2imn ‘lia C7 ere g — 9 0 
n n 


[R’? = r? + #2? — 2rr' cos a], 


wo wir das urspriinglich auftretende Doppelintegral durch Hinfiihrung 
der Bessel’schen Function U, in die Form eines einfachen Integrals 
gebracht haben. Der Integratiousweg ist der Weg (A). 

Wir haben uns zuniichst davon zu iiberzeugen, dass dieses Integral 
im Allgemeinen einen endlichen Werth hat. Da die Function U, hier 
mit complexem Argumente auftritt, ist es wichtig, ihr Verhalten in 
der complexen Ebene zu kennen. Diesbeziiglich bemerken wir: 1) die 
Function U,(z2) ist im Punkte ¢ == 0 der complexen z-Ebene verzweigt; 
sie vermehrt sich niimlich um 2aiJ,(¢) bei Umkreisung desselben. 


a 
. r Fs i (++) 
2) Sie verhilt sich im Unendlichen wie —f Ze ‘/ | sie ver- 


schwindet also im Unendlichen der positiven Halbebene (a. h. derjenigen 
Halbebene, wo ¢ einen positiven imaginiren Bestandtheil hat). Krsteres 
folgt aus Gleichung (6), pag. 339, letzteres aus den semiconvergenten 
Entwickelungen der Besselschen Functionen*), 

*) H. Hankel: 1, ¢. 


238° 
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Dem Verzweigungspunkte R’ = 0 entspricht in der a-Ebene eine 
unendliche Anzahl von Punktepaaren 


a=-+ia-+ 2ka [i = — co-bis + co, a= are cos os ‘|, 
von denen fiir uns hauptsichlich das auf der imaginiiren «-Axe gelegene 
Paar « = -+ ia in Betracht kommt. Desgleichen findet sich natiirlich 
die reelle Axe der R’-Ebene in unendlich vielen Exemplaren der 


| 
| 
| 





\ (A) } 
\ / 
a= +ia-27 X= tee Dy a= la +2.7 
} Fas H 
L i€ 
| | 
| 1+} j 
| | 
[— — | 
3 &. < oe 
@=1a-2.7 a=-1a oFAta-24 
Fig. 4. 


a-Ebene wieder. Eines derselben haben wir ausgezeichnet. Es ist der 
gebrochene Linienzug L (—a-+-ico, —a, 0, ia, 0, a, +00). Der 
positiven R’-Halbebene entspricht das Innere des von Z umschlossenen 
Gebietes. Beim Ueberschreiten von Z kommt man jedesmal in einen 
der negativen R’-Halbebene entsprechenden Theil. 

Wir wollen nun unsere obige Angabe iiber den Integrationsweg 
noch dahin priicisiren, dass derselbe den Punkt « = ia zur Linken, 
die auf der reellen Axe gelegenen singuliiren Punkte zur Rechten lisst. 
Im Uebrigen kann er natiirlich beliebig deformirt werden, nur darf er 
iiber die Punkte «a = + ta, + (p—q’) + 2knz nicht hiniibergezogen 
werden. 

Der in Fig. 4 punktirt gezeichnete Theil (CD) des Integrations- 
weges entspricht in der R’-Ebene Punkten der negativen Halbebene. 
Anfang und Ende des Integrationsweges sind voll ausgezeichnet, um 
anzudeuten, dass die zugehérigen Punkte der R’-Ebene in der positiven 
Halbebene liegen. In den unendlich fernen Theilen des Integrations- 
weges verschwindet also die Function U,(k R’). 

Wir ersehen daraus, dass das Integral (8) im Allgemeinen einen 
endlichen Werth besitzt; eine Ausnahme tritt uur ein in dem speciellen 
Falle r =r, p=gq’. Lassen wir niimlich r =r werden, so riicken 
die beiden Verzweigungspunkte a = + ia in den einen Punkt « = 0 
zusammen. Der Integrationsweg, welcher zwischen beiden Punkten 
sozusagen eingepflockt ist, zieht dann nothgedrungen durch den 
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Punkt «= 0 hindurch. Deshalb braucht das Integral noch nicht 
unendlich zu werden. Lassen wir aber auch gm =’ werden, so wird 
sin < 
der Factor — , in diesem Punkte unendlich. Dann und 
cos = — cos 2?--P 
n n 
nur dann wird das Integral unendlich. 

Um die Art des Unendlichwerdens zu untersuchen, bilden wir die 
symmetrische Function U, + U,+-+----+ U, der Werthe von U in 
den iibereinander liegenden Punkten der Fliche. Dabei bezeichnen 
wir, wie friiher, als erstes Blatt die Gesammtheit derjenigen Punkte, 
in welchen |\p—g’| < a, als 2'...m'** Blatt alle tibrigen Punkte. 
U, bezieht sich auf das erste, U,...U, auf das2...m'* Blatt. Nach 
der im § 5, pag. 344 angegebenen Rechnung wird nun 

. 1 J sin @ , 
U,+0,+---+Uj= ai | pooner ot Same U (kB) de. 
Fassen wir diesen Ausdruck als ein Integral in der complexen Ebene 
der Variabeln cos @ auf, so kénnen wir es nach dem Cauchy’schen 
Satze ausfiihren. Der Integrand ist niimlich eine eindeutige Function 

von cos e@; wir erhalten: 


U, + U,+-+-+U,=U(kR) (R=r?+1'?—2rr' cos (p—¢’)]. 


Die Function U,(kR) wird fir R =O nach Gleichung (8), pag. 340 
logarithmisch unendlich. Nun haben aber nach dem Vorhergehenden 
die Gréssen U,... U, sicher endliche Werthe. Das Unendlichwerden 
ist also lediglich auf Rechnung von U, zu setzen. Mithin wird die 
Function U im ersten Blatte an der Stelle r = 7’, gy = g’ unendlich, 
wie lg RK’ 

Hiernach kénnen wir von unserer Function U Folgendes aus- 
sagen: 

a) Sie erfiillt die Differentialgleichung AU + k?U =0. 

b) Sie ist auf unserer n-bliittrigen Windungsfldche eindeutig. 

c) Sie ist fiir alle endlichen Werthe von x und y endlich und stetig 
ausser im Punkte x = x’, y= y', wo sie einen einfachen Pol besitat. 

d) Sie verschwindet im Unendlichen. Wenn nimlich r=co wird, 
so riicken die Punkte «a = -+ ia auf der imaginiren Axe gleichfalls 
unendlich weit auseinander. Dann diirfen wir den Integrationsweg in 
der Richtung der positiv imaginiiren Axe beliebig weit verschieben, wobei 


das Integral wegen des Factors = ——. beliebig. klein wird. 


Oe = ae 
e) Die Function U bleibt wngedndert, wenn wir die Rolle des 
variabeln Punktes und des Poles vertauschen. 
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f) Die symmetrische Function U, + U,+ +--+ Un, der Werthe 
von U in iibereinander liegenden Punkten der Fliche ist gleich der 
analogen eindeutigen Lisung U,(kR). 

Bemerken wir noch, dass eine vollkommene Uebereinstimmung in 
der Bildungsweise der Functionen uw, uw, des vorigen und der Functionen 
U, U, dieses Paragraphen besteht. Die Function wu, so kénnen wir 
sagen, entstand aus der eindeutigen Lisung u,, wenn wir in dieser 


die reelle Grésse cos (q@—q’) durch die complexe cos « ersetzten, den 
2 sin = 
Factor ™ _™" ____ hinzufiigten und nach « auf dem Wege (A) 
cos = — cos (9-9) 
n n 
integrirten. Genau auf dieselbe Weise entsteht die Function U aus 
der eindeutigen Lisung U,. 

Die Function U stellt eine Lichtbewegung auf unserer Riemann’- 
schen Fliiche dar, welche ein im Punkte r’, yp’ befindlicher leuchtender 
Punkt hervorrufi. Sie hat an die Stelle der Function U, in solchen 
optischen Problemen zu treten, welche ibrer Natur nach zu Functionen 
Anlass geben, welche mit ihren analytischen Fortsetzungen erst auf 
unserer n-bliattrigen Riemann’schen Fliche eindeutig sind, naimlich in 
dem Problem der Beugung an einem kei!férmigen undurchsichtigen Korper 
bei Vorhandensein eines im Endlichen gelegenen leuchtenden Punktes. 

3. Nach §3 lassen sich alle Lésungen unserer Differentialgleichung, 
welche sich im Innern eines Kreises bez. Kreisringes regulir verhalten, 
in eine nach Bessel’schen Functionen 1'* bez. 2" Art fortschreitende 
_ Reihe entwickeln. Wir wollen jetzt diese Entwickelungen fiir unsere 
Function U wirklich aufstellen. (Die Function U, brauchen wir nicht 
ausdriicklich zu behandeln, da sie nur einen speciellen Fall von U 
darstellt). Und zwar werden wir sie direct aus der Potenzentwickelung 
der complexen Ausgangsfunction ableiten. Wir kommen dabei aller- 
dings nicht zu einer einheitlichen Entwickelung, wie bei der Function 
u des vorigen Paragraphen, sondern wir miissen zwei Gebiete unter- 
scheiden, in denen verschiedene Entwickelungen gelten, nimlich das 
Innere und das Aeussere des Kreises r = 1". 

Die Function U berechnet sich als Summe zweier Integrale, von 
denen das eine bei der Projection der Function f vom Siidpole, das 
andere bei der Projection vom Nordpole erhalten wird (in derselben 
Weise, wie es fiir die Function U, oben explicite ausgefiihrt ist vg). 
(5) und (6), pag. 349). Dementsprechend betrachten wir mit Be- 
nutzung der Bezeichnungsweise aus § 5, 3 


(10) (2) + #@)—; |—A+——_]- 


3) 


1—(@) 

















Mathematische Theorie der Diffraction. 35d 


Hier bestehen zwischen dem Radiusvector yr eines Punktes der 
x,y-Ebene und den Radienvectoren |Z|, |Z,| derjenigen Punkte der 
complexen Ebene, welche in den Punkt 2, y bei der einen oder anderen 
Projection tibergehen, wie auf pag. 345 die Beziehungen: 

(118) Zj—*, |2,)— 5%. 
Die entsprechende Gleichung besteht — ry’ und |Z’|, namlich: 
(1b) IZ; =" 


1)r<r. Aus den Gleichungen sae und (11b) folgt: 
|Z;}<|Z| und |2,|> |Z). 
In diesem Falle haben wir fiir die Function (10) die folgende con- 
vergente Potenzentwickelung anzusetzen: 


f(Z) et zy (14) 4-)}. 


Diese Gleichung integriren*) wir links und rechts auf dem Wege (A) 
und (B) nach @ bez. a’. Dann entsteht links unsere Function U. 
Rechts fiihren wir die Integration gliedweise aus, Der Zusammenstellung 
am Schlusse des § 4 entnehmen wir: es wird 


. 
m | 


imp —@) 
aus (Z) | 


e” J,,(kr) U,, (kr’), 


m P 
tm 


z\" | — (9-9) oo 
aus (5) | —e Jn (hr) Uy (i ,, 
aus 1 | J, (kr) U,(kr’). 
Wir erhalten somit: 


n= 


(12) US yd m(Fr) Un , (kr) cos = (p — 9’) 


m=0 
Ym ai fiir m> ] 
: : . 
Yn = n” n= 0| 


Wir kommen so zu einer fiir das Innere des Kreises r =r’ geltenden 
Entwickelung, welche nach Bessel'schen Functionen erster Art fortschreitet, 
in Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satze aus § 2, pag. 325. 


*) Ueber die Bedeutung dieser abgekiirzten Ausdrucksweise vgl. die Anm. 
auf pag. 346. 
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Die Reihe erscheint dort nur in etwas anderer Form, indem J, (kr) 


dort nicht mit U, (kr’) sondern mit 1: J,,(kr’) multiplicirt ist. Ver- 

gleicht man aber die fiir die Bessel’schen Functionen erster und zweiter Art 

angegebenen Grenzwerthe von pag. 323 und 328 bei unendlich wachsen- 

dem Index, so sieht man, dass lim U, iF kleiner ist als * multiplicirt 
’ v 


in eine von v unabhiangige Zahl. Unsere Reihe (12) convergirt daher 
immer dann, wenn die Reihe (2) aus § 2 convergirt, d. h. im Innern 
des Kreises vom Radius r’ und stellt hier wirklich die Function U dar. 

2. r >~r. Sehen wir fiir den Augenblick nicht r, m sondern 
r’, » als den variablen Punkt an, so liefert uns die Reihe (12) gleich- 
zeitig eine Darstellung von U(r’, gy’) durch Bessel’sche Functionen 
zweiter Art, welche der Ableitung zufolge giiltig ist, sofern 7 > r. 
Nun bleibt die Function U auf Grund ihrer Reciprocititseigenschaft e) 
ungeindert, wenn wir 7’, y mit 7, m vertauschen. Wir kommen dann 
zu der folgenden Reihe 


m=PM 


(13) U(r, 9) = > rnJ,, (kr) U, (kr) 008 ™ (p — @’) 


u=0 


fa = fiir m > 0 | 


1 
ar »§ B= o| 


welche fiir alle endlichen Punkte ausserhalb des Kreises r =r’ gilt. Ks 
ist dieses eine Reihe von der im § 2 sub 5 betrachteten Form, nur ist 
hier im allgemeinen Gliede J, (kr’) an die Stelle von 1: U, (kr’) 


n 


getreten. Nach unserer obigen Bemerkung iiber den Grenzwerth von 
J, U, bei unendlich wachsendem v wird dadurch die Convergenz der 
Reile nur verbessert. Die Reihe (43) convergirt daher fiir alle Werthe 
x >*r>-r. Dass eine solche Reihe die vorgelegte Lésung in dem- 
selben Gebiete wirklich darstellt, konnte im Allgemeinen nicht be- 
hauptet werden. Es folgt hier aber, wegen der besonderen Reciprocitits- 
eigenschaft von U daraus, dass die Reihe (12) die Function U in dem 
Gebiete r < 7’ wirklich darstellt. 

Spalten wir die Reihen (12) und (13) nach Gleichung (7), pag. 340 
in ihren reellen und imaginiren Bestandtheil, so ergeben sich im 
einfachsten Falle » =1, d. h. im Falle der eindeutigen Lésung 
U,(kR) die sogenannten Additionstheoreme der Bessel’schen Functionen 
J,(kR) und K,(kR), wie sie von Heine, jedoch ohne Angabe ihres 
Giiltigkeitsbereiches, aufgestellt sind. Wir bemerken noch, dass auch 
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die entsprechenden Additionstheoreme der Kugelfunctionen auf demselben 
Wege entspringen, wenn wir unser Verfahren vor Ausfiihrung des 
Grenziiberganges abbrechen. 

4. Es braucht kaum erwahnt zu werden, dass unser Ansatz auch 
die auf emer unendlich-viel-blattrigen Windungsfliche eindeutige Func- 
tion mit einfachem Pole liefert, in der Form 


1 {f Yada mp 
U= ox (p—oyP— a U(kR). 
Fiir diese gelten mutatis mutandis gleichfalls die Eigenschaften 


a)—f) von pag. 353,354 und die bisher betrachteten Lésungen U 
kénnen aus ihr riickwiirts aufgebaut werden. 


§ 7. 
Graphische Behandlung der einfachsten mehrdeutigen Lésung. 


Dieser Paragraph verfolgt den doppelten Zweck, ein méglichst 
klares Bild von dem Verlauf unserer mehrdeutigen Lésungen in einem 
speciellen Falle zu geben und die Formeln zur numerischen Rechnung 
bereit zu stellen. 

Zur numerischen Rechnung eignen sich weder die Darstellungen 
durch ein complexes Integral, noch die Reihen nach Bessel’schen Func- 
tionen. Letztere convergiren allerdings im Falle der iiberall endlichen 
Lésungen, wie wir gesehen haben, fiir alle endlichen Punkte der 
x, y-Ebene. Die Convergenz verschlechtert sich jedoch mit wachsenden 


Werthen des Argumentes kr. Nun bedeutet physikalisch = wie 


pag. 318 bemerkt, die reciproke Wellenlinge der betreffenden Schwingung. 
Die Convergenz wird also immer dann schlecht sein, wenn der Ab- 
stand r vom Windungspunkte der Riemann’schen Fliche eine gréssere 
Anzah] von Wellenlingen betrigt. 

Fiir die optischen Anwendungen, wo die Wellenlinge so ausser- 
ordentlich klein ist, sind unsere convergenten Reihen sicher nicht’ 
brauchbar. Fiir akustische oder Hertz’sche Schwingungen mdgen sie 
immerhin niitzlich sein. Jedoch werden wir sogleich divergente Reihen 
angeben, welche fiir optische Zwecke sehr praktisch sind. Dabei be- 
schrinken wir uns auf den einfachsten und zugleich wichtigsten Fall 
derjenigen Lésung uw, welche auf einer zweibliittrigen Windungsfliche 
eindeutig und iiberall endlich ist. 

Zunichst verwandeln wir das complexe Integral (5), durch welches 
diese Lésung pag. 343 erklirt wurde, in ein Integral auf reellem Wege. 
Dabei wollen wir zur Abkiirzung om — p’= yw setzen, oder mit anderen 
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Worten, wir wollen die ,,Kinfallsrichtung der Welle“ als z-Axe wihlen, 
so dass jetzt r und ~ gewdhnliche Polarcoordinaten bedeuten. Die 
Punkte, fiir welche |~| << a bez. |y~| >a ist, bezeichnen wir wie 
friiher als erstes bez. zweites Blatt. Nach e) pag. 344 haben wir 


(1) Uy + Uy, = Uy = ellkr cosy, 
Ferner berechnet man aus (5) pag. 343 
y ikroosa .- & 
cos — A sin — d a 
(2) se tf ; 


mi cosa—cosw ’ 





wobei |y| < a angenommen ist. Setzen wir voriibergehend 


Xa “—* 
% ° 
so wird 


ox _ k cos y eikr (cosa—cosy) gin a da 
+ 4 2 z 


: y . a 
k — 2ékr cos?® 5 2ikr cos > ris 
—- os Ye e sin = da. 


Wenn wir in dem zuletzt hingeschriebenen Integrale cos © 


grationsvariable ansehen und den Integrationsweg, wie er sich fiir diese 
Variable aus dem Wege (A) der a-Ebene ergiebt, in die imaginire 


a : - . os ° 
Axe der cos >- Ebene deformiren, so kénnen wir es ausfiihren; es wird 


: a — ae 
2ikrcos* > . @ as 3 
€ sn>da=P—e. 
2 kr 


V2kr cos : 


° 


als Inte- 


Mithin ist 





a Vv ‘i 
aX _ ok w — 2ikroos a a 2 
2 


—— cos  € = eae J" dt. 


or —inr 


Integriren wir zwischen 0 und r, so kommt, da X = 0 fiir r = 0: 


. T 
_ —in 
x= yaa f° dt. 


T 


(3) Uy — uy = mS efkroosw fe-itdr, T= /2kr cos hd ‘ 
V—ix - 
6 





und 


wo das Integral jetzt auf reellem Wege genommen ist. Gleichung (1) 
kénnen wir auch so schreiben: 
0 


(4) Uy t= V ba ~ aurea fe-stde. 
—tn 


— @® 
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Aus Gleichung (3) und (4) folgen Ausdriicke fiir u, und u,, welche 
zuniichst fiir |y| < a gelten, welche aber in einander tibergehen, wenn 
wir w mit ~-+ 2m vertauschen. Wir erhalten daher einen einheit- 
lichen Ausdruck fiir u, welcher sowohl im ersten wie im zweiten Blatte 


gilt, wenn wir die Beschrinkung .|~| << a aufheben, nimlich den 
folgenden: 


wu 
—-@ 


iz 
ry = 
(5) u = eikroosy ctf war, T = /2kr cos %. 


Die Grésse 7' ist positiv im ersten, negativ im zweiten Blatte. 

Auf Grund dieser Formel gelingt es nun, sich ein anschauliches 
Bild von dem Verlaufe der Function w zu verschaffen und eine Zeich- 
nung zu entwerfen. Da Anschauung sowohl wie Zeichnung die Func- 
tionsverhiltnisse nur ungenau erfassen kénnen, so werden wir uns 
hier mit Anniherungswerthen begniigen diirfen, so jedoch, dass wir 
den begangenen Fehler genau abschiitzen kénnen. Dementsprechend 
soll fiir den ganzen Rest dieser Arbeit eine bestimmte Genauigkeit « 
massgebend sein. Die Grésse von ¢ kann beliebig vorgeschrieben sein. 
Alle folgenden Angaben machen nur den Anspruch richtig zu sein 
bis auf einen Fehler, welcher absolut geiommen kleiner als ¢ ist. 
Dabei wird eine abgekiirzte Ausdrucksweise gestattet sein. Wir werden 
sagen: « ist gleich einem gewissen Werthe, wo wir genauer sagen 
miissten: Die Differenz zwischen dem angegebenen und dem wahren 
Werthe von w ist absolut genommen kleiner als «. 

Angeniiherte Berechnung von u im eweiten Blatte. Es handelt 
sich zunichst darum, Niherungswerthe fiir das in (5) vorkommende 
Integral aufzufinden. Wir entwickeln dieses durch n-malige partielle 
Integration in die folgende Reihe, wobei wir, da 7’ im zweiten Blatte 





negativ ist, 7 — — |7'| setzen wollen: 
a IT e 
(6) ‘ 7 fora = i 
an a ee oe re 
~ Ve eT) QP iTe * i [TP 
— n—-11-3...2n—3 mM — 1)0 1: 38.--38—1 _" = 
25 (24)" | atin didi (2%)" ¥ , mf 


Lisst man » in’s Unendliche wachsen, so wird die Reihe divergent. 
Man darf daher nur bis zu einem endlichen m gehen und muss das 
zuletzt hingeschriebene Restglied beriicksichtigen. Dieses ist stets 
kleiner als das vorhergehende Glied, wie eine leichte Betrachtung 
zeigt, so dass die Reihe (6) als semiconvergent bezeichnet werden kann. 
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Wir werden zur angenaherten Berechnung lediglich das erste 
Glied benutzen. Es ist dieses gestattet, wenn das zweite Glied bereits 


absolut genommen kleiner als * 


= ist, d. h. wenn 


go it _ | wine ieee - 
Va(2i|T\>| 4Vx|T} 





<= oder ris <2yae. 


. . é 
Denn dann ist auch der ganze Rest kleiner als = und der begangene 


Fehler kleiner als «. Es ist bequem, diese Bedingung durch eine 
noch etwas schirfere zu ersetzen, nimlich durch 


L 
(7) 472 < é. 


Das untere Blatt zerlegt sich fiir unsere fernere Betrachtung in 
zwei Gebiete, je nachdem diese Ungleichung erfiillt ist oder nicht. Das- 
jenige Gebiet, in dem sie nicht erfiillt ist, nennen wir den ,, Uebergangs- 
streifen“. Die Begrenzung des Uebergangsstreifens wird durch die 
Gleichung gegeben: 


1 a 


=e oder r(cos y+ 1) = — 
8kr cost * eae" 
wo A= a die Wellenlinge bedeutet. Die Grenzcurve ist eine Parabel. 


In rechtwinkligen Coordinaten x—rcosy~, y=rsiny lautet die 
Gleichung namlich 


(8) y+ 4e(r—e) = 0, em 


a 168’ 





wo e die Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel bedeutet. Der 
Scheitel liegt im Punkte x =e, yO, der Brennpunkt z=0, y=0 
fallt mit dem Windungspunkte zusammen. Die Parabel umschliesst 
den negativen Theil der z-Axe. Um bestimmte Verhiltnisse vor Augen 
zu haben, wollen wir voriibergehend fiir 4 den ungefaihren Werth der 
D-Linie 5.10-4 mm, fiir 162 die Zahl 50 nehmen und die Genauigkeit 


, ts . 1 
so bestimmen, dass ¢ = 555, ist. Dann wird e =p mm. Die Parabel 


ist also fiusserst schmal*), 
In allen Punkten ausserhalb der Parabel ist die Ungleichung (7) 
erfiillt. Daher geniigt es, unter den in der Optik vorliegenden Ver- 


*) Wenn die Wellenlinge oder die vorgeschriebene Genauigkeit grésser 
(d. h, wenn 4 grésser oder ¢ kleiner) wird, nimmt die Parabel etwas gréssere 
Dimensionen an, Daher riihrt es, dass in den Figuren der Tafel das Uebergangs- 
gebiet ziemlich gross erscheint. Die Wellenlinge musste hier mindestens gleich 
10mm genommen werden, wenn die Zeichnung deutlich sein sollte. Als Genauig- 
keit wurde gewahlt « = 2.10~°, so dass sich e == 10mm bestimmte, 
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hiltnissen fiir den weitaus gréssten Theil des zweiten Blattes, die 
Reihe (6) durch ihr erstes Glied zu ersetzen. 

Fiir « selbst ergiebt sich dementsprechend aus (5) der folgende 
Niherungswerth: 


2air , wi 


2 ape Phy J 
lhe V3 ] yw 
Ani cos 5 
oder : 
_2nir_ in 
= z 4 
e 
(9) sn 9Ft 
4a oss 


Diese Gleichung gilt mit der Genauigkeit « in allen Punkten des 
zweiten Blattes, welche nicht dem Uebergangsstreifen angehiren. 

Angeniiherte Berechnung von u im ersten Blatte. Im ersten Blatte, 
wo 7’> 0 ist, kénnen wir die Reihe (6) nicht direct verwenden. Wir 
haben aber nach Gleichung (1) pag. 358 


U, = Uy — Uy. 
Wir grenzen uns auch im ersten Blatte ein Uebergangsgebiet ab, in- 
dem wir unsere Parabel an die entsprechenden Stellen des ersten Blattes 
iibertragen. In allen Punkten des Parabeliiusseren kénnen wir dann 
u, durch den Niherungswerth aus Gleichung (9) ersetzen. Mithin 
erhalten wir fiir w die folgende angeniherte Darstellung: 

niles _ 2air in 

2mir — 
(10) ienmats Ow ae e a 4 


42 cos 


-e 


9 


~~ 


welche in allen Punkten des ersten Blattes, die nicht dem Uebergangs- 
gebiete angehiren, giiltig ist. 

In den Uebergangsgebieten des ersten und zweiten Blattes dagegen 
miissen wir die exacte Formel (5) heranziehen. 

Wir wollen uns im Folgenden die Terminologie der Optik zu 
Nutze machen. Nun hat die Function w an sich noch keine physi- 
kalische Bedeutung; sie entspricht den im § 1 eingefiihrten Hiilfs- 
functionen =,H, Z. Wir erhalten aber eine Grosse, die wir als Licht- 
schwingung bezeichnen kénnen und die den Gréssen X, Y, Z in § 1 
entspricht, wenn wir bilden 


2nit 
(11) mele t mY 


wo ¢ die Zeit, t die Schwingungsdauer bedeutet. Von dem so ent- 
stehenden Schwingungszustande werden wir ein Bild bekommen, wenn 
wir seine Niveaucurven in verschiedenen Zeitpunkten construiren. Am 
einfachsten gelingt dieses ftir die Knotenlinien, a. h. fiir diejenigen 
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Curven, in denen die Schwingung 0 ist. Wir fragen daher nach dem 
Verlauf dieser Nulllinien im zweiten und ersten Blatte wnd zwar zu- 
niichst fiir die Zeit t= 0. Dieselben sind dargestellt durch die Glei- 
chung Re(u) = 0. 

Im zweiten Blatte ausserhalb des Uebergangsgebietes haben sie 
eine sehr einfache Gestalt. Ihre Gleichung lautet hier nach (9): 


(12) y+ — cos Gar + *) =0 d.h. cos =" + 7) == () 


42 cos — ‘ 


oder r=a(™+ 2) [m=1,2,3...]. 


Sie bilden ein System concentrischer Kreise um den Windungspunkt, 
in welchem sich die Radien aufeinander folgender Kreise um eine 
halbe Wellenlinge unterscheiden. Wir zeichnen diese Kreise (vgl. 
Fig. 1 d. Taf.), wobei wir jedoch jeden Kreis nur bis an das Ueber- 
gangsgebiet ausziehen diirfen. Denn tiber den Verlauf der Nullcurven 
im Uebergangsgebiet kénnen wir auf Grund von (9) nichts aussagen. 
(Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass in Wahrheit die Null- 
curven keine exakten Kreise, sondern transcendente Curven sind. 
Genau genommen kénnen wir nur sagen: Liings aller jener Kreise 
ist der Werth von |u| kleiner als ¢.) 

Die Nullcurven im ersten Blatte ausserhalb des Uebergangsgebietes 
berechnen sich aus Gleichung (10). Ihre Gleichung lauiet, wenn wir 
im ersten Terme r cos y = «& setzen, fiir ¢ — 0. 

(13) o£ ; cos (227 + Z) 0. 


4 _ 
edo 


Der erste Term (u,), fiir sich gleich Null gesetzt, liefert ein System 
paralleler Geraden G, welche senkrecht zur z-Axe stehen und im Ab- 
stande 4 auf einander folgen. Es sind dieses einfach die Knotenlinien 
einer Schwingung, wie sie stattfinden wiirde, wenn der Windungs- 
punkt garnicht vorhanden wire. Diese Geraden verzeichnen wir in 
Fig. 2 d. Taf. Der zweite Term (w,) fiir sich gleich Null gesetzt, liefert 
das beschriebene System concentrischer Kreise. Wir haben uns nun klar 
zu machen, welche Nullcurven dem zusammengesetzten Ausdrucke 
U, — u, =O entsprechen, Wir denken uns zu dem Zwecke die Fig. 1 
auf das System der Geraden G in Fig. 2 heraufgelegt und betrachten 
zunichst einen derjenigen Punkte P, in denen sich ein Kreis und eine 
Gerade schneiden. Durch diesen muss nach Gleichung (13) auch die 
neu entstehende Nullcurve hindurchgehen. 

Ferner kann zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten P in 
grosser Entfernung vom Windungspunkte die Nulleurve nur wenig von 





———————— 
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1 
der Geraden G abweichen, da w, wegen des Factors  * klein ist im 
Verhiltniss zu wu. Die neue Nulllinie wird daber nur wenig nach 
derjenigen Seite hiniibergezogen, wo u, und u, dasselbe Vorzeichen 
haben und wird sich im Uebrigen um die Gerade G herumschlingeln, 
indem sie alle Punkte P, welche auf derselben Geraden G liegen, der 
Reihe nach durchliuft. 

Es wiire aber méglich, dass die Nulllinien in grésserer Nahe an 
dem Windungspunkte von den betr. Geraden G soweit abgelenkt 
wiirden, dass sie zwei Punkte P verbinden, die urspriinglich auf ver- 
schiedenen Geraden G gelegen sind. Thatsiichlich ist dieses nicht der 
Fall. Betrachten wir nimlich eine derjenigen Geraden G’, welche in 
der Mitte zwischen zwei aufeinanderfolgenden Geraden G verliuft. 


Auf diesen hat uw, den Werth + 1 oder — 1. Dagegen hat |w,| den 
Werth > wo t= rE cos Cs op 7) ein echter Bruch und 1:7’ nach 
(7) kleiner als 2//¢, also jedenfalls auch ein echter Bruch ist, sofern 
wir tiberhaupt nur eine verniinftige Genauigkeit vorschreiben. Mithin 
ist |u| << 1 und wu, — uw, kann lings der Geraden G’ nirgends ver- 
schwinden. Die entstehenden Nullcurven kénnen also auch in geringerem 
Abstande vom Windungspunkte die Geraden G’ nirgends kreuzen. 
Sie schliessen sich im Wesentlichen an den Verlauf' der Geraden G an 
indem sie alle Punkte P der Reihe nach durchlaufen und fiihren 


von hier Elongationen aus, die kleiner sind als q und die sich tiberdies 


um so mehr abflachen, je weiter sich die Nullcurve vom Windungspunkte 
entfernt. Wir iiberdecken demnach in Fig. 2 das obere Blatt mit einem 
solehen Systeme geschlingelter Curven, wobei wir jedoch jede Null- 
curve nur bis an den Uebergangsstreifen heran ausziehen diirfen. 

Was nun die Uebergangsgebiete betrifft, so miissen wir auf die 
exacte Formel (5) recurriren. Hier kénnen wir zuniichst die Schmnitt- 
punkte der Nullinien mit der Axe unserer Parabel leicht auffinden. 
Auf der Parabelaxe ist nimlich y = -+ 2, also 70. Die Schnitt- 
punkte sind daher gegeben durch die Gleichung 


Re(u) = cos **"— 0 oder r—44™4  (m=0,1,2,...). 


Diese Nullpunkte (Q,,) folgen einander in dem constanten Abstande 


und zwar findet man im ersten und zweiten Blatte dieselben Punkte 
@m- In jedem dieser Punkte hat die bez. Nulleurve eine Ecke. Es 
ist nicht schwer, die Grésse dieser Ecke aus Gleichung (5) zu ermitteln. 
Fiir die Tangente des halben Winkels derselben ergiebt sich die Formel 


x m+ ‘im ersten, — x y *=+ + im zweiten Blatte. Die Ecken 
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sind also im ersten und zweiten Blatte nach der entgegengesetzten 
Seite geéffnet; ibr Winkel nihert sich mit wachsender Entfernung vom 
Windungspunkte mehr und mehr einem Flachen. 

Nun miissen doch die in Q,, zusammenstossenden Aeste der Null- 
curve in irgend eine der ausserhalb des Uebergangsgebietes bereits 
eruirten Nulleurven iibergehen. Wir stellen eine solche Verbindung 
zwischen den Kcken Q,, und den vorher gezeichneten aufeinander- 
folgenden Nullcurvenstiicken in Fig. 1 und 2 in willkirlicher Weise 
her, ohne uns um die Gestalt der Verbindungslinien im Einzelnen zu 
kiimmern. Dadurch ist die Zeichnung des Niveaucurvensystems voll- 
stindig geworden. 

Beim Vergleich der Fig. 1 und 2 sieht man noch, dass sich die 
Nulleurven des einen Blaties stetig und mit stetiger Tangente in die 
des anderen Blattes fortsetzen. Die vorher genannten Ecken sind also 
nur scheinbare und nur dadurch entstanden, dass die Geraden » = 
und » = — a, welche auf der Riemann’schen Fliche verschieden sind, 
in den Figuren zusammenfallen. 

Beschreiben wir nunmehr den Gesammtverlauf einer Nulleurve im 
‘ersten und zweiten Blatte, wobei wir eine solche herausgreifen mdgen, 
welche die Parabelaxen schneidet. Wir beginnen im Unendlichen des 
ersten Plattes oberhalb der Parabelaxe. Die Nulleurve schmiegt sich 
zunachst der Geraden G unendlich nahe an, oscillirt dann um diese 
herum und zwar mit um so stirkeren Elongationen, je niher sie dem 
Windungspunkte kommt. Beim LEintritt in den Uebergangsstreifen 
wird sie nach dem Windungspunkte hingezogen. Nachdem sie die 
Parabelaxe in einem der Punkte Q,, geschnitten hat, tritt sie in 
das zweite Blatt ein und umliuft den Windungspunkt auf einem 
Kreise, Bei ihrem zweiten Kintritt in das Uebergangsgebiet entfernt 
sie sich etwas vom Windungspunkte und gelangt im Punkte Q, 
wieder in das erste Blatt zuriick, wo sie mit abnehmenden Oscilla- 
tionen im Grossen und Ganzen der Richtung der Geraden G folgt 
und unterhalb der Parabelaxe sich in’s Unendliche verliuft. Diejenigen 
Nulleurven, welche die Parabelaxe nicht schneiden, zeigen einen 
einfacheren Verlauf, indem sie den Windungspunkt nicht um- 
kreisen. 

Dies der Schwingungszustand zur Zeit ¢=0. Wollen wir uns 
nun auch die Abhdngigkeit desselben von t veranschaulichen, wie sie 
durch die Formel (11) gegeben wird, so brauchen wir die Rechnung 
nicht von neuem durchzufiihren. Wir haben uns vielmehr nur das 
soeben gezeichnete Nullcurvensystem in der Richtung der abnehmen- 
den x wandern zu denken und kénnen die Veranderungen, welche mit 
einer einzelnen Nullcurve bei wachsendem ¢ vor sich gehen, direct 
folgendermassen beschreiben: Zu Beginn der Zeit schneidet unsere 
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Nullcurve die Einfallsrichtung ~=0 im Unendlichen des ersten Blattes; 
sie erscheint hier als eine gerade Linie G. Bei der Anniaherung an 
den Windungspunkt zeigt sie periodisch sich wiederholende Verzerrungen, 
welche in den dem Windungspunkt zuniichst gelegenen Theilen am 
stiirksten sind. In dem Momente, wo sie den Windungspunkt passirt, 
artet die Verzerrung in eine Spitze aus, die sich dann weiterhin in eine 
Schleife auflést. Der im zweiten Blatt gelegene Theil der Schleife hat 
die Gestalt eines Kreises, wiihrend die beiden in’s erste Blatt hintiber- 
reichenden Enden der Schleife sich einer G-Geraden mehr oder minder 
anschmiegen. Beim Fortschreiten wandert der Doppelpunkt auf der 
Parabelaxe von dem Windungspunkte fort, wiahrend die Enden mehr 
und mehr die Gestalt einer zur Parabelaxe senkrechten Geraden an- 
nehmen und die Rundung der Schleife grésser und grésser wird. 

Alles, was hier iiber die Gestalt der Nullcurven gesagt ist, gilt 
natiirlich nur bei Beschrinkung auf die einmal festgesetzte Genauigkeit. 
Die Verhiltnisse liegen hier aber insofern besonders giinstig, als wir 
das Gesagte, auch wenn man eine gréssere Genauigkeit von uns ver- 
langt, im Wesentlichen aufrecht erhalten kénnen. Wir miissen dann 
nur unser Uebergangsgebiet entsprechend vergréssern und unsere 
numerischen Aussagen auf einen entsprechend kleineren Theil der 
Riemann’schen Fliche beschrinken. Wird allerdings eine absolute 
Genauigkeit vorgeschrieben, so gelten sie fiir keinen im Endlichen 
gelegenen Theil der Fliiche mehr. 

Bemerken wirfnoch zum Schluss ausdriicklich, dass der Schwingungs- 
zustand im ersten und zweiten Blatte einen wesentlich verschiedenen 
Charakter hat; wihrend wir die Lichtbewegung im ersten Blatte an- 
nihernd mit einer ebenen Welle vergleichen kénnen, hat die Licht- 
bewegung des zweiten Blattes viel eher mit einer Kugelwelle Aehulich- 
keit, welche von dem Windungspunkte auszugehen scheint. Es ist 
beinahe so, als ob von der Schwingungsenergie des ersten Blattes ein 
wenig durch den Windungspunkt hindurch in das zweite sickert und 
dort, ahnlich wie ein Stein auf einer Wasserfliiche, ein System kreis- 
formiger Wellenringe erregt. 


Alle diese Dinge werden im nachsten Paragraphen reale Bedeutung 
gewinnen. . 


§ 8. 
Anwendung auf die Diffraction. 


Wir behandeln in diesem Paragraphen das folgende einfachste 
Beugungsproblem: Es sei im Raume ein unendlich diinner, vollkommen 
undurchsichtiger, geradlinig begrenzter, ebener Schirm S vorhanden, 
dessen Kante die z-Axe bildet. Man lisst in einer zur Schirmkante 
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senkrechten Ebene paralleles Licht*) auffallen. Es soll in jedem Punkte 
des Raumes der Schwingungszustand ermittelt werden. 

Wir zerlegen mit Herrn Poincaré**) den Zustand in zwei ein- 
fachere, aus denen sich jener umgekehrt zusammensetzen lisst und 
charakterisiren diese in der Terminologie der electromagnetischen Licht- 
theorie folgendermassen: In dem einen Falle (a) ist die electrische, in 
dem anderen (b) die magnetische Schwingung tiberall der z-Axe parallel 
gerichtet. Da die Maxwell’schen Gleichungen fiir ein nichtleitendes 
Medium (in unserem Falle die Luft) vollkommen symmetrisch gebaut 
sind, so kénnen wir die ersten Gleichungen des § 1 eben sowohl als 
Differentialgleichungen fiir den elektrischen wie fiir den magnetiscben 
Vector ansehen, In beiden Fillen ergiebt sich vermége X = 0), 


Y = 0: oe =(. Der Zustand ist also von einer Coordinate (2) un- 


abhingig und wird von selbst zweidimensional. Die Differentialglei- 
chungen fiir X, Y, Z reduciren sich, wenn wir von der Z-Componente 
zu der von ¢ unabhiingigen Function Z iibergehen, auf 
eZ &Z 27 
(1) >} Dy? +F?Z=0. 
Die Grenzbedingungen lings S aber lauten in beiden Fiillen ver- 


schieden. Wenn wir den Schirm mit Herrn Poincaré als vollkommenen 
Leiter voraussetzen, erhalten wir lings S 


Z-==0 im Palle (a), 


2 eZ ; 
( ) on = 0 ” ” (b). 


Wir fiigen in beiden Fiillen die Bedingung hinzu, dass Z iiberall 
endlich sein soll. 


Den vorstehenden Bedingungen kann man nun mit Hiilfe unserer 
mehrdeutigen Lésungen sehr leicht geniigen. Wir denken uns die 
xzy-Kbene liings S aufgeschnitten und eine zweite Ebene wechselweise 
daran befestigt. Fiir die so entstehende zweiblattrige Riemann’sche 
Fliche bildet S einen ,,natiirlichen Verzweigungsschnitt“; Verzweigungs- 
punkt ist der Durchstossungspunkt der Schirmkante mit der «y-Ebene. 


*) Diese Ausdrucksweise bedarf der Erliuterung. Wenn wir, wie iiblich, das 
Wort ,,paralleles Licht‘‘ durch die Function uw, von pag. 342 erkliiren, so miissen 
wir genau genommen sagen: Paralleles Licht ist bei Vorhandensein eines Schirmes 
unmdglich. Denn in dem parallelen Verlauf der Niveaulinien tritt eine durch S 
hervorgerufene Stérung ein. Wir werden aber aus physikalischen Griinden voraus- 
setzen diirfen, dass die gestiérte Function ebenso wie uw, tiberall endlich ist und 
sich im Unendlichen ibnlich wie wu, verhilt. Mehr soll mit dem obigen Ausdruck 
»paralleles Licht‘' nicht ausgesagt werden. 

**) Poincaré: Sur la polarisation par diffraction, Acta Math. b. 16, § 1. 
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Die beiden Blatter mégen wir als physicalisches Blatt und als Hiilfs- 
blatt unterscheiden. Das Azimuth m werde von S aus gezihlt, 
so dass im physikalischen Blatte 0 < » < 2a, im Hiilfsblatte 
—2a<qg <0 sei. Wir ziehen nun die zweiwerthige iiberall end- 
liche Lésung u aus § 5 heran, welche wir, um die Abhingigkeit von 
der Kinfallsrichtung o — qg’ hervortreten zu lassen, u(g’) schreiben 
mégen und bilden: 


P Z = u(g’) — u(—q’) im Falle (a), 

©) Z= u(9’) + u(— 7) ” ” (b). 

Dann wird, wie aus Symmetriebetrachtungen hervorgeht, fir g — 0 
und gm = 2z im Falle (a) Z = 0, im Falle (b) cf == 0. Ferner geniigt 
Z der Differentialgleichung (1) und der Bedingung iiberall endlich zu 
sein. Wir haben also in den Gleichungen (3) die Lésung unseres 
physicalischen Problems vor uns. Die von dem Schirme S hervor- 
gerufenen Beugungserscheinungen, so kénnen wir sagen, sind weiter 
nichts als ,,Interferenzerscheinungen“ zwischen den Wellenbewegungen 
u(g’) und u(— gq’), von denen die eine in der Richtung gm = q’ des 
physicalischen, die andere in der Richtung g = — q’ des Hilfs- 
blattes einfalit. 

Wihrend wir im vorigen Paragraphen eine einzelne derartige 
Welle untersuchten, haben wir uns jetzt denjenigen Zustand klar zu 
machen, der aus der Superposition von zwei solchen Wellen entsteht. 
Wir markiren zu dem Zwecke zuniichst die Verlingerung der beiden 
Kinfallsrichtungen, d. h. die Halbstrahlen p= q’ + a und p=— ’ +2. 
Man bezeichnet den ersteren in der Optik als Grenzlinie des geo- 
metrischen Schatiens; wir wollen sagen: des geometrischen Schattens 
erster Art. Den letzteren nennen wir entsprechend Grenzlinie des 
geometrischen Schattens zweiter Art. 

Diese Bezeichnungen haben jedoch-eine directe Bedeutung nur 
in dem extremen Falle der geometrischen Optik, wo die Wellenlinge 
geradezu gleich Null, unsere Constante k also unendlich wird. In diesem 
Falle wird unsere Function «, wie man aus Gleichung (5), pag. 359 
unmittelbar abliest, auf der einen Seite der Schattengrenze gleich Null, 
auf der anderen Seite gleich der eindeutigen Lésung u,. Nur dieser 
Grenzfall entspricht der landliufigen Ansicht von der Natur des 
Lichtes, nach welcher es hinter einem undurchsichtigen Kérper dunkel 
ist und seitlich die Lichtbewegung so vor sich geht, als ob der Kérper 
nicht vorhanden wire. Fiir uns, die wir die Wellenliinge als endliche, 
wenn auch kleine Grésse voraussetzen miissen, wird der Begriff 
Schatten“ iiberhaupt illusorisch und das Wort ,,Schattengrenze‘ be- 
deutet fiir uns nur eine Linie, lings welcher eine Niherungsformel 
ihre Giiltigkeit verliert und durch eine andere ersetzt werden muss. 


24° 
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Wir sondern ferner zwei Uebergangsstreifen S, und S, je durch 
eine Parabel ab, welche bez. die Schattengrenze erster und zweiter Art 
zur Axe hat und welche durch die Gleichung (8), pag. 360 gegeben 
ist. Dabei bedeutet ¢ die bei der Berechnung der Beugungserscheinungen 
vorgeschriebene Genauigkeit, wie 
sie sich etwa aus der Genauigkeit 


\° dite der Beobachtungen ergiebt.*) 
Das physikalische Blatt zerlegt 
‘ sich so in 5 Gebiete, die wir der 
4 ( acim Reihe nach mit (1, 1), (S,), (1, 2), 


(S,), (2, 2) bezeichnen. Die Be- 
zeichnungen (1,1), (1,2)... sind 
so gewahlt, dass sie an die Benen- 
nungen 1's und 2'*s Blatt des vorigen 
Paragraphen ankniipfen und an- 
\. geben, ob wir das betr. Gebiet zum 
l'= oder 2' Blatte der Function 
Sf ‘Po-9" u(y’) bez. u(—g’) zu rechnen haben, 
, wobei sich z. B. in (1, 2) die erste 
Zahl aufu(g’), die zweite auf u(—gq’) 
bezieht. Daraus folgt unmittelbar, welche Anniherungsformeln wir in 
den verschiedenen Gebieten anzuwenden haben. Wir haben namlich 
fiir «(p’) in den Gebieten (1, 1) und (1,2) die Formel (10), in dem 
Gebiete (2, 2) die Formel (9), fiir u(— g’) dagegen in (1, 1) die 
Formel (10), in (1,2) und (2, 2) die Formel (9) von pag. 361 zu be- 
nutzen. Gehen wir noch von der Hiilfsfunction Z zu der Schwingungs- 
2nit 
componente Z= ne (¢ . z) iiber, so erhalten wir fiir Z die folgen- 
den Naherungsformeln: 


in (2, 2) x cos [2"(7— *) + i] y? thy " ip 
2 


cos 


‘423 ™ JS 


y-- ~-——— + 


Fig. 5. 


2 


‘ r P t 1 r ¢t a|,/i 
in (1,2) cos 2z G cos (p—g’) + ‘) + 7, cos [ex(2 —*) aa “ly . 
mae 
cos PEP cog PH 
*) Der Fig. 5 liegen folgende Verhiiltnisse zu Grunde: 14=5.10~4™" 
(D-Linie), «= 3.10~*. Die Begrenzungsparabeln von S; und S, werden so 
schmal, dass sie nur noch angedeutet werden konnten. Der Abstand ihrer Scheitel 
vom Windungspunkte ist ungefiihr e = a". Fiir das Gebiet S,’ (vgl. pag. 372) 
ergiebt sich e’ = 1™™, 


| 
| 
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in (1, 1) cos 2x(t cos(g — gp’) + ‘) + cos 2n(7 cos(@+q’) +4) 
1 
+ 7,0 [2a(7—)+ ‘V2 on om a 


Dabei gelten die oberen Zeichen im Falle a), die unteren im Falle b). 
An diese Formeln kntipfen sich einige interessante Bemerkungen an. 
Betrachten wir zunichst das Gebiet (2, 2) (das Gebiet des geo- 

metrischen Schattens, wie man gewodhnlich sagt). Die Lichtbewegung 

triigt hier durchaus den Charakter derjenigen, welche im vorigen 

Paragraphen als Wellenbewegung des zweiten Blattes beschrieben 

wurde. 

In der Sprache der geometrischen Optik*) wiirde man die Formel 

(2, 2) folgendermassen deuten: Von dem Windungspunkte r = 0 aus 

pflanzen sich nach allen Seiten innerhalb des Gebietes (2,2) Strahlen in 

der Richtung des Radiusvector fort, gerade so als ob der Windungs- 
punkt ein leuchtender Punkt wire. 
Der Schwingungszustand im einzelnen Strahle ist, wie bei einer 


gewohnlichen ebenen Welle gegeben durch cos [2x(¢ — “) 4 |, wo 
der Term 0 = die Phase des Lichtes bestimmt. Die Amplitude des 


Lichtes nimmt mit wachsendem r ab wie yj: , also in demselben Ver- 


haltniss wie nach der Auffassung der geometrischen Optik das Licht 
eines leuchtenden Punktes in einem ebenen Problem. Die Amplitude 
ist im Allgemeinen sehr gering wegen des Factors /4, sie wechselt 
iiberdies mit der Richtung des Strahles nach dem Gesetz 


{— . . 
cos ? + ? 08 2 


So wiirde die stall Optik sagen und ebenso fasst unser Auge 
die Sache auf, wie denn iiberhaupt unsere Sehnerven genau auf die Be- 
griffe der geometrischen Optik eingespielt zu sein scheinen. Unser 
Auge schreibt die Strahlen wirklich einer Lichtquelle zu, welche in dem 
Windungspunkte supponirt wird, a, h. der Schirmrand erscheint, vom 
Gebiete des geometrischen Schattens aus gesehen, als feine leuchtende 
Linie. Das ist natiirlich eine optische Tifiuschung. In Wahrheit giebt 
es im Windungspunkte keine Unendlichkeitsstelle. Der Fehler riihrt 
daher, dass das Auge die analytische Fortsetzung der Naherungsformel 





*) Ich wende dieses Wort in etwas erweitertem Sinne auf jene ganze Be- 
trachtungsweise an, welche den optischen Zustand in einzelne sich unabhingig 
fortpflanzende Strahlen zerlegt. 
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(2, 2) tiber die Uebergangsparabel hinaus bildet, was nicht erlaubt ist. 
Das Auge sollie die analytische Fortsetzwng nicht von der Néherungs- 
formel, sondern von der exacten Formel bilden. 

Vom Standpunkte der geometrischen Optik ist die merkwiirdige 
Lichtvertheilung im Gebiete (2,2) ein Ausnahmezustand, dessen Auf- 
treten man als Beugung bezeichnet. Wir kénnen, wenn wir wollen, 
diesen Namen annehmen und sagen: Im geometrischen Schatten be- 
findet sich gebeugtes Licht. 

Gehen wir nun zum Gebiete (1, 2) tiber. Hier zerlegt sich unsere 
Niherungsformel in 2 Terme. Der erste hat genau die Gestalt einer 
ebenen Welle; er kann auch so geschrieben werden: 

z cos gy’ sin gy’ t 
cos 2 (Zee fysne = ) 
Dieser Term stellt dasjenige Licht dar, welches wir erzeugen wollten, 
wenn wir sogenanntes paralleles Licht auf den Schirm auffallen liessen, 
welches wir aber nicht erzeugen konnten wegen der Anwesenheit des 
Schirmes. Der zweite Term hat dieselbe Gestalt, wie Formel (2, 2). 

Die geometrische Optik wiirde in diesem Gebiete von zwei Lichtarten 
sprechen, von einfallendem und von gebeugtem Licht. Das erstere wiirde 
sie in Strahlen zerlegen, welche alle parallel laufen, das zweite in 
solche, welche im Windungspunkte convergiren. Ebenso sieht auch 
unser Auge die Sache an. Wenn es sich auf Unendlich accomodirt, 
erkennt es nur das Licht des ersten Terms; wenn es sich auf den 
Windungspunkt accomodirt, sieht es nur den zweiten Term und meint 
den Schirmrand leuchten zu sehen. Da sich in unserer Theorie die 
beiden Terme so glatt von einander absondern, kénnen wir sie auch 
mit besonderen Namen belegen und den ersten einfallendes, den zweiten 
gebeugtes Licht nennen. 

Im Gebiete (1, 1) endlich sondert sich unsere Niherungsformel in 
drei verschiedene Terme. Die beiden ersten haben die Gestalt von ge- 
wohnlichem parallelen Lichte. Das parallele Licht des ersten Termes 
hat die Einfallsrichtung go = g’, das des zweiten die Richtung 
@=—gq’. Die geometrische Optik wiirde den ersten Term als ein- 
fallendes, den zweiten als reflectirtes, den dritten als gebeugtes Licht 
bezeichnen. Bei dem Sehvorgange sondern sich diese Terme ebenso 
von einander ab, wie in unseren Formeln. 

Im Grunde ist unsere Auffassung selbstverstandlich die, dass unsere 
Function ebenso wie der physikalische Zustand, den sie darstellt, etwas 
Einheitliches ist, welches durch die im Probleme liegenden Rand- 
bedingungen bestimmt wird. Wenn wir einzelne Bestandtheile desselben 
herausgreifen und mit besonderen Namen belegen, so geschieht dieses 


nur der Bequemlichkeit wegen und dient kaum dem Verstandniss 
des Ganzen. 
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Die Formeln von p. 368, 369 sind im Wesentlichen genau diejénigen 
des Herrn Poincaré*). Das Merkwiirdige dabei ist, dass bei Herrn 
Poincaré die urspriingliche Problemstellung eine ganz andere ist, wie 
bei uns. Er denkt sich nimlich das Licht durch eine Linse auf den 
Schirmrand concentrirt, anstatt wie wir eine im Unendlichen ebene Welle 
auffallen zu lassen. Ferner rechnet Herr Poincaré von Anfang an mit 
Niherungsformeln, indem er héhere Potenzen von A vernachilissigt. 
Dadurch geht aber das Criterium fiir den Giiltigkeitsbereich der 
Naherungsformeln verloren und es entsteht die Schwierigkeit**), dass 


———- cos - 2: 


grenze erster bez. zweiter Art Unendlichkeitsstellen ergeben, welche 
physikalisch unméglich sind. Diese Schwierigkeit findet durch unsere 
Theorie ihre vollstindige Erledigung. Denn wir wissen, dass die Giiltig- 
keit der Poincaré’schen Formeln nur bis an die Parabeln, nicht bis 
an die Parabelaxen heranreicht. 

Wir wenden uns schliesslich zu den Uebergangsstreifen , insbeson- 
dere zu dem Gebiete S,. Hier miissen wir auf die exacte Formel (5) 
von pag. 359 recurriren. Um Anschluss an Kirchhoff’s Optik zu gewinnen, 
wollen wir die Functionen einfiihren: 


M(x) = | cos (a? — 1?) dt = ne(o f gt dr) . 


N(x) = f sin (a?—t*)dt = Ym (c= | edn). 


Die Gleichung (5), pag. 359 kénnen wir auch so schreiben 
2nir te 


(4) u=e # +5 —_— 


; R 1 1 ; , 
sich ~~ der Factoren eens bez, — ote) der Schatten- 


Va 


Bilden wir nun im Falle a) und b) die Function Z aus Gleichung (3) 
2nit 

und weiterhin die Schwingungscomponente Z = Xe (, ‘ z) , so 

erhalten wir: 


Z = p= 008[2a(7 — +) ~ =] (“@(- 17) F M(-1,) 
+r sin[2a(7 — - £) T|(N(— 2) + N(- 1), 


tT 
— yftv om = / ane coa ets. 


» 


*) Poincaré: 1. c, p. 318. 
™*) 1. c. pag. 314. 
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Diese Gleichungen geben den exacten Ausdruck fiir den Schwingungs- 
zustand zu einer beliebigen Zeit und zwar natirlich nicht nur in den 
Uebergangsstreifen, sondern in allen Punkten der Riemann’schen Fliche. 
Wir berechnen daraus den Mittelwerth der Schwingungsenergie wihrend 
der Dauer einer Schwingung, die sog. ,,Intensitdt des Lichtes‘, d. h. 


Tat f aar 
t 


6) LOV+R), N= M(—7)FM(—T,), N=N(—T,)FN(—T)). 


Es ergiebt sich einfach 


Wir kénnen diesen Ausdruck fiir den gréssten Theil des Uebergangs- 
streifens S, durch einen einfacheren ersetzen, ohne die vorgeschriebene 
Genauigkeit zu beeintrichtigen. Zunichst sondern wir von S, den- 
jenigen Theil ab, der gleichzeitig zu S, gehért. In dem iibrig bleiben- 
den Theile (S,; —S,) kénnen wir M(— T,) und N(— T,) durch 
Niherungsformeln ersetzen. Entwickeln wir namlich das in (4) fungirende 
Integral nach Gleichung (6), pag. 359, so diirfen wir die Entwickelung 
mit dem ersten Gliede abbrechen und erhalten: 


a 

2Vx \7;| 
Ferner beschreiben wir ausser der Parabel, welche das Gebiet S, 
begrenzt und welche der Genauigkeit ¢ entspricht, eine zweite Parabel, 
welche der Genauigkeit «* entspricht und ein Gebiet S,' begrenzt. 
Thre Dimensionen sind nach Gleichung (8), pag. 360 bestimmt durch die 


Grosse ¢é = Giew - In allen Punkten, welche ausserhalb dieser Parabel 


M(- T,) = 0, N(— T,) — 


liegen, gilt die zu (7) pag. 360 analoge Ungleichung: in < s oder 
2 

x1 a < é. Sondern wir von S, auch dieses Gebiet S,’ ab, so wird in 

7 2 


dem iibrig bleibenden Theile S, — S,’ auch N(— 7;,) fiir unsere Zwecke 


merklich gleich Null. Daher reducirt sich der Ausdruck fiir die Intensitat 
auf den folgenden; 


(6) 2a J = M?(— T,)+ N?(—7,), 
welcher in dem Gebiete S, — 8S, den wahren Werth bis auf eimen 
erlaubten Fehler richtig darstellt. 

Hiermit vergleichen wir den von Kirchhoff*) gegebenen Ausdruck : 
(7) CJ’ = M*(u) + N?(u). 
In diesem bedeutet C eine unbestimmt bleibende Constante, welche in 
die Maasseinheit der Intensitit aufgenommen wird und von der wir 





*) Kirchhoff: Math. Optik, 7 Vorlesung § 3. 
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absehen kénnen. Die Grésse u ist durch die Gleichung (11a) bei 
Kirchhoff definirt. Setzen wir darin, um auf die Bedingungen und 
Bezeichnungen unseres Problemes zu kommen: 


2, = 0c, % =r cos (p—g’ +2), 4, —rsin(g—gq +2), 
so ergiebt sich 
y2 a2 Sint (o— 9 +2) 


2 cos(p—q'+zn)’ 





wahrend bei uns ist: 

2 4rx 29—-Q 

pa oF =. 
Diese beiden Gréssen werden fiir die Grenze des geometrischen Schattens 
erster Art identisch. In der That, entwickelii wir sie nach aufsteigenden 


Potenzen der Grésse # = m — g’ + a, welche man als Beugungswinkel 
bezeichnet, so erhalten wir die Reihen: 


, 


ut = "(9247 4..,), 
T,? = "* (a ag 7+ % ), 


welche bis auf Glieder 4'** Ordnung exclusive iibereinstimmen. Wir 
schliessen daraus, dass wir in der Umgebung der Schattengrenze ein 
von Null verschiedenes endliches Gebiet abgrenzen kéunen, in welchem 
sich die Gréssen 7, und uw um weniger als eine beliebige endliche 
Grésse unterscheiden. Da die Ausdriicke (6) und (7) stetige Functionen 
von 7, bez von u sind, so diirfen wir ferner sagen: Wir kénnen 
in der Nihe der Schattengrenze ein von Null verschiedenes Gebiet 
abgrenzen, in welchem der Unterschied zwischen der Kirchhoff’schen 
Formel und unserer Formel unterhalb der erlaubten Fehlergrenze liegt. 
Da endlich unsere Forme! (6) von der exacten Formel in geniigender 
Entfernung] vom Windungspunkte (d. h. in solchen Punkten, die 
ausserhalb §,' liegen) sich um weniger als ¢ unterscheidet, so fahren 
wir fort: Die Kirchhoff’sche Formel giebt den wahren Werth der 
Intensitit in allen denjenigen Punkten mit geniigender Genauigkeit 
wieder, welche 1) geniigend nahe an der Schattengrenze liegen und 
2) geniigend weit von dem Windungspunkte entfernt sind. 

Wir kommen somit zu dem merkwiirdigen Resultat, dass wir die 
Ergebnisse der ilteren Beugungstheorie in gewissem Umfange bestatigen 
kénnen, wihrend wir die Methode, durch welche sie abgeleitet werden, 
als ganz unzulissig erkliren miissen. Dabei finden sich auch die Be- 
dingungen, welche soeben fiir die Giiltigkeit der Kirchhoff’schen Formel 
angegeben wurden, in der ilteren Beugungstheorie vor, nur dass sie 
dort’nicht wie hier numerisch pricisirt werden kénnen. In der That 
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macht die altere Beugungstheorie nur den Anspruch, die Beugungs- 
erscheinungen in unmittelbarer Nihe der Schattengrenze und in sehr 
grosser Entfernung vom Schirmrande richtig darzustelllen. 

Das Giiltigkeitsgebiet der Kirchhoff’schen Formeln ist hiernach 
nur ein sehr kleines; ausserhalb desselben werden sie merklich falsch, 
Hier treten vielmehr die Poincaré’schen Formeln in ihr Recht. Indem 
unsere Theorie die einen und die anderen als jeweils geeignete 
Approximationen der exacten Formeln erscheinen lisst, bildet sie die 
Briicke zwischen jenen beiden Theorieen und weist beiden ihren be- 
schrinkten Giiltigkeitsbereich zu. 

Die Frage nach der experimentellen Bestdtigung unserer Theorie 
kénnen wir hiernach mit einem Worte erledigen. Linerseits haben 
sich die Kirchhoff’schen Formeln bei Beobachtungen unter kleinem 
Beugungswinkel vielfach bewahrt; andererseits vergleicht Herr Poincaré 
seine Formeln mit den unter grossen Beugungswinkeln angestellten 
Beobachtungen von Gouy und findet im Wesentlichen eine Bestitigung 
derselben. In demselben Umfange, d.h. sowohl fiir kleine als fiir grosse 
Beugungswinkel wird also auch unsere Theorie durch die Erfahrung 
bestétigt. 

Ganz besonders eignen sich zu einem Vergleich mit unserer Theorie 
die Beobachtungen des Herrn Maey, welche sich durch Kinfachheit 
des Beobachtungsarrangements und durch Genauigkeit der auch quanti- 
tativ durchgefiihrten Messungen auszeichnen*). Hierauf, sowie auf 
weitere physikalische Consequenzen gedenke ich an anderer Stelle ein- 
zugehen. Ferner hoffe ich demniichst auch solche Lisungen der 
Differentialgleichung Au + k?u = 0 mittheilen zu kénnen, welche auf 
einer Riemann’schen Fliche mit zwei im Endlichen gelegenen bez. mit 
unendlich vielen Verzweigungspunkten eindeutig sind. Diese wiirden 
dann eine exacte Behandlung solcher Beugungserscheinungen gestatten, 
wie sie durch einen Spalt bez. durch ein Gitter hervorgerufen werden. 


Géttingen, im Sommer 1895. 


*) Vgi. Wiedemann’s Annalen 49, 1893. 
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Die Configuration (12,, 16,) und die zugehérige Gruppe von 
2304 Collineationen und Correlationen. 


Von 


Jutius Feper in Strassburg. 


A. Erzeugung und allgemeine Eigenschaften der Configurationen 
(12,, 16,) und (24,, 18,). 

(1.) Bekanntlich liegen die 12 Aehnlichkeitspunkte von 4 Kugeln 
zu je dreien auf 16 Geraden und zu je sechsen in 12 Ebenen, den 
8 Aehnlichkeitsebenen und 4 Centralebenen der Kugeln; diese 12 
Ebenen aber gehen zu je dreien durch die 16 Geraden und zu je 
sechsen durch die 12 Aehnlichkeitspunkte*). Die genannten 12 Punkte, 
12 Ebenen und 16 Geraden bilden somit nach der Reye’schen Be- 
zeichnung eine Configuration (12,, 16,). 

Jede Ebene, welche irgend einen Punkt dieser Configuration mit 
einer Cf.-geraden verbindet, ist eine Ebene der Configuration, und 
ebenso ist der Schnittpunkt irgend einer Cf.-geraden mit einer beliebigen 
Cf.-ebene ein Punkt der Configuration. Jede Cf.-ebene enthalt 4 Cf.- 
geraden, welche sich in den 6 Cf.-punkten der Ebene schneiden. Sie 
wird in ihren 4 Cf.-geraden von je zwei, insgesammt also von 8 Cf.- 
ebenen geschnitten; die drei iibrigen Cf.-ebenen schneidet sie in den 
Diagonalen des von ihren 4 Cf.-geraden gebildeten Vierseits und bildet 
mit ihnen ein Tetraeder A, dessen Kanten je 2 Cf.-punkte, und dessen 
Flachen je 4 und zusammen alle 16 Cf.-geraden enthalten. Da in 
einem Vierseit die 3 Diagonalen sich gegenseitig harmonisch theilen, 
so sind die 2 mit irgend einer Kante des Tetraeders A incidenten 
Cf.-punkte durch die auf dieser Kante gelegenen Eckpunkie von A 
harmonisch getrennt, Also: 

Die 12 Cf.-ebenen der Cf, (12,, 16,) lassen sich in 
3 Quadrupel theilen, von welchen jedes die Ebenen eines 
Tetraeders A bildet; die Cf.-punkte liegen zu je zweien auf 
den Kanten jedes der 3 Tetraeder A und trennen deren 


*) Vgl. Poncelet. Traité des propriétés proj. des figures, 1822, p. 409. 
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Eckpunkte harmouisch von einander. — Je zwei der Tetra- 
eder A liegen auf vierfache Weise bez. der Ebenen des 
dritten perspectiv, und die 3A bilden ein sog. ,desmisches‘ 
System.‘ *) 

Die 18 Kanten der Tetraeder A wollen wir mit Herrn Reye**) 
die ,,Diagonalen“ der Cf. (12,, 16,) nennen. 

Analog zu den vorstehenden Siatzen ergiebt sich: 

»Die Cf.-punkte der Cf. (12,, 16,) lassen sich in 3 
Quadrupel theilen, von welchen jedes die Eckpunkte eines 
Tetraeders A, bildet; die Cf-ebenen gehen zu je zweien 
durch die Kanten jedes der 3 Tetraeder A, und trennen 
deren Ebenen harmonisch. Je zwei der Tetraeder A, liegen 
auf vierfache Weise bez. der Eckpunkte des dritten per- 
spectiv, und die 3 A, bilden gleichfalls ein ,desmisches‘ 
System. “ 

Die Tetraeder A, haben auch die 18 Diagonalen der Cf. zu Kanten. 
Jede dieser Diagonalen ist incident mit zwei Eckpunkten und zwei 
Ebenen eines A sowohl wie eines A,; die 24 Ebenen, 24 Eckpunkte 
und 18 Kanten der 6 Tetraeder A und A, sind Elemente einer Cf, 
(24,, 18,), der ,,harmonischen“‘ Configuration. Die 18 Geraden dieser 
Cf. sind mit je 4 harmonischen Cf.-punkten und Cf.-ebenen incident. 

Fiir das folgende (2) ist die Bemerkung nicht unwichtig, dass 
zwei Gegenkanten eines Tetraeders A auch Gegenkanten eines A, sind, 
oder mit anderen Worten, dass die 4 auf zwei Gegenkanten eines A 
liegenden Punkte der Cf. (12,, 16,) die Eckpunkte eines A, bilden. 
Ware nimlich die Verbindungsgerade von zwei auf irgend welchen 
Gegenkanten eines A liegenden Punkten der Cf. (12,, 16,) eine Cf.- 
gerade, so ware die Verbindungsebene derselben mit einer der betr. 
Gegenkanten, d. h. mit dem zweiten auf dieser gelegenen Cf.-punkte, 
nach obigem eine Cf.-ebene; durch diese Kante ginge demnach ausser 
den zwei Cf.-ebenen, welche zum Tetraeder A gehéren, noch eine 
dritte Ebene der Cf. (12,, 16,), was aber nach einem friiheren Satze 
nicht der Fall ist. Wir wollen solche Diagonalen der Cf. (12,, 16,), 
welche Gegenkanten in je einem Tetraeder A und A, sind, ,,Gegen- 
diagonalen“ nennen. 

(2.) Verstehen wir iiberhaupt unter dem ,,Gegenelement“ eines 
Cf.-elementes das diesem in einem A oder A, gegeniiberliegende Ele- 
ment, so schneiden sich die Gegendiagonalen der 3 in einer Ebene « 
eines Tetraeders A oder A, gelegenen Diagonalen der Cf. im Gegen- 





*) Vgl. Reye, Acta Math. I, p. 99. — Cyparissos Stephanos, Bulletin des 
sciences math. et astr., 2° série t. III, p. 424. 1879. 
**) a. a. O. p. 98. 
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punkte von «. Da nun die 6 in irgend einer Cf.-ebene ¢ der Cf. (12,, 16,) 
gelegenen Cf.-punkte P paarweise auf den 3 mit ¢ incidenten Diago- 
nalen liegen, so gehen die Gegenebenen der 6 Punkte P paarweise 
durch die Gegendiagonalen der 3 Diagonalen, sie gehen sonach simmt- 
lich durch den Gegenpunkt von «. 

Diese Bemerkung setzt uns in die Lage, die Existenz einer polaren 
Correlation nachzuweisen, welche die 6 Tetraeder A und A, zu Pol- 
tetraedern hat. Eine polare Correlation 6, welche ein Tetraeder A 
zum Poltetraeder besitzt, ist festgelegt, wenn wir irgend einem Eck- 
punkte eines zweiten A seine Gegenebene «¢ als entsprechende Ebene 
zuweisen. Die Schnittpunkte der Ebene ¢ mit den Kanten des Pol- 
tetraeders A sind die 6 Cf.-punkte von ¢; diesen 6 Punkten entsprechen 
in 6 6 Ebenen, welche durch die resp, gegeniiberliegenden Kanten 
des Poltetraeders A und durch den Gegenpunkt von ¢ gehen; den 6 
Cf.-punkten von ¢ entsprechen somit in der Correlation 6 ihre Gegen- 
ebenen. Dass auch die tibrigen 6 Cf-punkte durch 6 in ihre Gegen- 
ebenen iibergefiihrt werden, folgt leicht aus den in (1) angefiihrten 
Siitzen. Die Correlation 6 besitzt also wirklich die 3 Tetraeder A, 
zu Poltetraedern, ebenso aber die 3A, weil deren Gegenkanten aus 
reciproken Polaren bestehen. Da die 12 Ebenen der 3A und die 12 
Kekpunkte der 3A, einer Cf. (12,, 16,) angehéren, so gehéren die 12 
Eckpunkte der A und die 12 Ebenen der A, gleichfalls einer Cf. (12,, 16, ) 
an. Die beiden Cff. (12,, 16,) gehen durch die polare Correlation 6 
in einander iiber und bilden zusammen die schon oben erwiahnte 
harmonische Cf. (24,, 18,). Diese beiden Cff. (12,, 16,), welche ihre 
Diagonalen gemeinsam haben, wollen wir ,,associirte‘ Configurationen 
nennen. 

(3.) Aus dem vorhergehenden ergeben sich ohne weiteres die 
folgenden zwei Erzeugungsarten von Cff. (12,, 16,):*) 

a. Man durchschneidet die 6 Kanten eines Tetraeders A durch 
eine Ebene ¢; die 6 Schnittpunkte bilden mit denjenigen 6 Kanten- 
punkten, die von ihnen durch je 2 Eckpunkte des Tetraeders harmonisch 
getrennt sind, die Punkte der Cf. Zu den 12 Ebenen der Cf. gehdren 
ausser den 4 Tetraederebenen und der Ebene «¢ die sieben Ebenen, 
welche von é durch je zwei Gegenelemente des Tetraeders harmonisch 
getrennt sind. 

b. Analog bilden die 6 Ebenen, durch welche die 6 Kanten eines 
Tetraeders A, aus einem Punkte P projicirt werden, mit denjenigen 
6 Ebenen, die von ihnen durch je zwei Tetraederfliichen harmonisch 
getrennt sind, die 12 Ebenen einer Cf. (12,, 16,); ihre 12 Cf.-Punkte 
bestehen aus den 4 Eckpunkten von A,, dem Punkte P und den 


*) Reye, a. a. O. p. 97, 98. 
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sieben Punkten, welche von P durch je zwei Gegenelemente des Tetra- 
eders harmonisch getrennt sind. 

Jede auf eine der vorstehenden Arten erzeugte Cf. (12,, 16,) kann 
durch Collineationen und ebenso durch Correlationen in sich selbst 
transformirt werden.*) Die Collineationen fiihren die zu der Cf, 
(12,, 16,) gehérigen 3 Tetraeder A in einander tiber. Mau kann nun 
zur Festlegung einer solchen Collineation den Ebenen eines A die 
Ebenen irgend eines A (und zwar auf 24 verschiedene Weisen) und 
ferner einer finften Cf.-ebene eine beliebige fiinfte als entsprechende 
Elemente zuweisen und erhilt demnach 576 = 3 . 24. 8 Collineationen, 
welche unsere Cf. (12,, 16,) in sich selbst iiberfiihren. Entsprechend 
giebt es 576 Correlationen, welche die Cf. in sich transformiren; diese 
fiihren die 3A in die 3A, iiber und umgekelhrt die A, in die A. 

(4.) Es lisst sich nachweisen**), dass auf die oben angegebenen 
Arten (3a, b) jede Cf. (12,, 16,) erzeugt werden kann. Dieser Nach- 
weis zeigt erstens, dass bei jeder Cf. (12,, 16,) die Verhiiltnisse so 
liegen, wie sie bis jetzt angegeben wurden, insbesondere dass jede 
Cf. (12,, 16,) in je 576 collinearen und 576 correlaren Riiumen 
sich selbst zugeorduet ist. Dann aber folgt aus jenem Nachweise 
sofort, dass jede Cf. (12,, 16,) durch 576 Collineationen und 576 Corre- 
lationen in jede andere iibergefiihrt werden kann. Wir sind somit 
berechtigt, die projectiven Kigenschaften einer ,,metrischen“ Cf. (12,, 16,), 
in welcher die Tetraeder A, eine ausgezeichnete Gestalt besitzen, auf 
jede Cf. (12,, 16,) auszudehnen. 

Von diesen metrischen Configurationen sind zwei besonders einfach, 
nimlich die Configurationen der reguliiren Hexaeder und Octaeder***), 
Die Wiirfelconfiguration enthilt ausser den 8 Eckpunkten eines Wiirfels, 
seinen 12 Kanten und 6 Flaichen noch den Mittelpunkt, die durch ihn 
gehenden 4 Diagonalen und 6 Diagonalebenen und die 3 unendlich 
fernen Kantenpunkte. Die reguliire Octaedercf. besteht aus den 
8 Flichen, 12 Kanten, 6 Eckpunkten, den 3 Diagonalebenen, den 
unendlich fernen 6 Punkten und 4 Geraden der Kanten und Flachen 
eines reguliren Octaeders, ausserdem gehdrt der Cf. noch die unend- 
lich ferne Ebene an. Uebrigens nennt Herr Reye jede Cf. (12,, 16,) 
eine Hexaeder- oder Octaedercf. Je eine Wirfel- und eine regulire 
Octaederconfiguration sind einander associirt. 

(5.) Folgende Bezeichnung der Cf.-elemente riihrt von Herrn 
Reye her: 


Sei i, k,l, m irgend eine Permutation der Ziffern 1, 2,3, 4. Wir 


*) Reye, a. a. O. p. 100. 
**) Ebenda p. 98. 
*#*) Ebenda p. 100, 
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bezeichnen dann die Punkte der Cf., die Eckpunkte der ‘l'etraeder A,, 
durch die Ziffernpaare ik (s. Fig.); unterscheiden wir die A,, ebenso 


wie die A durch oben angefiigte Indices 1,2,3, so nennen wir die 
Eckpunkte von: 


, A! Ai A; 
eZ. 


12 21 34 43 13 31 24 42 14 41 23 32. 
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Von den 12 Cf.-ebenen bezeichnen wir vier, die einem A angehoren, 
durch die Ziffern ¢ = 1, 2, 3,4; die tibrigen acht durch die Ternen ik] 
oder deren cyklische Permutationen. Es mégen die Ebenen der Tetraeder 
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A! A? AS 
bez. durch 
1234 234 143 124 132 432 134 142 123 
bezeichnet werden. 

Die Bezeichnung der Punkte und Ebenen der Cf. liisst sich so 
einrichten, dass die 6 Punkte ik, il, im, ki, li, mi in der Ebene i, 
die Punkte ik, il, im, lm, mk, kl in der Ebene kim =Ilmk = mkl 
liegen, und dass ferner die Punkte ik, il, im, ebenso aber die Punkte 
ik, li, mi mit einer Cf.-geraden incident sind. Dass diese Bezeichuungs- 
weise, welche wir acceptiren, méglich ist, kann man aus den Figuren 
ersehen*), und ergiebt sich auch aus der Erzeugungsart (3a), wenn 
wir die Ebenen des dort genannten A durch é, k,l, m und die 
Schnittpunkte seiner Kanten mit der Ebene « bez. durch ik, il, im, 
kl, lm, mk bezeichnen u. s. w. Die Ebene ¢« ist dann mit klm zu 
bezeichnen. 

(6.) Die 8 Eckpunkte von je 2 Tetraedern A, sind associirte 
Punkte, z. B. die 8 Eckpunkte der Tetraeder Ai und a. 

2 21 34 43, 13 31 24 42. 
Durch sie hindurch gehen nimlich die 3 Flichen II. O.: 


1) das Paar der Ebenen 234 und 143, 
2) das Paar der Ebenen 142 und 432, 
3) das Paar der Ebenen 2 und 3. 


Ueberhaupt gehen durch die genannten 8 Punkte diejenigen 6 Ebenen- 
paare, welche aus den mit irgend einer Kante des dritten Tetraeders 
A} incidenten Cf.-ebenen gebildet werden. Wir erhalten demnach 
3 Gruppen von associirten Punkten, von welchen jede die 8 Eckpunkte 
zweier A, umfasst, Die 8 Punkte jeder dieser Gruppen sind die 
Basispunkte eines Biindels von Fliichen II. O., und es ist leicht zu 
beweisen, dass jede beliebige Fliiche eines der so erhaltenen 3 Biindel 
das ‘Tetraeder A,, dessen Eckpunkte nicht zu den Basispunkten des 
Biindels gehéren, als Poltetraeder besitzt. Von diesen 3 Fliichen- 
biindeln behaupten wir: 

,,Die Punkte einer beliebigen Fliche irgend eines der 
Biindel sind paarweise conjugirt bez. des zweiten und ebenso 

des dritten Biindels.“ 
Zuniichst beweisen wir, dass jeder Kegel Il. O., welcher eine Ecke 
irgend eines A,, etwa den Punkt 12 von Aj, zum Mittelpunkt hat 
und die 4 durch ihn gehenden Cf.-geraden enthilt, sich selbst con- 


*) Die Figuren sind der Sfters erwiihnten Arbeit des Herrn Reye entnom- 
men; in der zweiten Figur sind die Eckpunkte der A durch die Ziffern bezeichnet, 
welche eigentlich den ihnen gegeniiberliegenden ‘l'etraederebenen zukommen. 
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jugirt ist in Bezug auf die beiden Flichenbiindel, welche ausser den 
Eckpunkten desselben Tetraeders Aj noch die Eckpunkte je eines 
zweiten A, zu Basispunkten besitzen. Einer der letzteren Biindel hat 
die Basispunkte 
12 21 34 43, 13 31 24 42, 
In Bezug auf ihn sind den Punkten einer Geraden g des genannten 
Kegels 12 die Punkte einer cubischen Raumeurve c¢* conjugirt, welche 
die Polaren von g bez. der Fiiichen des Biindels zu Sehnen hat.*) 
Da die Gerade g auf einer Fliiche dieses Biindels liegt, und folglich 
mit einer ibrer Polaren zusammenfiillt, so ist g selbst Sehne von c’. 
Diese cubische Raumeurve geht durch den sich selbst conjugirten 
Punkt 12 und durch die 4 Punkte 14, 41, 23, 32; denn letztere be- 
stimmen ja ein Poltetraeder der Fliichen des Biindels, und jeder von 
ihnen ist dem Schnittpunkt von g mit der gegeniiberliegenden Tetraeder- 
ebene conjugirt. Die Raumeurve c® wird daher aus 12 durch einen 
Kegel II. O. projicirt, welcher ausser g die 4 Cf.-geraden von 12 ent- 
hilt; dieser Kegel ist demnach mit dem obigen Kegel 12 identisch, 
d. h. die cubische Raumcurve c* liegt auf dem Kegel 12, und dieser 
ist sich selbst conjugirt bez. des erwihnten Biindels. Ebenso beweist 
man, dass die Kegel mit den Mittelpunkten 21, 34, 43, welche die 
durch diese Punkte gehenden Cf.-geraden enthalten, sich selbst con- 
jugirt sind in Bezug auf jeden der Biindel, welche ausser 12, 21, 34, 43 
noch die Eckpunkte von A? resp. Ai zu Knotenpunkten besitzen. 
Dasselbe gilt dann aber auch fiir die biquadratischen Schnittcurven 
jener Kegel, d. h. fiir siimmtliche durch die 8 Eckpunkte von Aj 
und Aj gehenden biquadratischen Raumeurven, folglich auch fiir die 
Flichen des Biindels, welcher diese 8 Eckpunkte als Knotenpunkte 
besitzt. Diese Sitze sind der Erweiterung fihig. So folgt z B. 
ohne weiteres: 
»4wei projective Biischel von Flichen II. O., welche 
zweien der obigen Biindel angehéren, erzeugen eine Fliche 
IV. O., deren Punkte paarweise conjugirt sind bez. des 
dritten Biindels.“ 

(7.) Da zwei associirte Cff. (12,, 16,), welche zusammen eine 
harmonische Cf. (24,, 18,) bilden, durch 576 Collineationen und 576 
Correlationen in sich selbst, durch ebensoviele projective Verwandt- 
schaften aber in einander tibergehen, so wird die harmonische Cf. 
durch 1152 Collineationen und 1152 Correlationen in sich selbst tiber- 
gefiihrt. Diese 2304 Collineationen und Correlationen sind die einzigen, 
welche die harmonische Cf. ungeiindert lassen. Das leuchtet sofort 
ein, sobald wir beweisen, dass die harmonische Cf. nur durch solche 


*) Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl. III, p. 136. 
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Collineationen oder Correlationen in sich selbst iibergeht, welche die 
beiden sie zusammensetzenden associirten Cff. (12,, 16,) in sich selbst 
oder in einander transformiren. Nehmen wir nun an, es ginge durch 
irgend eine Collineation, welche die harmonische Cf. in sich iiberfiihrt, 
irgend eine Ebene der einen Cf. (12,, 16,) in eine Ebene derselben 
Cf. itiber. In jeder dieser beiden Ebenen liegen 3 Diagonalen der 
Cf. (12,, 16,), und von den zweiten durch diese Diagonalen gehenden 
Ebenen dieser Cf. geht auch das eine Tripel in das andere iiber; es 
ergiebt sich dies daraus, dass die durch eine Diagonale gehenden Cf.- 
ebenenpaare zweier associirter Cff. (12,, 16,) einander harmonisch 
trennen und dahe rauch in ebensolche Ebenenpaare transformirt werden. 
Und so finden wir, dass ein A der einen Cf. (12,, 16,) in ein A derselben 
Cf. iibergefiihrt wird. Die 12 Ebenen der associirten Cf. aber werden 
durch die vorausgesetzte Collineation in einander transformirt, weil 
sie paarweise durch die Kanten der beiden eben erwihnten A gehen 
und durch deren Fliichen paarweise harmonisch getrennt werden. Also 
geht durch unsere Collineation die zweite Cf. und damit auch die 
associirte in sich selbst iiber. Also: 

,Jede Collineation, die eine harmonische Cf. in sich 
selbst transformirt, fiihrt die beiden die harmonische Cf. 
bildenden associirten Cff. (12,, 16,) entweder in sich selbst 
oder in einander tiber.“ 

Die harmonische Cf. ist daher nur auf 1152 Arten zu sich selbst 
collinear. 

Fiir die*Correlationen kann man auf ahnliche Weise das analoge 
Resultat ableiten; man kann aber auch den Satz benutzen: 

»Giebt es » und nur » Collineationen, und eine Corre- 
lation, welche ein Gebilde in sich transformiren, so giebt 
es auch » und nur ” Correlationen, welche das betr. Gebilde 
in sich iiberfiihren.“ 

Diese n Correlationen resultiren aus jener einen und den » Collineationen. 


B. Eintheilung und Beschreibung der 576 Collineationen, welche eine 
Cf. (12,, 16,) in sich selbst transformiren. 


(8.) Die 576 Collineationen, welche eine Cf. (12,, 16,) in sich 
selbst tiberfiihren , bilden eine Gruppe; denn das Product irgend welcher 
von ihnen ist offenbar eine Collineation mit derselben Eigenschaft 
und gehért somit zu jenen 576 Collineationen. Es liegt nun im Wesen 
einer solchen Gruppe, dass sie sich durch eine Anzahl ihrer Individuen, 
welche kleiner ist als ihr Grad, erzeugen liisst. Ehe wir jedoch hierauf 
eingehen, ist es unbedingt nothwendig, eine Beschreibung und Ein- 
theilung der 576 Collineationen zu geben. Von den Gesichtspunkten, 
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von denen aus man eine solche Eintheilung treffen kann, wihlen wir 
wohl einen der natiirlichsten, wenn wir die 576 Collineationen nach 
der Ueberfiihrung der A in einander eintheilen. Diese Eintheilung 
bietet sich von selbst dar, da man ja bei der Herstellung einer 
collinearen Verwandtschaft einem Tetraeder und einer zu ihm in all- 
gemeiner Lage befindlichen Ebene ein anderes Tetraeder und eine 
entsprechende Ebene zuweist. Bei der Darstellung der Collineationen 
bedienen wir uns der Cykeln homologer Punkte und Ebenen; zugleich 
stellen wir den Uebergang der A und ebenso der A, in einander 
cyklisch dar. Die 576 Collineationen lassen sich in beigegebener Tabelle 
(Seite 10 und 11) unterbringen, in welcher p, q, r die Ziffern 1, 2, 3 
in irgend einer Permutation bedeuten. 

Es liegt nicht in unserer Absicht, genau anzugeben, wie wir diese 
Tabelle aufgestellt haben, wir wollen sie nur rechtfertigen, und das 
nur insoweit, als wir sie spiiter benutzen werden. Wir wollen Auf- 
schluss dariiber geben, warum wir uns erlaubt haben, gewisse Colli- 
neationen in eine Abtheilung zu bringen, und fiir sie alle nur ein 
Beispiel als Typus derselben anzugeben. 

Nehmen wir z. B. die Abtheilung (IIy); das Beispiel derselben 


geht, wenn man die Zahlen 1, 2, 3, 4 durch die Buchstaben 4, k, l, m 
ersetzt, iiber in: 


a=i.kim. kimmlk. imliklilk imk ikm ilm 
= tkilim. kili mi. lnkm kil ml mk tk. 


Jede der Collineationen von (Il y) erhilt man nun wie folgt: 

Irgend eine Cf.-ebene, die wir ¢ nennen, geht durch die Collineation 
in sich selbst tiber; die 3 Cf-ebenen, welche mit ¢ zusammen ein A 
bilden, gehen terniir cyklisch in einander iiber; diese Ebenen sollen 
mit &,2,m bezeichnet werden, und der betr. Cykel sei (la). 
Schliesslich fiihrt die Collineation noch 2 Cf.-ebenen, klm und mlk, 
welche sich mit ¢ in einer Cf.-geraden schneiden, in einander tiber. Durch 
die vorstehende Beschreibung ist eine Collineation festgelegt und durch 
Abzihlung ergiebt sich, dass wir durch verschiedene Annahme der in 
der Beschreibung vorkommenden Ebenen im ganzen 

12.2-4— 96 
Collineationen erhalten, welche die Darstellung haben 
a =i, ktm. kim milk. 


Bezeichnen wir noch die Schnittpunkte der Ebene klm mit den Kanten 
ik, il, im, mk, kt, Um jenes Tetraeders A bez. durch ik, il, im, 
mk, kl,lm und die zweiten auf diesen Kanten liegenden Cf.-punkte 
bez. durch ki, li, mi, km, lk, ml (vergleiche (5)), so gehen die 3 Ebenen 
i, klm, mlk durch die Cf.-gerade ik il im; die letztere Ebene geht 
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Eintheilung der 576 Collineationen, welche 





Unter den 576 Collineationen 
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: darunter: nimlich: 
giebt es: 
a | 96 Collineationen 
| | alata. | 
| a+ as 
@ 16 Al. A?. AF. 
| | | 1. | die Identitit 
2. | 2. | 9hyperbolischinvolutorische | 
3. | 3. | 6elliptisch involutorische | 
6| | | 48.A?. Af AY. 
| | 2 P . 
| 1. | 1. | 12centrisch involutorische 
| | a. | 2, | 36 windschief hyperbolisch 
| | | 
quaterniire | 
| | | 
Y | 32 A? Af Ay. 32 planar terniire | 
i. | | | 288 Collineationen 
a. sk. | 
a | asAi. A? aX | 
| 1. 1. | 12centrisck involutorische 
|} |2 2. | 36windschief hyperbolisch 
| quaterniire 
6) 96 AP. AY Ay. | 
| 1. | 1. | 36 hyperbolisch involutorische | 
| 2. 2. | 36 planar quaterniire 
| 3. 3. | 72 windschief elliptisch | 
| | | quaterniire | 
| y | | 96 AP Af AY. | 96 halbplanar seniire 
m1. | 192 Collineationen | | 
| | AP AY af. | | 
| | | P } | 
«@ | 2A). A? a?. | 32 planar terniire | 
\ 8 | 96A?. Af AY. | 96halbplanar seniire 
y | eLar Af Ay. | 
:. | 1. | 16geschaart terniire 
| 
2. | 2. | 48halbgeschaart senire 
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eine Cf. (12,, 16,) in sich selbst tiberfiihren. 





zum Beispiel 





1.2.8.4, 234, 143, 124, 132, 432. 134, 142.123, 12, 21, 34. 43, 18. 31. 24,42. 14, 41. 23. 32. 
a | 12.8 4. 234. 143, 124. 132,432 123.1384 142. 12. 21.34.43. 138 42.31 24. 14 23.41 32. 
12.8 4, 234 143.124 132.432 134.142 1238. 12 21, 34 43. 18 24.31 42, 14 23.41 32 


1.2.3 4, 234.143 132. 124, 432,134 142,123, 12. 21.34.48. 13 14.31 41, 24 32,42 23. 
12 8 4. 234,143 124, 132, 482 123 184 142, 12 23 34 14, 21 32 43 41, 13 42.31 24. 


i) 


1,2 3 4, 234. 143 124 132. 432.134 142 123, 12 18 14.21 81 41. 34 42 23.48 24 32, 





1,2.8.4,. 234 142. 143 432. 124 134.132 128. 12 21, 34.43. 13 31,24,42, 14. 41.23 32. 
12.3 4. 234 432 124 123. 143 142 132 134. 12.21.34 43. 13 24 31 42. 14 32 41 23. 


ne | 1.2.3 4, 234 432.143 134.124 123.132 142, 12.21.34 43, 13 14.31 41. 24 28.42 32. 
1 2.3.4. 234 432 124 123.143 134 1382 142. 12.21.34 43. 13 32 31 23. 14 24 41 42, 
| 128 4. 234 432 124 142.143 123 132 134, | 12 32 34 14. 21 23 43 41. 13 24 31 42, 


vw 


1.2 3 4. 234 432.143 123 132 142 124 134, 12 13 14.21 31 41.34 24 23 43 42 32 





1.234 432. 2 124 123. 8 132 134. 4 143 142. 12.21 34 43, 13.31 42 24, 14.41 23 32, 
1 234 432, 2143 128 4124 142. 8 132 134. 


_ 
7) 


2 14,21 23 43 41 34 32. 13.31 42 24, 


1 234 432. 2143 184. 8 124 142, 4182 123. 12 14 13.21 23 24,34 32 31.43 41 42. 
1 143 123 2124 134. 8 234 432 4132 142. 12 24 41 21 31 23.34 13 14 43 42 32. 
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ausserdem durch die Cf.-punkte ml,lk, km. Es ist offenbar méglich, 
die noch unbenannten Cf.-ebenen entsprechend der in (5) angenom- 
menen Bezeichnungsweise zu bezeichnen. Dann haben die erwahnten 
46 Collineationen die gemeinsame Bezeichnung: 


a =i.kim. kim mlk. iml ikl ilk imk ikm ilm. 
= ik il im. ki li mi. lm km kl ml mk 1k. 
Allgemein ergiebt sich als erste Anmerkung zur Tabelle: 


, Die in irgend einer Abtheilung der Tabelle enthaltenen 
Collineationen lassen sich durch eine und dieselbe Bezeich- 
nung darstellen, welche mit der Bezeichnungsweise in (5) 
iibereinstimmt. “‘ 
Damit ist keineswegs gesagt, dass die Collineationen einer Abtheilung 
aus einer von ihnen durch blosse Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4 
oder der Buchstaben i, k, 1, m abgeleitet werden kénnen; das wiirde 
auch, wie das Beispiel (l@,) schon lebrt, nicht richtig sein. Wegen 
der in obiger Anmerkung angegebenen EHigenschaft sagen wir, die 
Collineationen einer jeden Abtheilung sind von demselben ,,Typus“ und 
- unterscheiden demnach unter den 576 Collineationen sechzehn Typen. 
» Wird die Bezeichnung der Cf. (12,, 16,) unter Be- 
achtung der in (5.) angegebenen Vorschrift geiindert, so 
stellt die alte Bezeichnung irgend einer jener 576 Collinea- 
tionen nach der Aenderung eine Collineation desselben 
Typus dar.“ 

Namlich jede mit den Angaben von (5.) tibereinstimmende Bezeich- 
nung ist vollstindig bestimmt, wenn wir die Ebenen eines A mit 
i,k,l,m und eine beliebige fiinfte Cf-ebene mit klm bezeichnen. 
In irgend einem Beispiele der Tabelle schreiben wir statt 1, 2, 3, 4 
bez. 7, k, 1, m und weisen zur Herstellung einer Collineation den 5 
Ebenen i, k, l, m, kim diejenigen Ebenen zu, welche in dem Beispiele 
auf sie folgen. Die erhaltene Collineation gehért sicher zu den 576 
Collineationen; ergiinzen wir ihre Bezeichnung, so stimmt diese genau 
mit der des Beispiels tiberein. Wollten wir das vollstindig durchfihren, 
so miissten wir uns genau derselben Arbeit noch einmal unterwerfen, 
die wir bei der Herstellung der Tabelle durchgefiihrt haben. 

(9.) In der Tabelle haben wir die Darstellung der Collineationen 
nur in Ebenen der A und in Punkten der A,, also in Elementen der 
Cf. (12,, 16,) gegeben. Bedenkt man aber, dass die Eckpunkte der 
A and die Ebenen der A, sich genau ebenso transformiren wie die 
ihnen gegeniiberliegenden Elemente der Tetraeder und bezeichnet man 
ein- fiir allemal das Gegenelement einer Ebene oder eines Eckpunktes a 
eines der Tetraeder durch @, so erhalt man offenbar die Darstellung 
einer Collineation in Eckpunkten der A und in Ebenen der A,, d.h. 
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in Elementen der associirten Cf. (12,, 16,), indem man jedes Element 
der Darstellung der betr. Collineation in Ebenen der A und in Punkten 
der A, oben mit einem Querstriche versieht. Man erkennt hieraus 
leicht, dass zu jeder Anzahl von Collineationen, die fiir eine Of. (12,, 16,) 
von demselben Typus sind, eine gleiche Anzahl von Collineationen 
gehért, welche in den Elementen der associirten Cf. von demselben 
Typus sind, 

Solche zusammengehirige Collineationen sind z. B. die 12 unter 
([B,) und die 12 unter (II@,) angegebenen Involutionen, ferner die 
36 quaterniren Collineationen von (If,) und die 36 von (Il@,), die 
32 terniren unter (ly) und die 32 terniren unter (III@), endlich die 
96 senaren Collineationen unter (Ily) und die 96 seniren unter (III £). 
Die tibrigen der 576 Collineationen sind in sich selbst reciprok, d. h. 
von demselben T'ypus in den Elementen der beiden Cff. Mit der Be. 
schreibung der Collineationen irgend eines Typus sind auch die zu- 
gehérigen Collineationen hinreichend erklirt. 

Die 9 hyperbolisch geschaarten Involutionen unter (I@,) haben je 
zwei Gegenkanten der 3 A (und A,) zu Involutionsaxen. In jeder der 6 
elliptisch geschaarten Involutionen entsprechen 2 Gegenkanten jedes 
der 3 A sich selbst, die anderen Gegenkanten entsprechen einander, 
Die sich selbst entsprechenden Diagonalen der Cf. sind natiirlich wind- 
schief und die auf jeder derselben liegenden Cf.-punkte sind einander 
zugewiesen. Von den 12 centrischen Involutionen unter (1f,) hat 
jede einen Eckpunkt der 3 A, zum Involutionscentrum und die ihm 
gegentiberliegende Tetraederebene zur Involutionsebene. In den 36 
quaternir cyklischen, windschief hyperbolischen Collineationen unter 
(1B,) entsprechen je zwei durch eine Diagonale der Cf. gehende Cf.- 
ebener sich selbst; die in jeder dieser beiden Ebenen ausserhalb der 
betr. Diagonale gelegenen 4 Cf.-punkte gehen quaternir cyklisch in 
einander iiber in der Weise, dass zugleich die beiden A,, welche jene 
Diagonale nicht zur Kante haben, in einander tibergefiihrt werden. 
Die Endpunkte jener Diagonale sowie die ihrer Gegendiagonale ent- 
sprechen einander involutorisch. 

Die unter (ly) gehdrenden 32 terniren Collineationen sind planar; 
die Doppelebenen einer jeden von ihnen gehen durch eine Cf.-gerade, 
deren Punkte einander terniir cyklisch entsprechen. Je 3 Cf.-punkte 
und Cf.-geraden, welche mit dieser Cf.-geraden in einer Cf.-ebene liegen, 
gehen terniir cyklisch in einander iiber. Die Doppelpunkte einer Colli- 
neation dieser Art liegen auf einer Cf.-geraden der associirten Cf. 

Die Axen einer der 36 hyperbolisch geschaarten Involutionen (I1£,) 
erhalt man, indem man die auf irgend einer Diagonale liegenden Cf.- 
punkte mit je einem der auf der Gegendiagonale gelegenen Cf.-punkte 
der associirten Cf. verbindet. Jede der 36 planar quaterniiren Collinea- 
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tionen (I[f,) hat ihre Doppelpunkte auf einer Cf.-Diagonale, ihre 
Doppelebenen aber gehen durch deren Gegendiagonale. 

In den 72 elliptisch quaterniren Collineationen (I1f,) entsprechen 
je ein A und ein A, sich selbst; ihre Quadrate sind identisch mit den 
6 elliptisch geschaarten Involutionen. Die 96 seniiren Collineationen 
(Ily) nennen wir halbplanar seniir, weil ihre Quadrate planar terniir 
cyklisch sind. Bei jeder von ihnen entspricht eine Cf.-gerade sich 
selbst, und deren Punkte gehen ternir cyklisch in einander tiber. Die 
Ebenen dieser Cf.-geraden sind durch die betr. Collineation involutorisch 
gepaart; zu den Doppelebenen ‘dieser Involution gehért eine Cf.-ebene, 
wirend die beiden anderen Cf.-ebenen der Geraden in einander tber- 
gehen. Die dritte Potenz einer solchen seniren Collineation ist eine 
centrische Involution; irgend 6 Punkte, welche in einer dieser Collinea- 
tionen einen Cykel bilden, liegen demnach zu je vieren in 3 Ebenen. 
In den 16 geschaart terniiren Collineationen (IIly,) entsprechen 4 
windschiefe Cf.-gerade sich selbst, und die auf diesen liegenden Cf.- 
punkte gehen, wie auch ihre iibrigen Punkte, ternaér cyklisch in 
einander tiber. Die Quadrate der 48 halbgeschaart seniiren Collinea- 
tionen (IIly,) endlich sind geschaart terniir; ihre Cuben aber sind 
identisch mit den 6 elliptisch geschaarten Involutionen (L«,). 

(10.) Aus der Tabelle entnehmen wir eine Eintheilung der 576 
Collineationen nach ihrer Art; wir definiren zunichst: 

Kine beliebige der 576 Collineationen heisst gerade oder ungerade 
bez. der Cf.-punkte (Ebenen), je nachdem durch sie eine gerade oder 
ungerade Permutation dieser Punkte (Ebenen) bewirkt wird. Die 576 
Collineationen umfassen dann: 


1. die Identitiat. 
2. 75 involutorische Collineationen, darunter 
a) 24 centrisch involutorische, von denen die eine Hialfte 
gerade in der Darstellung in Cf.-punkten, ungerade fiir 
Cf.-ebenen ist, wihrend es sich mit der anderen Halfte um- 
gekehrt verhilt. 
b) 36 hyperbolisch geschaarte, die in Cf.-punkten und in Cf.- 
ebenen ungerade sind. 
c) 9 hyperbolisch geschaarte, die gerade in Cf-punkten und 
in Cf.-ebenen sind. 


d) 6 elliptisch geschaarte, welche gerade fiir die Cf. punkte 
und die Cf.-ebenen sind. 


2 


3. 80 ternire Collineationen, worunter 
a) 64 planare, 
b) 16 geschaarte. 


Alle 80 sind gerade in der Darstellung in den Cf.-punkten und den 
Cf.-ebenen, 














ao 


ry Se 











Ueber die Configuration (12,, 16,) und die zugehérige Gruppe. 389 


4. 180 quaternare Collineationen, darunter 

a) 72 windschief hyperbolische, die zur Hilfte gerade fiir die 
Cf.-punkte, ungerade fiir die Cf.-ebenen sind; die andere 
Hialfte verhalt sich umgekehrt. 

b) 36 planare, die in Cf.-punkten und in Cf.-ebenen un- 
gerade sind. 

c) 72 windschief elliptische, fiir deren Darstellung dasselbe 
gilt wie fiir die planar quaterniren. 

5. 240 seniire Collineationen. 

a) 192 halbplanare, die zur einen Hilfte in Cf.-punkten un- 
gerade, in Cf.-ebenen gerade, zur anderen ungerade in Cf.- 
ebenen und gerade in Cf.-punkten sind. 

b) 48 halbgeschaarte, welche gerade in Cf.-punkten und in 
Cf.-ebenen sind. 

Man sieht, dass es unter den 576 Collineationen solche giebt, 


welche in Bezug auf die Cf.-punkte gerade — unter diesen wieder 
kommen gerade und ungerade Collineationeu hinsichtlich der Dar- 
stellung in Cf.-ebenen vor — und solche, die in den Cf-punkten 


ungerade sind; auch diese enthalten hinsichtlich der Darstellung in 
Cf.-ebenen gerade und ungerade Collineationen. Betreffend den geraden 
oder ungeraden Charakter zerfallen also die 576 Collineationen in 4 
Unterabtheilungen, und einfache substitutionentheoretische Betrachtungen 


ergeben, dass jede dieser Unterabtheilungen gleich viele, d. h. a = 144 


Collineationen umfasst. Von den 576 Collineationen sind also: 


I. 144 doppelt gerade, d. h. gerade in Cf.-punkten und Cf.-ebenen. 
II. 144 gerade in Cf.-punkten, ungerade in Cf.-ebenen. 
Ill. 144 ungerade in Cf.-punkten, gerade in Cf.-ebenen. 
IV. 144 doppeltungerade. 


Die erste Unterabtheilung bildet fiir sich allein, und mit jeder der 
folgenden Unterabtheilungen eine ausgezeichnete Untergruppe der 
Gruppe G,,, der 576 Collineationen. 

Wir kénnen die 576 Collineationen auch nach ihrem geraden oder 
ungeraden Charakter hinsichtlich der Transformation der A und A, ein- 
theilen. Nun ist eine terniire Collineation gerade in jeder Darstellung, 
also in den Cf.-punkten, Cf.-ebenen, den A und A,. Die 80 terniren 
Collineationen gehéren daher zur Abtheilung I der doppeltgeraden 
Collineationen. Die kleinste Untergruppe von G,,,, welche die 80 
ternaren Collineationen enthilt, ist die Gruppe der 144 doppeltgeraden 
Collineationen. Daraus folgt sofort, dass die doppeltgeraden Collinea- 
tionen auch doppeltgerade fiir die A und A, sind, Eiue centrische 
Involution des Typus (1f,) ist gerade in Cf.-punkten, ungerade in 
Cf.-ebenen, gerade fiir die A und ungerade fiir die A,. Multipliciren 
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wir also die 144 doppeltgeraden Collineationen mit einer centrischen 
Involution des Typus (18,), so erhalten wir die 144 Collineationen, 
welche gerade in Cf.-punkten und ungerade in Cf.-ebenen sind, und 
wir finden, dass dieselben gerade in den A, ungerade in den A, 
sind u, s. w. Also: 

Die Collineationen der Gruppe G,,,, welche gerade 
resp. ungerade in Cf.-punkten sind, sind auch gerade resp. 
ungerade in den A, und die Collineationen, welche gerade 
resp. ungerade in Cf.-ebenen sind, sind auch gerade resp. 
ungerade in den A, .“ 


C. Die Gruppe G,,, der 576 Collineationen; ihre Zerlegung und 
Zusammensetzung. 


(11.) Die Gruppe G,,, der 576 Collineationen ist einfach transitiv, 
weil es in ihr Collineationen giebt, die eine beliebige Cf.-ebene resp. 
einen beliebigen Cf.-punkt in eine beliebig angenommene Cf.-ebene 
resp. einen beliebigen Cf.-punkt iiberfiihren; die Gruppe ist imprimitiv *), 
da sich die Cf.-ebenen und die Cf.-punkte in je 3 Quadrupel theilen 
lassen, welche bei den 576 Collineationen theils ihre 4 Elemente unter 
sich permutiren, theils in einander iibergehen. Wir wollen nun die 
Gruppe G,,, als Erzeugniss méglichst weniger ihrer Individuen dar- 
stellen; zu dem Ende suchen wir zunichst Untergruppen von G,,, auf, 
und zwar ist es am zweckmiissigsten, Reihen der Zusammensetzung**) 
von G,,, zu bilden, da man dann aus jeder zu irgend einer Reihe 
gehérenden Gruppe durch Hinzufiigung einer oder einiger Collineationen 
die vorhergehende, umfassendere Gruppe erzeugen kann. 

Eine Reihe der Zusammensetzung von G;,, ist z. B. die folgende: 

1) G,;,, die Gruppe aller 576 Collineationen. 

2) G.,, die Gruppe der in den Cf.-punkten geraden Collineationen. 

3) Gi4,, die Gruppe der doppeltgeraden Collineationen. 

4) G,,, die Gruppe der doppeltgeraden Collineationen A'.A?. A*. 

5) Gig, die Gruppe (1a) der Collineationen A'. A?.A®.A,*?.A,?.A,°. 

6) G, enthilt die Involutionen von G,,, welche zwei Gegenkanten 

eines A in sich transformiren und ausserdem die Identitiit. 

7) G, resultirt aus zwei beliebigen Involutionen von G,. 

8) G, enthilt eine Involution von G, und die Identitit. 

9) G, ist die Identitat. 

Die Factoren der Zusammensetzung haben also die Reihenfolge: 

2,2, 3,3, 2, 2, 2, 2; 
andere zu G,,, gehérige Reihen, welche dieselbe Folge der Factoren 


*) Vgl. Netto, Substitutionentheorie p. 77. 
**) Ebenda p. 87. 
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haben, erhiilt man leicht. So kann man z. B. statt der obigen Gruppe 
Gy, die Gruppe der in den Cf.-ebenen geraden Collineationen nehmen ; 
G,, kann ersetzt werden durch die Gruppe der doppeltgeraden Collinea- 
tionen, welche jedes A, in sich selbst transformiren, 
Eine andere Folge der Factoren hat nachstehende Reihe: 
1) Gere. 
2) Gs, ist dieselbe Gruppe wie oben. 
3) Gy, die Gruppe der 96 Collineationen A'.A?.A°. 
4) G,, wie oben u. s. w. 
Die Factoren haben diesmal die Reihenfolge, 
2,3, 2,3, 2, 2, 2, 2. 
Dass die Factoren aller Reihen bis auf die Aufeinanderfolge iiberein- 
stimmen, ist aus der Substitutionentheorie bekannt*). Wir be- 
haupten nun: 
»Reihen der Zusammensetzung von G,,,, welche andere 
Folgen der Factoren haben als die beiden angefiihrten, giebt 
es nicht.“ 
Beim Beweise werden wir den Begriff der ,,Hauptreihe’ einer Gruppe**) 
benutzen, welche man aus einer Reihe ableitet, indem man von dieser 
nur diejenigen Gruppen zuriickbehiilt, welche ausgezeichnete Unter- 
gruppen jener Gruppe sind; so leitet man aus der ersten der oben 
angegebenen Reihe die Hauptreihe ab: 
Gsrg, Goss» Gragr Gas, Gig, Gy- 
Ferner bemerken wir noch, dass eine zu einer beliebigen Hauptreihe 
gehérende Gruppe, welche eine Collineation irgend eines Typus ent- 
halt, alle Collineationen desselben Typus enthalt, ein Resultat, das 
aus dem an spiterer Stelle bewiesenen Satze folgt: 
»4u jeder Collineation der Gruppe G,,, giebt es eine 
Reihe von Collineationen 6 der Gruppe, welche « in eine 
beliebige andere Collineation a’ desselben Typus (durch den 
Process 6~-'a6 = «’) iiberfiihren.“ 
In allen Reihen der Zusammensetzung von G,,, sind die zu den letzten 
4 Gruppen gehérigen Factoren siimmtlich gleich 2. Denn wire das 
in einer Reibe nicht der Fall, so wiirde das Product der 4 letzten 
Factoren entweder 2-2-2-3 = 24 oder 2-2-3-3 = 36 sein; in der 
Reihe ginge also den 4 letzten Gruppen eine Gruppe G,, von 24 
Collineationen oder eine Gruppe G,, von 36 Collineationen voran. 
Aus der eben gemachten Bemerkung ergiebt sich bei einiger Ueber- 
legung, dass ausser G, keine ausgezeichnete Untergruppe von G,,, 


*) Netto, a. a. Q. p, 90. 
**) Ebenda, p. 92. 
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existirt, deren Grad ein Theiler von 24 oder 36 wire; in der der 
betr. Reihe entsprechenden Hauptreihe wiirde demnach der Gruppe G, 
eine Gruppe H vorangehen, deren Grad grésser als 24 resp. als 36 
wire, und zwischen dieser Gruppe H und G, wiirden in der Reihe 
Gruppen stehen — zu welchen G, mitzuziihlen ist —, welche theils 
die Factoren 2, theils die Factoren 3 besitzen, waihrend diese Factoren 
nach der allgemeinen Theorie einander gleich sein miissten*). Somit 
sind in jeder Reihe die fiinf letzten Gruppen hinsichtlich ihrer Grade 
so zu bezeichnen: 


G,, G,, G,, Gs, Gi. 


G,, stellt in allen Reihen dieselbe Gruppe dar, sie umfasst die Identitiit, 
die 6 elliptisch geschaarten Involutionen (I@,) und die 9 hyperbolisch 
geschaarten Involutionen (I@,); wir werden noch auf sie zuriickkommen, 
Wir beweisen nunmehr, dass es keine Reihe von G;,, giebt, in welcher 
der erste Factor der Zusammensetzung den Werth 3 hat. Wir nehmen 
die Méglichkeit einer solchen Reihe an; sie sei: 


Gees Gres &, J. 
Oben hatten wir eine Reihe 


G16) Gags, Gog, neriy 
Es gilt nun der Satz:**) 


»Folgt in einer zur Gruppe G,,, gehérenden Reihe eine 
Gruppe G,,, auf G,,,, in einer zweiten Reihe eine Gruppe 
Gio. auf G,,,, so giebt es auch Reihen: 


Gsi6; Gags, H,,, oo'ng 
a 
Gsz6) Gioo, Hig, on hy 


in welchen auf G,,, resp. G,9. dieselbe Maximaluntergruppe H,, 
folgt, welche in Bezug auf G,,,. resp. G,,, denselben Factor 
besitzt, wie G,,, resp. G9, hinsichtlich G,,,, und daher 96 
Collineationen enthilt.“ 
Die Gruppe H,, besteht aus allen G,,, und G,.. gemeinsamen Collinea- 
tionen; da sie sowohl mit G,,, als auch mit G,,, vertauschbar ist, so ist 
sie mit der ganzen Gruppe G;,, vertauschbar, und enthilt daher alle 
Collineationen, von deren Typus sie eine enthilt. Sie ist Untergruppe 
von G,,,; die mit G,,, bezeichnete Gruppe der in Cf.-punkten geraden 
Collineationen umfasst: 
Die Identitét, 9 hyperbolisch und 6 elliptisch geschaarte, 12 
centrische Involutionen, 36 hyperbolisch quaternire, 64 planar und 
*) Netto, a.a QO. p. 94. 
**) Ebenda, p. 89. 
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16 geschaart terniire, 48 halbgeschaart und 96 halbplanar seniire 
Collineationen. Hiervon kommen die 96 halbplanar seniiren uicht in 
Betracht, da sie allein keine Gruppe bilden. Besiisse nun H,, gerade 
und ungerade Collineationen in Cf.-ebenen, so enthielte diese Gruppe 
von jeder Art gleich viele, also 48. Die 48 halbgeschaart seniren 
Collineationen gehéren nicht zu diescr Gruppe, da sie mit der Identitiit 
zusammen schon 49 doppeltgerade Collineationen darstellen. Ebenso- 
wenig kénnen unter den doppeltgeraden Collineationen von H,, die 
16 geschaart terniren Collineationen enthalten sein; denn um diese 
16 Collineationen und die Identitiit zu 48 Collineationen zu ergiinzen, 
bediirfte man ihrer noch 31; diese Zahl 31 aber lisst sich nicht aus 
den Anzahlen der iibrigen in Betracht kommenden Collineationen 


9, 6, 32, 32 


durch Summirung erzeugen. Wohl aber bilden die Identitit, die 9 
hyperbolisch und 6 elliptisch geschaarten, die 12 centrischen Involu- 
tionen und die 36 hyperbolisch quaterniiren Collineationen der obigen 
Gruppe G,,, mit denjenigen 32 planar terniiren Collineationen, welche 
die 3A in sich selbst tiberfiihren , eine ausgezeichnete Untergruppe H,, 
von G;;,. Die Collineationen dieser Gruppe fiihren die 3A in sich 
selbst tiber. Wir finden: 


»,Hs giebt zwei und nur zwei ausgezeichnete Unter- 
gruppen H,, von G,,,, welehen doppeltgerade und einfach 
gerade Collineationen angehéren.“ 

Die eine umfasst alle Collineationen, die die 3A in sich selbst tiber- 
fiihren, die Collineationen der anderen transformiren die A, in sich 
selbst. Eine Gruppe H,,, welche nur doppeltgerade Collineationen 
enthalt, giebt es iiberiaupt uieht, da ihr Grad 96 nicht ein Theiler 
des Grades 144 aller doppeltgeraden Collineationen ist. (Nebenbei 
sei bemerkt, dass es auch keine ausgezeichnete Untergruppe Ly, giebt, 
welche 48 doppeltgerade und 48 doppeltungerade Collineationen ent- 
hilt). In der Reihe 
Gsi6) Gigo, Hy, oy a 


in welcher also Hy, nur die Gruppe der 96 Collineationen sein kann, 
welche die 3A in sich selbst iiberfiihren, soll der Voraussetzung nach 
Gio. mit G,,, permutabel sein. Eine Gruppe G,,,, welche H,, als 
Untergruppe enthilt, kénnen wir aber nur erzeugen durch H,, und 
eine Collineation, welche 2A in einander transformirt. Durch Trans- 
formation einer so erzeugten Gruppe G, , durch die Collineationen 
von G,,, wiirde man jedoch auch Collineationen erhalten, welche zwei 
andere A in einander iiberfiihren; daher kann G,,, unmdglich aus- 
gezeichnete Untergruppe von G,,, sein. 
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Wir haben bewiesen: 
»,Es giebt keine Reihe der Zusammensetzung von G,,,., 
deren erster Factor 3 ist.‘ 

Den Beweis, dass es keine Reihen von G,., giebt, deren Factoren die 
Folge 2, 3, 3, 2,2, 2, 2,2 haben, unterdriicken wir der Kiirze halber. 

(12.) Wir steigen nun in einer Reihe der Zusammensetzung von 
G,,, aufwirts, und werden so dazu gelangen, die Gruppe G,7, aus 
wenigen Collineationen zu erzeugen. Wir wihlen die an erster Stelle 
gegebene Reihe (10): 


G,, (G,, G,, G3), Gre, G43; Grass Goss, G576- 


Die Gruppe G,, besteht aus der Identitaét, 6 elliptisch und 9 
hyperbolisch geschaarten Involutionen, enthalt also nur involutorische 
Collineationen; da aber zwei Involutionen, deren Product wieder eine 
Involution ist, mit einander vertauschbar sind, so sind alle Collinea- 
tionen von G,, mit einander vertauschbar, und diese Gruppe lasst sich 
aus 4 ihrer Involutionen, von welchen keine aus den anderen resultirt, 
erzeugen. 

G,, ist das Erzeugniss von G,, mit irgend einer planar terniren 
Collineation , welche die 3A in sich selbst iiberfiihrt. Eine geschaart 
terniire Collineation erzeugt mit G,, die Gruppe G,,, der doppelt- 
geraden Collineationen von G,,,. Ferner resultirt G,,, aus der Ver- 
bindung von G,,, mit einer in Cf-punkten geraden, in Cf.-ebenen 
ungeraden Collineation, etwa einer centrischen Involution des Typus 
(1B,). G5 endlich wird durch G,,, und eine beliebige in Cf.-punkten 
ungerade Collineation, z. B. eine centrische Involution des Typus (II @,) 
erzeugt. Wir haben damit die ganze Gruppe G,,, aus acht ihrer Col- 
lineationen erzeugt. 

Wir beschrinken uns nun darauf, die Gruppe G,,, aus méglichst 
wenigen centrischen Involutionen zusammenzusetzen , und kénnen nach 
dem vorhergehenden diese Aufgabe auch so formuliren: 


» Wir suchen eine méglichst geringe Anzahl von 
centrischen Involutionen, aus denen sich die Gruppe G,, 
und noch je eine planar- und eine geschaart-ternire Collinea- 
tion zusammensetzen lassen. 

Solche centrische Involutionen erzeugen die Gruppe G;,,. Wir 
werden finden, dass die Gruppe aus 4 centrischen Involutionen, von 
denen zwei gerade in Cf.-punkten, die beiden anderen gerade in Cf.- 
ebenen sind, erzeugt werden kann. Dass bierzu weniger als 4 centrische 
Involutionen nicht ausreichen, dass ferner von 4 die Gruppe G,,, zu- 
sammensetzenden centrischen Involutionen zwei gerade in Cf.-punkten 
und zwei gerade in Cf.-ebenen sein miissen, und dass die beiden ersteren 
nicht dieselben zwei A, vertauschen diirfen, ebensowenig wie die beiden 
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letzteren dieselben zwei A, leuchtet bei einiger Ueberlegung ein. 
Seien nun ¢,, 7, zwei centrische Involutionen des einen Typus, wahrend 
k,, k, zwei des anderen Typus bezeichnen sollen. In Bezug auf die 
Transformation der A und A, mégen diese 4 Involutionen die folgen- 


den Formen haben, in welchen p, g, 7 irgend eine Permutation von 
1, 2,3 bedeutet: 


i, = A.A? A’. AP. At Ai, i, = A’. A’. A’. AL. AY Al, 
k, = A? AT A’. AL.AT.AI, ok, = A*. A? A".A). AY. AL. 
Dann ist 
i, i, = A’. A’. A®. AP AT AY 
eine planar ternire Collineation, und 
i, ip hy ky = APA’ A’. AT AA 
entweder geschaart terniir oder halbgeschaart seniir; im letzteren Falle 
aber ist das Quadrat geschaart terniir. Wihlen wir also noch die 
Involutionen i,,%,,k,,k, der Art, dass sie die Gruppe G,, erzeugen, 
so resultirt aus ihnen nach den obigen Ausfiihrungen die ganze 
Gruppe G,,.. 
Beispiel I. 
i, =12*, 21. 34, 43, 13 14. 31 41. 24 32. 42 23. 
i, =41*. 14, 23. 32. 12 51. 21 13. 34 24. 43 42. 
k, = 12 21. 13 31. 23 32. 34. 43. 24. 42. 14.41, (4 ist Involutionsebene), 
k, = 21 34. 31 42. 41 23. 12. 43. 13. 24. 14. 32. (432 ist Involutionsebene), 
Die Gruppe G,, wird erzeugt z. B. durch die Collineationen 
8, = (0,h,)?, 8. = (tyhy)?, Sy = ty (0,hy)?%, Sy = 4, (0K)? 4. 
Die Involutionsebenen 4 und 432 von k, und k, gehen bez. durch die 
Centra 41 und 12 von, und 7, , nicht aber durch deren Verbindungsgerade. 
Suchen wir nun alle méglichen Quadrupel ¢,, 7,, k,, k, von centrischen 
Involutionen der Gruppe G,,, auf, von welchen die beiden ersteren 
zwei Eckpunkte verschiedener A,, die beiden letzteren zwei Eckpunkte 
verschiedener A zu Involutionscentren besitzen, und welche ausserdem 
der Bedingung gentigen, dass die Involutionsebenen der beiden letzteren 
bez. durch die Centra der beiden ersteren, nicht aber durch beide 
zugleich gehen, so finden wir fiir die Anzahl der verschiedenen 
Quadrupel 288. Andrerseits werden wir sofort beweisen, dass es in 
G,,, ausser der Identitit keine Collineation giebt, welche die Involu- 
tionen irgend eines Quadrupels in sich selbst iiberfiihrt, und gelangen 
so zu dem Satze: 
Jedes der 288 Quadrupel 7,, i,, k,, k, wird durch 2 
Collineationen von G,,, in ein beliebiges andres Quadrupel 
iibergefiihrt; insbesondere existirt in G5, eine von der 
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Identitit verschiedene Collineation, welche die Involutionen 
eines Quadrupels zwar nicht in sich selbst, aber paarweise 
in einander transformirt.“ 


Die Involutionen jedes der 288 Quadrupel 
erzeugen die Gruppe G,,,.“ 

Irgend eine Collineation 6, welche die Involutionen des oben 
angegeberen Quadrupels in sich selbst iiberfiihrt, muss deren Centren 
12,41, 4, 432 ebenfalls in sich selbst transformiren, Soll die Collinea- 
tion 6 ausserdem der Gruppe G,;, angehéren, so muss sie auch den 
dritten Cf.-punkt 31 der Geraden 41 12 in sich iiberfiihren. Da ferner 
die Diagonale 31 13 als Verbindungsgerade der Punkte 31 und 4 in 
sich selbst iibergeht, so transformirt ¢ auch 13, ebenso aber 21, 42 u. s. w. 
in sich selbst; tiberhaupt gehen durch 6 alle Cf.-punkte in sich selbst 
iiber, so dass 6 nur die Identitit sein kann. Die eben bewiesenen 
Siitze benutzen wir zur Herleitung eines schon erwihnten interessanten 
Theorems: 

»Jede Collineation der Gruppe G,,, kann durch Collinea- 
tionen der Gruppe in eine beliebige andere Collineation 
desselben Typus transformirt werden.‘ 

Irgend eine Collineation » der Gruppe resultirt aus den Involutionen 
i,, %, k,, ky eines der 288 Quadrupel; sie liisst sich als Product dieser 
Involutionen darstellen, also 

v= IT(%,, t, ky, hy). 

Ist v’ eine Collineation desselben Typus, so kénnen wir (nach 8) 
durch Abianderung der Cf.-bezeichnung bewirken, dass v’ durch dieselbe 
projective Beziehung dargestellt wird, wie vordem vy. Die friiheren 
Darstellungen von i,, i., k,, k. repriisentiren dann vier Involutionen 
i,', a2, h,’, k,', welche eines der obigen 288 Quadrupel bilden, und 
zugleich wird 

v= T(t, 2, hy’, ky), 
worin TT dasselbe Product in den i,’, i,, k,’, k,’ bedeutet, wie vorhin 
in den i,,%,,k,,k,. Ist nun @ diejenige Collineation von G,,,, welche 
die Involutionen i,, i,, k,, k, bez. in %,’, a,', k,’, k, transformirt, so 
haben wir 


o-' ve = ONTN(a,, ty, ky, kyle = TMQ e, OHO, Oh, e, Oth), 
d. h. 
o-'vo = IT(i,’, t,, k,, k,) =v’, w. z. b. w. 

Beispiel If. 4, und i, seien dieselben Involutionen wie im 


Beispiel 1; als Involutionsebenen der k wihle man zwei der drei nicht 
durch die Centra von i, und i, gehenden Cf-ebenen; z. B. sei 
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k, <= 12 21. 24 42. 14 41. 34. 43. 13. 31. 23. 32; 
k, = 12 34. 13 42. 41 32, 21. 43. 31. 24. 14. 23. 


G,, wird erzeugt durch die Collineationen: 


Sy = (i, h,)*, Sy = (iyhg)*, 83 = (4, h,)*, 8, = (1h). 

Wir brechen diese Untersuchung hier ab und bemerken nur noch, 
dass sich die Gruppe G,;, u. A. aus zwei centrischen Involutionen 
verschiedenen Typus und einer doppeltungeraden hyperbolisch geschaarten 
Involution, ferner aus zwei halbplanar seniiren Collineationen von 
verschiedenem Typus zusammensetzen liisst, z. B. aus 

a = 1.23 4. 234 432. 143 123 132 142 124 134, 


und 


B = 1 123 132 3 142 234. 2 134 143. 4 243 124. 


(13.) Wie wir soeben dargethan haben, giebt es in der Gruppe 
G;;, Cecllineationen, welche irgend eine Collineation der Gruppe in 
eine beliebige desselben Typus iiberfiihren, Sind nun p und q’ zwei 
Collineationen von einerlei Typus, und mége w eine Verwandtschaft 
der Gruppe sein, welche m in g’ trausformirt, wihrend @,, a, ...@n 
die mit g vertauschbaren Collineationen der Gruppe bedeuten sollen, 
so haben die Gleichungen statt: 

a tpa—=—g fir t—1,2,3,...0; 

daher ist 

(ap) pad) = oa 'pay=y'py=—q. 
Da die @;(¢ = 1, 2, 3, ... m) von einander verschieden sind, so sind auch 
die a;y verschiedene Collineationen, und wir finden, dass @ in @ 
durch mindestens » Collineationen von G,,, iibergeht. Fiihrt andrer- 
seits eine von w verschiedene Verwandtschaft y von G,,, die Collinea- 
tion » in @ iiber, so dass 
: ; LOL = 
ist, so ergiebt sich 

(x0) 9(Qu") = on oLv* = op! =>. 
Existiren demnach » Collineationen, welche g in g’ iiberfiihren, so 
transformiren auch » Collineationen g in sich selbst. Es folgt: 

Die Gruppe G,,, enthilt stets eine Anzahl von Collineationen, 
welche irgend eine Collineation der Gruppe in sich selbst tiberfiihren, 
und eine gleiche Anzahl von Collineationen von G,,, transformiren 
die betr. Collineation in irgend eine andere desselben Typus. Man 
erhiilt jene Anzahl n, indem man die Gesammtzahl 576 der Collinea- 
tionen durch die Anzahl aller Collineationen von dem betr. Typus 
dividirt. Mit einer centrischen Involution von G,,, sind daher 


% == = = 48 Collineationen der Gruppe vertauschbar. Offenbar ist 
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eine centrische Involution der Gruppe mit allen Collineationen der- 
selben vertauschbar, welche das Involutionscentrum und damit auch 
die Involutionsebene in sich selbst iiberfiihren. Es giebt aber 48 
Collineationen in G,,,, welche einen Cf.-punkt in sich selbst trans- 
formiren, und so folet: 

Die mit einer centrischen Involution i von G,,, vertauschbaren 
Collineationen sind identisch mit den 48 Collineationen, welche das 
Involutionscentrum in sich iiberfiihren. Diese 48 Collineationen bilden 
eine Gruppe G,,. Dieselbe umfasst doppeltgerade und doppeltungerade, 
in Cf.-punkten gerade und in Cf.-ebenen ungerade, sowie in Cf.-ebenen 
gerade und in Cf.-punkten ungerade Collineationen, schliesst daher von 
jeder dieser 4 Arten 12 Collineationen in sich. Eine bemerkenswerthe 
Untergruppe G, von G,, enthialt, wenn die Involution ¢ vom Typus 
(1B,) ist, ausser der Identitiit 3 hyperbolisch geschaarte Involutionen, 
deren Axen Gegenkanten des durch die Involution ¢ in sich selbst 
iibergehenden Tetraeders A, sind, sowie 4 centrische Involutionen, 
deren Involutionsebenen dasselbe A, bilden. Unter den Collineationen 
von G,, befinden sich ferner diejenigen 6 centrischen Involutionen des 
Typus (Ila@,), deren Involutionsebenen durch das Centrum von 7 gehen; 
diese 6 centrischen Involutionen erzeugen mit G, die Gruppe G,,. 


D. Flachen II. Ordnung, welche durch die Collineationen gewisser 
Untergruppen von G,,, in sich selbst iibergefiihrt werden. 


(14.) Im folgenden ziehen wir des 6fteren die Wiirfelcf. zu Hilfe; 
der Mittelpunkt des Wiirfels, den wir zugleich zum Centrum der in 
(13.) erwihnten Involution i wiihlen, sei 41; es ist also: 

¢ = 12 31. 21 13. 34 24. 43 42. 41. 14. 23. 32. 
Die 6 centrischen Involutionen vom Typus (II @,) der Gruppe G,,, 
deren Involutionsebenen durch 41 gehen, stellen sich bei der voraus- 
gesetzten Wiirfelcf. dar als Spiegelungen an den 6 Diagonalebenen 
des Wiirfels. Die 3 hyperbolisch geschaarten Involutionen von G, 
sind Spiegelungen an den durch 41 gehenden Parallelen zu den Wiirfel- 
kanten, und die 4 centrischen Involutionen von G, sind Spiegelungen 
am Punkte 41 und an den 3 Halbirungsebenen paralleler Wiirfel- 
kanten.*) Die Gruppe G,, lisst sich also im Falle der oben an- 
gegebenen Wiirfelef. aus Spiegelungen am Centrum des Wiirfels und 
an Geraden und Ebenen, die durch das Centrum gehen, zusammensetzen. 
Durch alle diese Spiegelungen aber gehen die Kugeln, welche den 
Wiirfelmittelpunkt zum Centrum besitzen, in sich selbst iiber. Die 
concentrischen Kugeln bilden ein Biischel von Flichen Il. Ordnung, 


*) Vgl. Klein, Icosaeder p. 17—23, 
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und da die Wiirfelconfiguration in jede Cf, (12,, 16,) collinear trans- 
formirt werden kann, so folgt: 
»Durch die 48 Collineationen von G;,,, welche einen 
Cf.-punkt in sich selbst iiberfiihren, gehen die Flaichen eines 
Biischels von (nicht geradlinigen) Flichen II. O. in sich 
selbst tiber. Jeder beliebige Punkt irgend einer dieser 
Flichen wird durch die 48 Collineationen in Punkte der- 
selben Fliche transformirt. “ 
Aus der Wiirfelef. leitet man folgende Higenschaften der Flichen des 
Biischels leicht ab: 
» Diese Fliichen haben das Tetraeder A,, welchem jener 
Cf.-punkt angehért, zum gemeinschaftlichen Poltetraeder 
und bestimmen in der dem Cf.-punkte gegeniiberliegenden 
Tetraederfliiche dasselbe polare Feld.‘ 
Fiir das folgende ist der Nachweis von Wichtigkeit, dass keine dieser 
Flichen durch mehr als 48 Collineationen von G,;, in sich selbst 
transformirt wird, Wir bedienen uns wieder der Wiirfelef. und sei 41 
das Centrum des zugehérigen Wiirfels, Da jede Kugel mit dem Centrum 
41 von den 3 Tetraedern A, nur das Tetraeder 41 14 23 32 als Pol- 
tetraeder besitzt, so fiihrt jede Collineation von G,.,, welche eine 
solche Kugel in sich selbst transformirt, das Tetraeder 41 14 23 32 (in 
ein Poltetraeder der Kugel, also) in sich selbst iiber. Von den 192 
Collineationen der Gruppe, welche das Tetraeder in sich selbst tiber- 
gehen lassen, transformiren aber nur jene 48 den Punkt 41 in sich 
selbst; die iibrigen 144 transformiren den Punkt 41 in je einen der 
Punkte 14, 23, 32 und folglich die Kugel in Flichen II. O., welche je 
einen dieser 3 unendlich fernen Punkte einschliessen. Hieraus folgt: 
»Diejenigen 48 Collineationen von G;,,, welche irgend 
einen Cf.-punkt in sich selbst iiberfiihren, transformiren 
einen beliebigen Punkt in 48 Punkte einer Fliche Il. 0.; 
auf dieser Fliiche liegt im Allgemeinen kein neunundvierzigster 
von den 576 Punkten, in welche jener Punkt durch die 
Collineationen von G,,,, tibergefiihrt wird.‘**) 

Wir theilen nun die Collineationen der Gruppe G,,, in 12 Unter- 
abtheilungen ein: die erste derselben umfasst die 48 Collineationen, 
welche einen Cf.-punkt in sich selbst iiberfiihren, also eine Gruppe G,, 
bilden; die zweite Abtheilung erhilt man, wenn man eine nicht zu 
G,, gehdrige Collineation von G,;, mit den Collineationen von Gy, 
hinten multiplicirt. Die 48 so erzeugten Collineationen bilden tibrigens 
keine Gruppe. Die dritte Abtheilung umfasst die 48 Collineationen, 


*) Dass die 48 Punkte i. A, nicht auf einer biquadratischen Raumcurve, 
d. h, auf mebr als einer Fliche II. 0, liegen, erkennt man leicht, wenn man den 
zu transformirenden Punkt auf einer Cf.-geraden der Wiirfelcf, annimmt. 
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welche aus der Multiplication einer nicht in den beiden ersten Unter- 
abtheilungen enthaltenen Verwandtschaft mit den Collineationen von 
G,, resultiren u. s. f. Die 48 Collineationen jeder Abtheilung trans- 
formiren irgend einen Punkt in 48 Punkte einer Fliche II. 0.; ist 
nimlich 6 diejenige Collineation, durch deren Multiplication mit den 
Verwandtschaften von G,, die Collineationen einer der zwolf Unter- 
abtheilangen entstehen, und fiibrt 6 irgend einen Punkt P in P, iiber, 
so sind die Punkte, in welche P durch die Verwandtschaften der betr. 
Unterabtheilung iibergeht, identisch mit den 48 Punkten, in welche 
P, durch die Collineationen von G,, iibergeht, und diese 48 Punkte 
liegen nach friiherem auf einer Fliche I]. O., F?. Die zu den 12 Unter- 
abtheilungen gehérenden F? sind Filiichen eines Biischels, und zwar 
im Falle der Wiirfelcf. eines Kugelbiischels, wenn die Collineationen 
von G,, den Mittelpunkt des Wiirfels in sich transformiren. Da nun 
derjenige Cf.-punkt, welchen die Collineationen der Gruppe G,, sich 


selbst entsprechen lassen, ein beliebiger unter den 12 Cf.-punkten ist, 
so schliessen wir: 


»Die 576 Punkte, in welche ein beliebiger Punkt durch 
die Collineationen von G,,, iibergefiihrt wird, liegen zu je 
48 auf 144 Flichen II. 0., welche sich zu zwélfen auf 12 
Fliichenbiischel vertheilen. Zu jeder Fliche irgend eines 
der 12 Biischel lisst sich je eine der 11 anderen so bestim- 
men, dass die Gruppe dieser 12 Flichen durch die Collinea- 
tionen von G,,, in sich selbst iibergeht.“ 


Seien niimlich B,, B,, ... 6,, Collineationen von G,;,,, welche den 
durch die Collineationen der obigen Gruppe G,, in sich selbst iiber- 
gehenden Punkt 41 in je einen der tibrigen 11 Cf.-punkte iiberfiihren. 
Wir theilen dann die 576 Collineationen in 12 Unterabtheilungen ein, 
welche man erhilt, wenn man die Collineationen von G,, hinten bez. 
mit der Identitiit, 6,, B,, ... B,. multiplicirt, Sei F? eine der 12 
Flichen, die durch die Collineationen von G,, in sich tibergehen, und 
mége F? durch B,, B,,... By bez. in Fy, F},...F,3 tibergehen; 
dann geht F® ier in F;, F},...F,2 bez. durch alle Collineationen 
der zweiten, dritten, ... letzten Unterabtheilung. Ferner geht F, 
iiber in F® durch B,", also FY iiber in F’, Fy, F3, ... Fa bez. 
durch alle Collineationen, die man erhilt, wenn man #,~' mit den 
Collineationen der ersten , zweiten, dritten, . . . letzten Unterabtheilung 
hinten multiplicirt. Ueberhaupt werden durch die Collineationen von 
G,,_ die 12 Flachen F?, F,?,... unter sich permutirt. Sind «, = 1, 
Gy, &3,... G4, die Collineationen von G,,, so geht nach dem vorher- 
gehenden F’,? in sich selbst iiber durch die Collineationen 6, = 1, 
B,—'a,B,, Bsa, 8,, ... B.-'@,,.8,. Die Fliche F,? gehért demnach 
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zu demjenigen der obigen 12 Biischel, dessen Flichen durch die Gruppe 
B,-! G,,B, in sich selbst iibergehen, 

Die 16 Collineationen, welche zwei Eckpunkte eines Tetraeders 
A, in sich selbst transformiren, fiihren irgend einen Punkt in 16 Punkte 
zweier Flichen II. O., also in 16 Punkte einer biquadratischen Raum- 
curve iiber. Die 16 Punkte liegen zu achten auf zwei Kegelschnitten, 
in welche die Raumeurve zerfallt. Im Falle der Wiirfelcf. liegen sie, 
wenn 41 und 14 sich selbst entsprechen, auf zwei congruenten Kreisen, 
welche 14 41 zur gemeinsamen Axe haben. 


Mit einer hyperbolisch geschaarten Involution vom Typus (Ia,) 
ist eine Gruppe von 64 Collineationen der Gruppe G,,, vertauschbar; 
diese 64 Collineationen fiikren nur eine Fliche Il. O. in sich selbst 
iiber, naimlich die imaginiire Ordnungsfliiche der in (2) erwihnten 
polaren Correlation 6. Kine halbplanar senire Collineation vom Typus 
(Il y) und (IIIB) ist nur mit ihren 6 Potenzen vertauschbar, 


E. Die desmische Fliche IV. Ordnung.*) 


(15.) Wir wenden uns nun zu den interessantesten Untergruppen 
von G;;,, den Gruppen nimlich, welche die 3A resp. die 3A, in sich 
selbst transformiren. Von diesen beiden Gruppen von je 96 Collinea- 
tionen brauchen wir nur die eine zu besprechen und wir beschriinken 
uns auf die erstere Gy,. Die Ebenenquadrupel, welche je eines der 
3A bilden, gehéren einem Biischel von Fliichen [V. Ordnung an, weil 
jedes von ihnen durch die 16 Cf.-geraden, den Schnitt der beiden 
anderen Quadrupel, geht (1.). Da nun von diesem Flichenbiischel 
3 Flichen (nimlich die 3 Ebenenquadrupel der A) durch die Collinea- 
tionen der Gruppe G5, in sich selbst tibergehen, so erfreut jede Flaiche 
des Biischels sich dieser Eigenschaft, Also: 

,,Vie 96 Collineationen, welche die 3A in sich selbst 
iiberfiihren, transformiren einen beliebigen Punkt in 96 
Punkte einer Fliche IV. O., F'4; diese sog. desmische Fliche 
F* geht durch die 96 Collineationen in sich selbst iiber, 
sie enthilt die 16 Cf.-geraden und hat demnach die 12 Cf.- 
punkte zu Doppelpunkten.“ 
Die 576 Collineationen gruppiren die desmischen Flachen zu sechsen 
so, dass jede Gruppe von 6 derselben durch alle 576 Collineationen 
in sich selbst transformirt wird, 


*) Vgl. Stahl, Crelle’s Journal 101, p. 90. Humbert, Journal de Math. 4 
série 7, p. 353. Study, Sphirische Trigonometrie. XX. Band d. Abh, d. math,- 
phys. Klasse der Kgl. Siichs, Gesellschaft der Wissensch,, Nr. 2, p. 210. 
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(16.) Jede biquadratische Raumcurve, welche zwei Tetraedern A, 
umschrieben ist, hat mit der desmischen Fliche F* acht Doppelpunkte 
gemein. Verbindet sie die 8 Doppelpunkte mit irgend einem anderen 
Punkte P von F', so liegt sie ganz auf der Fliche F*. Daraus folgt 
sofort, dass eine Fliche II. O., welche zweien A, umschrieben ist, die 
F* in zwei biquadratischen Raumeurven durchschneidet. Umgekehrt 
kénnen 2 auf F'* gelegene biquadratische Raumcurven, welche den- 


selben zwei A, umschrieben sind, durch eine Fliche II. O. verbunden 
werden. Also: 


Die desmische Fliche IV. O. enthalt 3 Schaaren bi- 
quadratischer Raumcurven, welche je zweien der Tetraeder 
A, umschrieben sind.“ 
Verbinden wir irgend zwei Raumcurven derselben Schaar mit den 
iibrigen Raumcurven der Schaar durch zwei Biischel von Fliichen II. O., 
so sind diese projectiv auf einander bezogen und erzeugen die Flaiche 
F*. Da jede Raumeurve der Schaar sich selbst conjugirt ist bez. der 
beiden F'?-Biindel, welchen die anderen beiden Schaaren angehéren (6), 
so ist auch die Fliche FJ sich selbst conjugirt zuniichst bez. jener 
.2 Biindel, dann aber ebenso bez. des dritten. Sind nun P und P’ 
zwei Punkte von F'‘, welche bez. eines der 3 F?-Biindel conjugirt 
sind, und sind k* und k,' die beiden durch P resp. P’ gehenden 
biquadratischen Raumecurven dieses Biindels, so sind P und P’ auch 
conjugirt bez. aller durch k* oder k,* gehenden Flichen des Biindels. 
Die Gerade PP’ beriihrt daher die Fliichen und folglich die beiden 
Raumeurven in P resp. P’. Da aber k* und k,* auf der F' liegen, 
so folgt: 
»Die Tangenten der 3 auf F'* gelegenen Schaaren bi- 
quadratischer Raumcurven sind Doppeltangenten der Fliche. 
Durch einen beliebigen Punkt P der Fliche gehen 3 der 
Raumeurven, und deren Tangenten in P beriihren die Flaiche 
F* in P und in den 3 Punkten, welche dem Punkt P hin- 
sichtlich der 3 Flichenbiindel conjugirt sind.“ 
Da die drei betr. Tangenten in der Ebene liegen, welche die desmische 
Fliche in P beriihrt, so ergiebt sich: 


,,Die 3 Punkte, welche irgend einem Punkt hinsichtlich 
jener 3 Flichenbiindel conjugirt sind, liegen mit ihm in 
einer Ebene.‘‘*) 

Weisen wir nun jedem Punkte des Raumes die auf diese Weise durch 
ihn bestimmte Ebene zu, so erhalten wir ein -hdheres Nullsystem, in 

*) Die 3 Punkte liegen sogar auf einer Geraden; der Beweis ergiebt sich in 
Verbindung mit den obigen Ausfiihrungen unmittelbar aus einem von Humbert 
a. a. O. p. 386 angeliihrten Satze. 
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welchem die desmische Fliche F'4 als sich selbst zugeordnet betrachtet 
werden kann. Jedem Punkte entspricht in dem Nullsysteme i. A. eine 
Ebene. Die Punkte, welche einer beliebigen Ebene zugeordnet sind, 
erhalten wir als die Schnittpunkte der Ebene mit zweien der Flichen 
III. O., welche der Ebene hinsichtlich der 3 Flichenbiindel conjugirt 
sind, so dass in dem Nullsysteme einer Ebene 9 Punkte, die Basis- 
punkte eines Biischels von Curven III. 0., entsprechen. In diesen 
Punkten wird die Ebene von desmischen Flichen des in (15.) erwaihnten 
Biischels beriihrt. 
Die 16 Geraden einer Cf. (12,, 16,) bilden die Grund- 
curve eines Biischels von desmischen Flichen IV. 0.; eine 
beliebige Ebene wird von 9 dieser Flichen beriihrt.* 


F. Ueber die 1152 Collineationen und 1152 Correlationen, welche eine 
harmonische Cf. (24,, 18,) in sich selbst transformiren. 
(17.) Die 576 Collineationen, welche zwei associirte Cff. (12,, 16,) 
in sich selbst tiberfihren, sind schon besprochen worden. (8.—10.). 
Bei den 576 Collineationen, welche zwei associirte Cff. (12,, 16,) in 
einander transformiren, sind hinsichtlich der Ueberfiihrung der A in 
die A, drei verschiedene Fille méglich. 
I. Es gehen je ein A und ein A, in einander iiber z. B, 
(A' Ai) (A* Ai) (A°4)). 
IJ. Ks kénnen ein A und ein A, in einander iibergehen, wahrend 
die tibrigen A und A, einen quaterniren Cykel bilden, z. B. 
(a'ai) (A*AiA°A'). 
{lf. Die 34 und 34, gehen senir cyklisch in einander iiber z. B. 
(A* Ai A*A; 4° A)). 
Entsprechend diesen 3 méglichen Fallen theilen wir die 576 Collinea- 
tionen in 8 verschiedene Typen ein, wie folgt: 
I. 96 Collineationen vertauschen die 34 mit je einem A,; 
darunter sind 
1) 48 involutorische und zwar 
(@) 12 elliptisch geschaarte z. B. 
112. 2 21. 3 34. 4.43. 234 13. 143 24. 124 31. 132 42. 
432 14, 134 23. 142 32, 123 41. 
(8) 36 hyperbolisch geschaarte z. B. 
121. 2 12. 3 34, 4.43. 234 32. 143 41. 124 23, 132 14, 
432 42. 134 31. 142 13. 123 24. 














404 Jutius Feper. 


2) 48 quaternire, deren Quadrate die 6 elliptischen Involutionen 
von G;;, sind. 


(a) 36, in welchen die gemeinschaftlichen Gegenkanten 
eines der Paare sich vertauschender A und A, sich selbst 
entsprechen, die gemeinschaftlichen Gegenkanten von 
jedem der anderen zwei Paare A und A, in einander 
iibergehen z. B. 

1 43 2.34. 321 4 12. 234 13 13242. 143 24 12431. 
432 32 142 14. 134 41 123 23. 

(6) 12, in welchen die drei paar gemeinsamen Gegenkanten 
der sich paarweise entsprechenden A und A, in sich 
selbst iibergehen z. B. 

134 2 43, 3.12 421.234 24 13231. 143 13 12442. 
432 41 14223, 13432 123 14, 
II. 288 Collineationen vertauschen ein A und ein A, mit einander, 


und lassen die iibrigen A und A, quaterniir cyklisch in einander iiber- 
gehen. 


1) 144 quaterniire z. B. 
121. 2 12. 334 443. 234 42 123 23. 143.13 14241. 12424 
432 32. 13231 13414. 


Ihre Quadrate sind die 36 doppeltgeraden hyperbolisch geschaarten 
Involutionen von G,;,. 


2) 144 octeniire z. B. 
143. 234. 3 12 421. 23442 14232 12424 13423. 43241 
143 13 123 14 13231. 
Ihre Quadrate sind die 36 planar quaterniren Collineationen von G,,,. 


III. 192 Collineationen fiihren die 3A und 3A, senir cyklisch 
in einander iiber. 


1) 96 seniire z. B. 
1 43 124 13 12332. 221 143 24 134 23. 3 12 13231 43241, 
434 234 42 142 14, 
Ihre Quadrate sind die 16 geschaart ternaren Collineationen von G,,,. 
2) 96 duodenire z. B. 


121 143 24 432 32 3 34 234 42 123 41. 2 43 124 13 14223 
412 13231 134 14. 
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(18.) Die schon friiher besprochene polare Correlation o- (2), 
welche die 6 Tetraeder A und A, zu Poltetraedern besitzt, giebt uns 
die Mittel an die Hand, aus den Eintheilungen der 1152 Collineationen, 
welche eine harmonische Cf. in sich transformiren, eine Eintheilung 
der 1152 das gleiche leistenden Correlationen auf diusserst einfache Weise 
herzuleiten. Diese 1152 Correlationen bilden mit den 1152 Collinea- 
tionen eine Gruppe G..,,. Alle Verwandtschaften dieser Gruppe fiihren 
die polare Correlation 6 in sich selbst tiber, weil sie die Gruppe der 
6 Poltetraeder A und A, von 6 ungeiindert lassen; 6 theilt sonach mit 
der Identitaét die Eigenschaft, mit allen Verwandtschaften der Gruppe 
G59, Vertauschbar zu sein. Sind nun 

« und p 

zwei solche Verwandtschaften von G,,,,, dass 

a= poop 
ist, so folgt 

B = a6 = 6a, 
ferner 

a Ba = a lada = 6a = 
Nennen wir daher zwei Verwandtschaften @ und 6 von G,,),, welche 
durch die Gleichung verbunden sind: 
a=Bpo=—ofP oder BP=a.6=—6.«a 

fiir den Moment ,,zusammengehdrig“, so ergiebt sich: 

1) ,,Zusammengehérige Verwandtschaften von G,,), sind ver- 
tauschbar.“ 

2) ,, Sind « und 6 zusammengehorige Verwandtschaften, so 
enthilt G,,,, vom Typus der « und vom Typus der B gleich 
viele Verwandtschaften.“ 

Ist namlich v irgend eine Verwandtschaft von G,.),, so ist: 
viav=v 'pov=v 'pro. 

Ist nun v~'ayv von @ verschieden, so ist auch v~' fv von B verschieden, 

und ist v-'av =a, so ist auch v—'By = £B. 

3) ,,Bilden die Collineationen a,, «,,...«,, wo a, die Identitat 


ist, eine Gruppe, und sind B,=6, §,,...6, die zugehérigen 
Correlationen, so bilden auch 


Oy, @o,+.. Or, By, B,,.-- By 
eine Gruppe.“ 
Denn aus 
Bi = 4;.6, By = 6.a; 
folgt 
Bi By = 06" a = a; .%, 
und 6,6, gehért demnach zur Gruppe der a. 
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Ferner ist 
By. @; = OO, . a; 
und 
a,. B; = ;.4;.6. 
Ist also 
a,;.a; = Ay, 
so finden wir 


By. a ous 6. km —_ Buns 
&;. Bi = Oy .6 = Bm, 
und die links stehenden Producte gehéren zu den B. 


4) , Aus 6 und den involutorischen Collineationen der Gruppe 
Gyo, resultiren lauter polare oder Nullcorrelationen.“ 


Ist niimlich « eine involutorische Collineation von G,,,,, so ist 
(6a) = Gada—oaao=—o=1. 


Aus der Gruppe G,,, welche ausser der Identitiét die 6 elliptisch und 
die 9 doppeltgeraden hyperbolisch geschaarten Involutionen von G,,, 
enthalt, und der Correlation 6 resultirt nach den vorstehenden Siitzen 
3,4 eine Gruppe G,,, welche nur involutorische Verwandtschaften 
-enthalt, nimlich ausser den Collineationen von G,, sechs Null- und 
zehn polare Correlationen. (Klein’s Gruppe.) 

Fiir die Eintheilung der 1152 Correlationen von G,.,, in Typen 
ist von Wichtigkeit der Satz 2. 

(19.) Aus der polaren Correlation 6 und den 12 elliptisch ge- 
schaarten Involutionen, die unter ([lq@) in (17.) angegeben sind, 
resultiren 12 Nullcorrelationen;*) diese fiihren die beiden associirten 
Cff. (12,, 16,) in sich selbst iiber. Das gleiche bewirken die 36 polaren 
Correlationen, welche aus 6 und den 36 hyperbolisch geschaarten 
Involutionen (118) in (17.) resultiren. Die Ordnungsfliichen der 36 
Polarsysteme sind alle reell und geradlinig und zwar gehen durch je 
2 Gegenkanten der 3 Tetraeder A (oder A,) vier von ihnen. Die 
polare Correlation 6 selbst ist schon hinlinglich besprochen. Sie 
erzeugt mit den Collineationen von G,,, 576 Correlationen, durch welche 
die beiden associirten Cff. (12,, 16,) in eimander iibergehen. Aus 6 
und den 6 elliptisch geschaarten Involutionen (l@,) von G,,, resultiren 
6 Nullcorrelationen, und aus 6 und den 9 hyperbolisch geschaarten 
Involutionen (I@,) resultiren 9 polare Correlationen, deren Ordnungs- 
fliichen reell und geradlinig sind. 6 erzeugt mit den 24 centrischen 
Involutionen von G,,, 24 polare Correlationen, deren Ordnungsflichen 
ebenfalls reell, aber nicht geradlinig sind. Ausser den angegebenen 
polaren Correlationen giebt es nur noch 36, welche die beiden 
associirten Cff. (12,, 16,) in einander transformiren; dieselben sind 


*) Vgl. Reye, a. a. O. p. 102. 
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das Erzeugniss von 6 mit den 36 liyperbolisch geschaarten Involutionen 
(11B,) von G,,,. Ihre Polarflichen sind reell und geradlinig. 

Eine harmonische Cf. (24,, 18,) wird nach vorstehendem durch 
18 Null- und 106 polare Correlationen in sich selbst transformirt. 

(20.) Die Gruppe Go, ist in einer von Klein aufgestellten Gruppe 
G49 enthalten, welche ausser den Collineationen und Correlationen 
von G39, keine reellen Verwandtschaften besitzt, und zu der man 
folgendermassen gelangt: die in (19.) erwihnten 6 involutorischen 
Nullsysteme bestimmen 6 sog. ,,Fundamentalcomplexe“*), welche man 
analytisch so darstellen kann 

“,=0,4,=—0,2,=—0, 74, —0, 2,=—0, o =—0, 
worin die xz solehe lineare Functionen der Liniencoordinaten sind, 
dass zwischen ihnen die Identitit besteht: 
ay? + a, 4+ 25? + 2? + 2? 4+ a? = 0. 

Die Gruppe der 6 Complexe bleibt ungeiindert, wenn man die Vor- 
zeichen der Verhiiltnisse der « beliebig aindert und die x beliebig 
permutirt**). Die auf diese Weise definirten Operationen stellen 
2° .6! = 23040 Verwandtschaften dar, die zur Hilfte Collineationen, 
zur Halfte Correlationen sind, und welche die durch die 6 Fundamental!- 
complexe bestimmten 10 Fundamentalflichen und 15 Kundamental- 
tetraeder***) in einander transformiren. Die 6 Tetraeder A und A, 
gehéren .zu den Fundamentaltetraedern und die Polarfliche der Corre- 
lation 6(2) gehdrt zu den Fundamentalfliichen; G,,,, ist diejenige 
Untergruppe von G,,5,,, deren Verwandtschaften die Polarfliche von 
6 ungeiindert lassen. Dies Resultat liisst sich u. A. aus einer Unter- 
suchung von Herrn Hess herleiten, der zeigt,+) dass zu jeder der 10 
Fundamentalflichen eine Gruppe von 6 der 15 Fundamentaltetraeder 
gehért, welche zu einander und zu der betr. Flache dieselbe pro- 
jective Lage haben, wie die in 1) und 2) beschriebenen ‘l'etraeder A 
und A, und die Ordnungsfliche von 6, Die so bestimmten 10 Gruppen 
von je 6 Tetraedern gehen durch 10 . 2304 Collineationen und Corre- 
lationen in einander tiber. 


Strassburg im Juni 1895, 


*) Vgl. F. Klein, Math. Ann. Bd. 2, p. 203. 
**) F. Klein, Math. Ann, Bd.4, p. 356, — Reichardt, Math. Ann. Bd, 30. 
Nova Acta, Halle. Bd. L. — Maschke, Math, Ann, Bad. 30. 
*#*) FW. Klein, Math, Ann, Bd. 2, p. 205—208. 
+) Hess, Nova Acta, Halle. Bd, LV, Nr. 2. Beitrage zur Theorie der 
riumlichen Configurationen, p. 116—117. 














Neue Beweise fiir die Convergenz der Reihen, welche bei der 
Integration linearer Differentialgleichungen in der Umgebung 
der einfachsten singuliren Stellen auftreten. 


Von 


Apvotr Kwyeser in Dorpat. 


Ein wesentlicher Theil der bekannten Sitze, welche Fuchs im 
LXVI. Bande des Crelle’schen Journals iiber die Integrale einer linearen 
Differentialgleichung in der Umgebung der einfachsten, neuerdings als 
', Stellen der Bestimmtheit bezeichneten singuliiren Punkte aufgestellt 
hat, ist von Frobenius im LXXVI. Bande der genannten Zeitschrift 
nach einer neuen Methode abgeleitet worden, indem zuerst durch ein- 
fache Rechnungen Reihen gebildet werden, welche der Ditferential- 
gleichung formal geniigen, und dann die Convergenz derselben nach- 
gewiesen wird. Ein wesentliches Hiilfsmittel des Beweises bildet das 
Theorem, von Weierstrass iiber die Summation einer gieichmissig 
convergenten Reihe, deren Glieder Potenzreihen einer und derselben 
Variabeln sind. Man kann aber auch ohne von diesem Satze Gebrauch 
zu machen, wie auf den folgenden Blittern gezeigt wird, den Beweis 
der Convergenz in verhialtnissmissig elementarer Weise fiihren und 
dadurch einen neuen und, wie mir scheint, bequemen Zugang zu einem 
Theil der fundamentalen Theorie von Fuchs erdéffnen. 


$1. 
Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Beginnen wir mit dem Specialfall der Gleichungen zweiter Ord- 
nung, welcher bei einer gewissen Anordnung der Rechnung sehr 
leicht zu erledigen ist. 

In der Gleichung 

2 
Tat Pe t+ Pry =0 


dx 


seien die Coefficienten P in der Umgebung der Stelle x = 0 ausser- 




















Integration linearer Differentialgleichungen durch Reihen. 409 


wesentlich singuliir, und zwar so, dass P, héchstens von der ersten, P, 
héchstens von der zweiten Ordnung unendlich gross wird. Fiihrt man 
die Gleichung durch die Substitution 


y= ase t/ha 


in die binomische 
d®z 1 dP 1 
oa +(P,-3 ig — 7 Pr’) # = 0 


iiber, so wird in dieser der Coefficient von ¢ mit x? multiplicirt end- 
lich, sodass man sich, unter a,, a,,... Constanten verstehend, auf 
Gleichungen von folgender Form beschriinken kann: 


>» & 
(1) Pe) = 2 Ft G@tarta,a*+--)2—0. 
Setzt man hierin fir z eine Reihe der Form 
T= gyre + g, ae! + g, gk +.-.-, 
in welcher g),9,,.+. von 2 unabhiingige Gréssen sind, so ist in dem 
Ausdruck P(r) der Coefficient von 2¢+”, wenn v, wie stets im Folgen- 
den, ein positive ganze Zahl bedeutet, offenbar 
IN (OF) (QF Y—1) a0} HF Gr -1 HF 2Gr—2 + ++ + Go 

Fiihrt man daher die Bezeichnung ein 

f(u) = u(u— 1) + a 
und setzt allgemein 
(2) IQA Y) HA Gr-1 + O,Gr-2 + - ++ + Orgy = 0 


so folgt, die Convergenz der Reihe ry vorausgesetzt, fiir beliebige 
Werthe von @ die Gleichung 

P(r) = gy f(Q) 2, 
von der man spiiter leicht zur Gleichung (1) zuriickgehen kann. 

Um nun die Reihe y auf ihre Convergenz hin zu untersuchen, 
beschriinken wir die complexe Variable g auf ein beliebig begrenztes, 
endliches Gebiet 9; die positive ganze Zahl k werde so angenommen, 
dass fiir alle diese Werthe von @ die Ungleichung 


(3) Ife+tk+1)\>1 


besteht. Alsdann kann fiir v > k die Grosse g, durch die Gleichung 
(2) definirt werden, wenn die Werthe go, 9,;,..-+g»-1 bekannt sind. 
Die Gréssen g,, g,,--.g% seien beliebig gegebene Functionen von @, 
welche im Gebiet St ebenso wie ihre ersten Ableitungen nach @ end- 
lich und stetig sind. Ferner seien «,, a, ... derartige positive Con- 
stanten, dass die Reihe 


“2+ a,07+.--- 
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einen nicht verschwindenden Convergenzbereich besitzt, und dass ausser- 
dem allgemein die Relation 

(4) ay > | ay| 


besteht. Die Constanten B,, B,, ... 6, seien ebenfalls positiv und es 
sei fiir alle dem Gebiete  angehérenden Werthe von o 


(5) By > |9ol> B, > |9 TP \gx|-2 
Definirt man sodann fiir vy >k die Gréssen B, durch die Recursionsformel 
(6) By = a, By-1 + a, By2 +---+ af, 


so sind sie offenbar alle positiv. Da nun den Relationen (2) und (3) 
zufolge fiir v > k die Ungleichung 

Go| < |QyGr—1| + | dy Jr—2| + +++ + | argo 
gilt, so ergiebt sich nach (4) und (5) zuniichst fir » =k + 1 

Geta) < % Br + & Brat - +++ ony Bo, 
also mit Riicksicht auf (6) 

Geti| < Bays. 

Aus dieser Ungleichung folgt weiter, indem man schrittweise von 


-emmem Index zu dem um Eins héheren fortschreitet, die allgemeine 
Relation 


\Grry| < Bro. 

Hieraus kann leicht geschlossen werden, dass die Reihe ry einen 
nicht verschwindenden Convergenzbereich besitzt. Bildet man namlich 
zunichst rein formal das Product 

2 9 
(6, +8,2+ 8,2 +--+) (l—a,2—a,2*—---), 
so ist der Coefficient von 2” der Ausdruck 
By — &, By1 — & By» — +++ — ay By; 
dieser verschwindet nach (6) fir v > k; wenn v <k, bezeichnen wir 
ihn durch b,. Dann sind die Grissen 6, die Coefficienten in der Ent- 
wickelung des Quotienten 
2 ak 
Bo + 6,2 + bax? +--+ db, @ 
1— a,x — a,x* —--- 
nach steigenden Potenzen von 2; da diese Entwickelung fiir nicht ver- 
schwindende Werthe von a convergirt, so giebt es positive, von o 
unabhiingige Gréssen y, 0 von der Beschaffenheit, dass allgemein 
yd” > B, > |g; 


und dass fiir alle dem Bereich 9 angehdrenden Werthe von @ die 
Reihe ry convergirt unter der Bedingung 
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§ 2. 
Fortsetzung; Differentiation der Reihe r nach o. 


Fiir gewisse Ausnahmefiille, diejenigen niimlich, in welchen die 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgieichung f(u) = 0 gleich 
oder um eine ganze Zahl von einander unterschieden sind, muss man 
iiber die Convergenz der Reihe 


Fg + gat gat. 

orientirt sein, in welcher, wie fortan immer geschehen soll, durch 
Accente die Ableitungen nach @ bezeichnet sind. Um diese Reihe niher 
zu untersuchen, geben wir aus von der durch Differentiation aus der 
Gleichung (2) folgenden 


If (OY) = — Hl (OY) — A, Gr-1 — A, Gy-2 — ++ + — gy, 
welche jedenfalls, sobald v > k, geschrieben werden kann 
- , F ) 9) + Oagy_9+-+- + 4,90 
© dan efletg test, 
Nun sei hk eine der Zahlen & + v, deren Bestimmung vorbehalten 
bleibt; setzt man 
(8) G, — Ios G, — I; eee G, = I 
fiir v > h aber allgemein 


4,G,_,+4,G, 9+:-°-+4,G 
fie+») . 

so ist in dieser Gleichung der Nenner nach (3) stets von Null ver- 
schieden; da nun zufolge der in § 1 fiir die Functionen g, g,, . . - 9% 
gemachten Voraussetzungen die Gréssen g,, g,, --- gx im Gebiet K 
endliche und stetige Functionen von g sind, da ferner von der auf die 
Ableitungen g,, g,,... gx beztiglichen Voraussetzung in § 1 kein 
Gebrauch gemacht worden ist, so kann man die Gréssen go, g,, -- + Gx 
durch G,, G,,...G,, die Zahl & durch die gréssere h ersetzen, und es 
ergiebt sich aus dem in § 1 erhaltenen Resultat, dass die Potenzreihe 


G,+G,2+G,2°+-- 
fiir einen ¢ewissen, von der speciellen Wahl des Werthes g unabhingigen 
Bereich der Variabeln 2 convergirt. Somit kann eine positive Constante 
O derartig bestimmt werden, dass fiir alle dem Gebiet 3t angehdren- 
den Werthe von @ 
(10) a” > \a,|, 8 > \9|, Oo > |G,|. 


Subtrahirt man nun eine der Gleichungen (7) und (9) von der 
anderen, so ergiebt sich 
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 : Oe os Eee 
a fet») * 
_ (Grr ~ Fa) + (G2 — G2) Fist Fyn 1 (Pats — Fay) , 
(e+ ») . 
hieraus folgt mit Benutzung der Relationen (10) 
eae »| F(e+») | 
| Gon — Goan | FM |G Gg | to 8 AT Sts — Sot | 
—_ | fle) | 
Setzt man speciell y = h + 1, so erhilt man 
‘ , f(e+h+1) 
(12) Fors — Fatt = — Feth+1) MH 


Wird jetzt fiir die bisher oberhalb der Grenze k willktirliche Zahl h 
die Annahme eingefthrt, dass allgemein 

‘ | f(e+e+h) | 
(8) fete +h |<! 
sei, eine Ungleichung, die fiir jeden dem Gebiet  angehdrigen Werth 
‘von @ bei willkiirlichen Werthen der Zahl v besteht, sobald die Zahl h 
oberhalb einer gewissen Grenze liegt, so ergiebt die Gleichung (12) 

Data — Gai | << oe, 
Dieser Formel lassen sich ihnliche zur Seite stellen, in welchen 

h-+ 1 durch irgend eine gréssere ganze Zahl ersetzt ist. Nimmt man 
nimlich an, es sei vy >h+ 1 und 


Gis — Gis! < Pe, |Da-e = Gi+2| < ers, tee a — G,-1| x aie . 
so lehrt die Formel (11) 


(e+) r (» —-h—1)& < yif(ety|+7. 
f(e+) \f(o+ »)| | fle »)| 
Erlegt man daher der Zahl h ausser der Ungleichung (13) noch die 
mit dieser vereinbarte weitere Beschriinkung auf, dass fiir v > h 

if (e+ |+ 

\f(e+) | 

sei, was offenbar méglich ist, da der Ausdruck links fiir beliebige dem 
Gebiet  angehérige Werthe von @ beliebig klein wird, sobald man 
v oberhalb einer gewissen Grenze bleiben liisst, so ergiebt die vor- 
letzte Ungleichung 
(14) | gv — G,| < 0, 
eine Relation die hiermit fiir jeden Werth » > h durch vollstindige 
Induction bewiesen ist. Da ferner 


\dr| <| go" — G,| + | Go|, 


lg’ — G,| < 
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so folgt nach (10) und (14) allgemein 
\gr'| < 20". 
Die Grésse 0 ist ihrer Definition nach von der speciellen Wahl 


der Grésse g im Gebiet # unabhingig; fiir dieses Gebiet convergirt 
daher die Reihe 


T=Jo tHe + ge? +--- 

gleichmissig, wenn das Argument «# so fixirt wird, dass die Un- 
gleichung 

lzl}<5 
besteht. Jene Reihe kann daher einem leicht zu beweisenden und be- 
kannten Satze zufolge nach g gliedweise integrirt werden, wodurch 
man erhilt 
T= 7 Got net He +--+), 


or 
.” rig a+ aey. 


(15) 


Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen, um die Integrale der 
Gleichung (1) in der Umgebung des singuliren Punktes = 0 nach 
der Methode von Frobenius darzustellen; man geht zu dem Zweck 
davon aus, dass, wenn alle Gleichungen (2) erfiillt sind, die Identitiiten 


(16) P(r) = f (0) 92, 
} et) om f'(@) Go 28 + 2 (0) (Go +9 lg x) 


gelten und grenzt das Gebiet St so ab, dass es die Wurzeln der deter- 
minirenden Gleichung f(w) = 0, welche @, und g, seien, ausser diesen 
aber keine Grésse der Form @, — v oder @, — v enthalt. Hat man 
zuniichst @, = @, -+ m, wobei m eine positive ganze Zahl bedeute, so 
setzen wir, unter g, eine von @ unabhingige Grosse verstehend, 
9 = Gof (Q+m) 

und definiren die tibrigen Gréssen g, durch die Gleichungen (2), von 
denen nur die auf den Werth » =m beziigliche von dem Factor 
f(e-+-m) befreit wird. Alsdann sind die Groéssen g), g,,..~- 9m fir 
das ganze Gebiet Jt sammt ihren ersten Ableitungen endliche und 
stetige Functionen von oe. Die folgenden Gréssen g kénnen aus- 
nahmslos durch die ungeiinderten Formeln (2) definirt werden, wobei 
die in § 1 definirte Zahl & grésser als m sein muss, die Reihen ry und T 
convergiren daher fiir von Null verschiedene Werthe von x und stehen 
zu einander in den Beziehungen (15). Weiter zeigen die Identititen 
(16), dass die Ausdriicke 


(T)e=eo-+m » (=), - 


Integrale der Differentialgleichung P (2) = 0 darstellen. 
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Haben die Wurzeln der determinirenden Gleichung keine ganz- 
zahlige Differenz, so kénnen die Gleichungen (2) stets ohne weiteres 
zur Definition aller Gréssen g, benutzt werden; man hat den Glei- 
chungen (16) zufolge bei gleichen Wurzeln die Integrale 


Or 
- e=eer Te eme.’ 
bei ungleichen 


(v)p— Qo? (Te~e, - 


§ 3. 
Differentialgleichungen n‘* Ordnung. 


Um den bisherigen analoge Entwickelungen fiir die allgemeine 
Gleichung 


' : a” sie yr-) 2. qa"? 
(12) Ply) = at 22 + or B, (x) To + oP, (2) + 
x dx dx 
‘+ P.(z)y = 0 
- zu erhalten, in welcher durch { Potenzreihen nicht verschwindenden 


Convergenzbereichs bezeichnet sind, versuchen wir ihr zu geniigen 
durch eine Reihe 


T= Jot? Fg, DEH + gaze? f+ + +5 
setzt man allgemein 


PY) = Gyo + Ai % + Gye a? +---, 
fle) = e(@—1) --- (e—m+1) +S) e(e—1)- 
A=1 


- -+(9—n-+4+ 1)aao + Gno, 
f-(@) =>’ e(e- 1) +++ (9+ 4—n-+ 1) dav + anv, 


4=1 


so ergiebt sich leicht die rein formale Identitit 


P(t) = gof(Q) x? +> set" Hf(e+Y) + za Gr-afilotv—A) j 
a= 


Die Convergenz der Reihe r vorausgesetzt, integrirt man also wiederum 
fiir willkiirliche Werthe von @ die Gleichung 


P(t) = gof(e)2®, 


wenn allgemein die Gleichung 


v=1 


(18) I f(0+%) +>) grafilo+v—a) = 0 
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besteht. Diese kann zur Definition der Grosse g, durch die Gréssen g 
von geringerem Index dienen, wenn der Coefficient von g, nicht ver- 
schwindet. Das kann nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen » 
geschehen, wenn man die Variable @ auf ein beliebig begrenztes, ganz 
im Endlichen gelegenes Gebiet St beschriinkt. Jedenfalls also kann 
die Gleichung (18) als Recursionsformel zur Bestimmung der Gréssen 
gy dienen, sobald der Index v eine gewisse positive ganze Zahl k iiber- 
schritten hat; g),9,,---g seien Functionen von @, welche nebst 
ihren ersten » — 1 Ableitungen im Gebiet Jt endlich und stetig sind. 

Da nun die Potenzreihen $f, fiir von Null verschiedene Werthe 
des Arguments convergiren, so giebt es derartige positive Gréssen y, 0, 
dass allgemein die Ungleichung 


| day | <= yo” 


gilt. Dabei kann, wie die Definitionsgleichungen der Functionen f, 
lehren, die Grésse y so gross angenommen werden, dass in dem nach 
Potenzen von g geordneten Polynom /,(@) die absoluten Betriige aller 
Coefficienten unterhalb der Grenze yd” verbleiben. Alsdann ist fiir 
juj >1 


(19) | fu(e)) < pO” ( 1+ ||| af fair) < my dul. 


Beschriinkt man das Argument uw auf ein beliebiges endliches Gebiet, 
so kann eine derartige positive Grésse y, gefunden werden, dass fiir 
jeden Werth von v 
| Ff, (ms) | 
G | . 
(20) | — ia ae 
yd | 
denn die Coefficienten der links stehenden ganzen Function vou u sind 
dem absoiuten Betrage nach kleiner als Kins. Speciell sei «—o-+ m, 
und m eine ganze Zahl, dann kann es nur fiir eine endliche Anzahl 
von Werthen m im Gebiet i Gréssen @ geben, fiir welche wu dem 
absoluten Betrage nach kleiner als Eins ist. Beschrankt man sich auf 
diese Werthe von m, so ist offenbar 
| fle+m) | 
} - Le a. 
27 | i 

| yo 


Wendet man diese Betrachtungen an auf die Coefficienten der in 
der Form 

ST Alet+e—d 
en es fet») %- 


(21) 


geschriebenen Recursionsformel (18), so erhalt man eine der Un- 
gleichungen 


27* 
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| fy(e+ »—A)| y, yo" 
(22) fietr) | ~|fle+r) 


oder 
hle-+y—2| nyd*\etv—ii"t 
f(e+r) \f(e+)| ; 


je nach den Werthen der Differenz » — 4; die erste gilt nach (20) 
fiir gewisse Werthe von 9, wenn v — A einer der soeben betrachteten 
Zahlen m gleich ist, die zweite nach (19) in allen iibrigen Fallen. 
Ersetzt man letztere durch die aus ihr folgende 


[A@+y—4)| _ nys*(jo\ +2)" 

Fietr) | Ifle+»)|  ’ 
so sieht man unmittelbar, dass in ihr der Zahler der rechten Seite fiir 
hinreichend grosse Werthe von vy grésser ist als in der Ungleichung (22). 
Sobald daher v eine gewisse Grenze h, welche wir grésser als k voraus- 


setzen diirfen, iiberschritten hat, gilt allgemein die zuletzt hin- 
geschriebene Ungleichung 


Aus dieser folgt auf Grund der Forme] (21) 


v 


vis io iqa. MY Cel +e)" | 


nimmt man daher fiir h eine so grosse Zahl, dass fiir v > h stets 
5 ? 


ny (v + \e|)"* 
ifle+r)| 


was offenbar mdglich ist, da der Bruch auf der linken Seite bei un- 
begrenzt wachsenden Werthen von v unendlich klein wird, so hat 
man, sobald v > h, die Ungleichung 


(23) 1) <> gral &. 
A=1 


Jetzt seien h + 1 positive Gréssen 6 so gewihlt, dass fiir alle 
dem Bereich St angehérigen Werthe von @ und fiir vy — 1, 2,...h 


(24) Jol < Bo, = |g»| < ByO"; 


lisst man v tiber die Grenze h hinaus wachsen, so diene zur Definition 
weiterer Gréssen B die Formel 


(25) B, 2 B,-2, 


A=l 


<1, 


welche offenbar fiir alle diese Gréssen positive Werthe ergiebt. Alsdann 








er; 


oc 
(2 
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ergiebt die Ungleichung (23) bei der’ speciellen Annahme v = h+ 1 
mit Riicksicht auf (24) 


A+1 
lgnts| <>) Brgi2 OMH-2 , 9 
i= 
oder , 
(26) Gri) < Pips Oe. 


Setzt man ferner v = h + 2, so ist nach (23), (24) und (25) 


ht+2 


\Gate| < > Bass. 2 Oh+2—2 | gt 
A=1 
oder nach (25) 
h+2 
\Jaro| < ot? Bis a, |Grte| < Bry, d+. 
4i=1 


Auf diese Weise fortschliessend beweist man leicht durch vollstandige 
Induction die allgemeine Giiltigkeit der Relation (24) fiir beliebige 
Werthe », 

Um von diesem Resultat aus zum Ziel zu kommen, brauchen wir 
nur noch zu zeigen, dass die mit den Coefficienten 8, gebildete Potenz- 
reihe fiir nicht verschwindende Werthe von x convergirt. Das sieht 
man sofort, wenn man fiir vy <h setzt 


(27) B, = p, — > Bra, 
La} 
und den Quoiienten 


Bo + Bio + Byat+ +--+ Bx (1—a) (6, + Bye+ --- + B,2') 


i—a—-#-—.. i-2z 


nach steigenden Potenzen von x entwickelt; zur Bestimmung der Coef- 

ficienten ergeben sich genau die Recursionsformeln (25) oder (27), je 

nachdem der Exponent von x die Zahl h tibersteigt oder nicht. Die Reihe 
By + B, dx + 6,072? +--- 

convergirt daher, sobald 


(28) ai<s 


76? 
dasselbe gilt der Relation (24) zufolge von der Reihe 


Ba HtTNT+ RS +> 


Dieselbe convergirt, wenn man fiir # einen festen, der Ungleichung 
(28) geniigenden Werth setzt, gleichmissig fiir alle dem Gebiet Q 
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angehérigen Werthe von @, da die Gréssen 6B, y, 9 ihrer Definition 
nach von g unabhiangig sind. Aus eben diesem Grunde giebt es der- 
artige positive Constanten [, A, dass fiir das ganze Gebiet R 


lgv| < FA’. 


§ 4. 
Die allgemeinere Reihe r gliedweise nach o differenzirt. 
Die Constante y kann, ohne ihre bisher gebrauchten Kigenschaften 
zu verlieren, so gewahit werden, dass alle Coefficienten des Polynoms 
f,'* (uw) 
ye” 
in welchem uw eine der Zahlen 1, 2,...— 1 bedeutet, dem absoluten 


Betrage nach die Kinheit nicht tibersteigen. Dann giebt es, wie oben, 
eine positive Constante y, von der Beschaffenheit, dass fiir |u| <1 


(29) fi (u)| << 179", 
- wihrend bei der Annahme |u| > 1 offenbar die Ungleichung 


(30) | fo) (w) < yor(1 +- |e | op ||? + or + u| “ 1) 
< (wa) 78" wpe 


’ 


stattfindet. 
Diese Bemerkungen wenden wir an auf die Formel, welche man 


erhalt, indem man die Gleichung (18) u-mal differenzirt, und durch 
f(e+v) dividirt, 


ual = 
. (u—9) > fle+ty—a) 
(31) 9,” a ate > (“) 9,” f ict — g, [er 
o=0 4=1 


4 # (a) 
°, u walt @te—4 
b+. ({) — ta" 


i=1 e=1 


Wir nehmen an, was fiir w= 1 nach §3 feststeht, es gebe derartige 
Constanten [, A, dass fiir o—0,1,...u4—1 und fiir das ganze 
Gebiet R bei beliebigen Werthen v die Ungleichungen 

(32) wfl<0, |gl <a’ 


bestehen; dabei kann man die Gréssen [, A unbeschadet dieser Re- 
lationen vergréssern, also annehmen 


r>y, A>d 


und demnach die Gréssen y und @ in den Ungleichungen (29) und 
(30) durch [ und A ersetzen. Dieselben ergeben dann, dass entweder 
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| A (e+»—4) vit at 
| Fle+r) 'f(e+»)| 
oder 
| ¢(o) | | 
| h (e-+v—aA) | . lov —ajt-o-! 
Tera) |< TM 
- a(lel+r)*- 9%" 
<0 eee 





wenn v — A, wie in der Formel (31), keine negative Zahl ist. Fiir 
die in der Doppelsumme auf der rechten Seite der Gleichung (31) auf- 
tretenden Glieder hat man daher, mit Riicksicht auf (32) eine der 
beiden Ungleichungen 


(H) | gues yer-8| () oe 
GO) \%r—-a fle+r) Oo) fle+r)|’ 

| (a) ee / | n—a—1 
Ph) aces h (e+ 4) 4 esi says iielts) 
(«) Ia fie+») \< (5 o—) hs if(e+»)| 


Die Grésse, deren absoluter Betrag links steht, kann also in jedem 
Falle dargestellt werden als Product von A’ in einen Factor, welcher 
fiir das ganze Gebiet % dem absoluten Betrage nach unter einer ge- 
gebenen Grosse liegt, sobald v eine gewisse Grenze iiberschritten hat. 
Kin ahnliches Resultat erhilt man nach (32) fiir die Glieder der 
ersten Summe auf der rechten Seite der Gleichung (31), da offenbar 
u fe (9+) | (5) »| £49 (e+) | 
(0), Fete) |< No) EO" Fete |? 
und die Zahl w—o hier nicht kleiner als Kins wird. Man kann daher 
die Gleichung (31) in der Form 


: fle+y —d) 
(4) om (u) v 
(38) I p> Ia fet») + A 


schreiben, wobei die Gréssen ¢,| im ganzen Gebiet KR beliebig klein 
sind, sobald die Zahl v oberhalb eines gewissen Werthes r liegt. 
Weiter folgt aus den Formeln (19) und (20), dass entweder 


fliety—4)| <7, Fh" 
oder 

|flety—a)| < mPOA? \e+v— apt < af Ai(v+le|); 
nun gilt fiir hinreichend grosse Werthe v die Ungleichung 


n(v-+ el" >, 
mithin auch 


| fyle+ty—A) yn 
| are? a ,(0e +” ; 
| Fle+r) cafe fet) 
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Da ferner offenbar 
1 2(o-tlel) 
im = feta |? 


so kann man die letzte Ungleichung, wenn man die Zahl r néthigen- 
falls vergréssert, fiir »v > r durch folgende ersetzen 


|fAlete—%)| (n+ ra* 

5) | fle+») fics eae 

Subtrahiren wir jetzt von der Gleichung (33) die urspriingliche Re- 
cursionsformel (21), so ergiebt sich 


fet» 
pr I --> eta) Oa — ea) + Ares 
setzt man daher 
-,-4,, -4—H4,, 
so folgt aus der Relation (34) 


(35) |hy| < FOES heal + lel: 
Aa=1 


Nun giebt es eine von g unabhingige positive Grésse C von der 
Beschaffenheit, dass fiir alle Werthe von v oberhalb der Grenze r die 
Ungleichung 


(36) Cc> | é,| 
gilt. Ferner kann man annehmen 
(37) (n+2)F > 1, 


da die Grésse [ in der ganzen bisherigen Argumentation durch eine 
gréssere ersetzt werden kann, ohne die benutzten Kigenschaften ein- 
zubiissen. Nach diesen Festsetzungen fiihren wir eine positive Grésse 
¥ ein, welche den Ungleichungen 


(38) ry>C, ¥>|h,-al, (Aw 1,2,...%) 
geniigt, wobei v, > r sei. Dann ergiebt sich aus (35) und (36) 
hy.) << (m+1)T¥ + C < (n+2)T¥; 
zusammen mit den Relationen (38) hat man daher, mit Riicksicht auf 
(37) die weiteren 
(n+2)F¥ >C, (n+2)T¥ > lhygi-al, (A=1,2,...%,41). 
In diese gehen die Ungleichungen (38) tiber, wenn man Y durch 


(n+2)F¥, und v, durch v, +1 ersetzt. Man erhalt daher durch 
nochmalige Anwendung der soeben gebrauchten Schlussweise 


Moti) < (n+ 2) P¥, 








if 
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und ebenso fortfahrend kommt man zu der allgemeinen Formel 
Tite) < (mF 2y Pew, 


Aus diesen Resultaten ist ersichtlich, dass die Potenzreihe 


+a 
‘ 2 =. @ aga a a 
(39) hia + hoa? + PAC WI 
einen nicht verschwindenden Convergenzbereich besitzt; das End- 
ergebniss des § 3 lehrt dann, dass dasselbe von der Potenzreihe 


(40) gi") a ga a gx? =. or 


gilt. Und mehr noch: die Reihe (39) convergirt offenbar stiirker als 
eine gewisse von @ unabhingige geometrische Progression, ebenso 
nach §3 die Potenzreihe r; damit ist bewiesen, dass auch die Reihe 
(40), wenn man fir 2 einen festen Werth nimmt, dessen absoluter 
Betrag eine gewisse von g unabhiingige Grenze nicht iibersteigt, fiir 
das ganze Gebiet % gleichmiissig convergirt. Diese Resultate, welche 
fir « =O in §3 hergeleitet sind, beruhen auf der Annahme (32), 
sind also nach der Methode der vollstiindigen Induction fiir alle Zahlen 
uw =1,2,...2— 1 bewiesen. 

Um nun auf die Integration der Differentialgleichung (17) zuriick- 
zukommen, fassen wir die Gruppe aller Wurzeln der determinirenden 
Gleichung /(w) = 0 ins Auge, welche sich von einer unter ihnen nur 
um ganze Zahlen unterscheiden. Die positiv genommenen Werthe 
aller von Null und von einander verschiedenen Differenzen irgend zweier 
von diesen Wurzcln seien m,, m,,...m,; dann setzen wir, im Weseunt- | 
lichen der citirten Abhandlung von Frobenius folgend, 


9 = F(e+m,) F(e+m,) ..-f(@-+ ms), 

und definiren die Gréssen g, durch die Gleichungen (18), indem in 
der fiir v == m, erhaltenen der Factor f(9-+m;) weggelassen wird. Das 
Gebiet 9% umfasse die Wurzeln der bezeichneten Gruppe, sonst aber 
keinen Werth, der aus irgend einer Wurzel der determinirenden Glei- 
chung durch Subtraction einer positiven ganzen Zahl entsteht. Fiir 
dieses Gebiet verschwindet kein Nenner eines aus den Gleichungen (18) 
erhaltenen Ausdrucks g, nach der angegebenen Modification derselben ; 
die Gréssen g, sind also im Gebiet ® regulire analytische Functionen 
von @, und da sie, sobald die Zahl v einen gewissen endlichen Werth 
erreicht hat, durch die ungeiinderten Gleichungen (18) definirt werden, 
so sind die Voraussetzungen der obigen Theorie erfiillt. Die Reihe r 
convergirt also fiir nicht verschwindende Werthe von xz, und man hat 
in der Bezeichnung des § 3 die Identitit 


P(t) = go f(e) 2°. 
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Differenzirt man dieselbe u-mal nach @, so ergiebt sich 


Po FG)—ren— Bacear(t) 3) an rn 


die rechte Seite verschwindet daher und r) ist ein Integral der Glei- 
chung (17), wenn 


9 =I =" = Go" = fe) =f (e) =: -- =f (0) = 0, 

und durch w, und uw, zwei ganze Zahlen, deren Summe u ist, bezeichnet 
werden. Hieraus ersieht man leicht, welche Wurzeln der betrachteten 
Gruppe fiir @ in den Ausdruck r™) zu setzen sind, um ihn zu einem 
Integral zu machen, und dass man so viele Integrale erhialt, wie in 
der Gruppe Wurzeln vorhanden sind, wenn jede mit ihrer Multiplicitit 
in Rechnung gebracht wird. Wendet man endlich ein in § 2 benutztes 
Theorem auf die Reihe (40) an, so sieht man, dass diese nach 9 glied- 
weise integrirt werden kann, dass also die Gleichung 


2 0 =e 
gt + 92+ 92? a = de (g\“-?) +9" 2+ 9 Dgr+. . ‘) 


besteht, und dass alle erhaltenen Integrale ganze Functionen von lg x 
sind, deren Coefficienten als Producte aus Potenzen von x und gewoéhn- 
lichen Potenzreihen dieser Variabeln dargestellt werden kénnen. 


Juli 1895. 
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Intorno ad alcune osservazioni sui segmenti infiniti 
e infinitesimi attuali. 


Di 


G. VERONESE a Padova. 


I sigg. W. Killing e G. Cantor hanno pubblicato recentemente 
due critiche alla mia teoria degli infiniti e infinitesimi attuali, che 
credo opportuno di confutare per non lasciare radicare nel pubblico 
dei falsi concetti intorno al fondamento di essa*). Queste critiche, 
non solo non accennano tutto quanto si riferisce nei miei Fondamenti 
di Geometria**) e in altre pubblicazioni alla detta teoria e pud portar 
lume sull’ argomento, ma dimostrano in modo non dubbio che pur 
prendendo di mira una piccola parte dell’ opera mia non hanno riferito 
o interpretato con esattezza neppure le proposizioni mie in esse 
esaminate. 

Per censurare una teoria é necessario considerare anzitutto i principi 
che ne formano la base, o altri che a quelli equivalgano. Un metodo 
diverso, pare a me, possa condurre con facilita, specialmente nelle 
questioni di principi, ad equivoci e a discussioni interminabili senza 
vantaggio della scienza. Ed @ per cid che nello studio dame fatto dei 
lavori sui fondamenti della geometria e compendiato nell’ appendice 
del mio libro ho cercato di seguire sempre con attenzione e imparzialita 
i principi stabiliti in ogni lavoro, accennando accanto agli eventuali 
difetti, di cui meritasse tener conto, anche i pregi pid importanti, o 
bene circoscrivendo il campo della critica. Tale metodo ho tenuto anche 
dimostrando che se le obiezioni fatte in passato contro il segmento 


*) W. Killing: Bemerkungen iiber Veronese’s Transfiniten Zahlen-Index 
Lectionum in Ac. Monasteriensi. 1895. — G. Cantor: Beitriige zur Begriindung 
der transfiniter Mengenlehre in questi Annali, vol, 46 ultimo fasc®. pag. 500—501. 


**) Tradotti da A. Schepp. Lipsia 1894. L’originale lo indicherd con la lettera 
i, la traduzione con t. 








424 G. Veronrsx. 





infinitesimo attuale valgono per quello di altri autori non possono 
valere per il mio. Fra altro ho provato la insostenibilita della dimo- 
strazione del postulato V d’ Archimede data dal sigr Killing nelle sue 
»Nicht-Euclidische Raumformen“ ed ho criticato la dimostrazione sul- 
l'impossibilita del segmento infinitesimo attuale del sigr. Cantor 
pubblicata la prima volta nel Zeitschrift der Philosophie di Fichte 
nell’ anno 1887. Questa dimostrazione non @ perd completa; e non 
avendo potuto, néio né altri, conoscerla interamente, ho cercato di 
darle nel mio libro quella interpretazione che mi parve e mi pare tuttora 
la vera*) 


La critica del sigr K. tenta di seguire i principi della mia teoria, 
e conclude che questa per la sua importanza ha bisogno di una 
prova ulteriore prima di essere accettata. II sigr. K. rinuncia cosi 
implicitamente alla difesa della sua dimostrazione del postulato d’ Archi- 
mede**). Basta dunque far vedere che le osservazioni di senso deter- 
minato sulle quali la sua critica si appoggia non hanno fondamento 
di verita. 

Neanche il sigr. C. difende la sua dimostrazione dalla mia critica, 
ma crede invece con poche affermazioni generiche di distruggere la 
mia teoria***), Non mi occupo della forma e del metodo della sua 
censura, badando soltanto alla sostanza delle cose da lui asserite. Egli 
afferma la ,,Uebereinstimmung;), dei miei infiniti e infinitesimi cogli 
,hdchst absurden“ numeri infiniti di Fontenelle. Io conoscevo perfet- 
tamente questi infiniti e le censure che li hanno distrutti, ed @ per cid 


*) Veggansi anche le mie ,,Osservazioni sopra una dimostrazione contro il 
segmento infinitesimo attuale.“* — Atti del Circolo mat®. di Palermo, 1892. 

**) Vedi anche a proposito di questo postulato A: Il continuo rettilineo e 
l’ assioma V d’ Archimede. Atti della R. Acc. dei Lincei, 1890 — Elementi di 
Geometria in collaborazione col prof. Gazzaniga del R. Liceo di Padova, parte | 
litografata, Drucker ed. Padova, 1895. — Osservazioni sui principi della geometria. 
Atti della R. Acc. di Padova, 1894. — Tullio Levi-Civita: Sugli infiniti e 
infinitesimi attuali quali elementi analitici. Atti del R. Istituto Veneto, 1893. 

Nei tre primi lavori é posta la questione del postulato d’ Archimede, e quindi 
quella dell’ infinitesimo attuale, in modo diverso che ne’ miei Fondaments; 
e sotto un’ altra forma si pud mettere partendo dalla rappresentazione numerica 
dei punti della retta secondo i concetti di Klein. Vedi anche Burkhardt: 
Nachr, der kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen, 1895. Heft I. 
Le ip. IV e VII e il principio dell’ ip. III dell’ introduzione dei miei Fondamenti 
sostituiscono il detto postulato nella teoria degli infiniti e infinitesimi e servono a 
costruirli, Nella memoria delDr. Levi-Civita la trattazione si svolge con metodo 
puramente analitico e in modo diverso. 

***) Veggansi anche le lettere del sigr, Cantor pubblicate nel fascicolo di 
agosto di quest’ anno della Rivista di Matematica, e delle quali veuni recente- 
mente per caso a conoscenza, 

7) Ib. pag. 108. 
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che nell’ appendice del libro mi limitai ad accennare a quelle critiche 
ed a dichiarare che la teoria di Fontenelle non @ da confondersi 
colla mia.*). Di questa mia dichiarazione il sigr. C. non ha tenuto 
conto. Inoltre egli asserisce che ,,Hauptursache degli errori del 
mio libro @ nientemeno che una definizione (come arbitrariamente la 
chiama) dell’ eguaglianza di due numeri. Lasciando a lui di provare 
queste sue affermazioni, riservandomi a mia volta di provare il 
contrario; mi restringo frattanto a dimostrare che le osservazioni 
della critica del sigr. C. sulle mie proposizioni in essa citate non 
sono esatte. 


I. 
Dato il concetto di ,,einfach geordnete Menge I“ per Ordnungs- 


typus (od anche Ordnungszahl) M, il sigr. Cantor intende (1. ¢.) ,,den 
Allgemeinbegriff, welcher sich aus YY ergiebt, wenn wir nur von 
der Beschaffenheit der Elemente abstrahiren, die Rangordnung unter 
ihnen aber beibehalten.“ Chiama ,,iihnliche“ due ,,geordnete Mengen“ 
Mt e NR quando, come io dico, si corrispondono univocamente nel 
medesimo ordine, e scrive Yi oo N. Da cid, egli dice, risulta l’egua- 
glianza M — N (1), e inversamente. Questa eguaglianza é dimostrata 
anche nel miei Fondamenti**). Il sigr. C. afferma invece che non ho 
tenuto conto della necessité del criterio di eguaglianza (1). A giusti- 
ficazione di queste sue parole soggiunge: 

1) A pag. 30 (dei miei Fondamenti, t) viene definita l’ ,,Anzahl 
oder Zahl einer geordneten Gruppe ganz in Uebereinstimmung mit 
dem, was wir Ordnungstypus einer einfach geordneten Menge genannt 
haben, erklirt “***). 

2) ,,Dem Kriterium der Gleichheit vermeint aber Herr V. einen 
Zusatz geben zu miissen. Er sagt pag. 31: ,,4ahlen deren Einheiten 
sich eindeutig und in derselben Ordnung entsprechen und von denen 
die eine nicht ein Theil der andern oder ein Theil der andern gleich 
ist, sind gleich. 

Diese Definition der Gleichheit enthilt einen Cirkel. 

Es setzt also seine Definition der Gleichheit (abgesehen von ihrer 
Willkiirlichkeit) eine Definition der Gleichheit voraus, die wiederum 
eine Definition der Gleichheit voraussetat etc. in infinitum. 


*) Appendice (i, pag. 620; t, pag. 698). 
**) Oss, Il, ur (0 §§.) 45. 

***) Nell’ edizione italiana é detto soltanto numero, intendendo in questo caso 
»Anzahl“ (i, nota 2, pag. 29), Pud darsi che non sempre io abbia reso con chiarezza 
i miei concetti e che ancora qualche svista sia rimasta, ed io sard grato a quegli 
studiosi che vorranno cortesemente farmene avvertito. 











426 G. Veronese. 


Ed @ questa secondo il sigr. C. l’ ,,Hauptursache“ degli errori della 
mia teoria sugli infiniti e infinitesimi. JL’ errore del sigr. €. é doppio, 
anzi tutto perché fossero anche vere le sue osservazioni, come gia dissi, 
esse non avrebbero alcuna influenza sulla mia teoria dei segmenti 
infiniti e infinitesimi, dalla quale ho dedotto le regole dei numeri che 
li rappresentano; in secondo luogo perché le sue osservazioni non 
sono in sostanza esatte. 

1) Invero la mia definizione di numero accennata dal sigr. C. 
secondo la def. I, 38 ivi citata non é la stessa del suo Ordnungstypus, 
come egli afferma. I contrassegni (Merkmale) delle forme matematiche 
astratte sono nel mio libro le relazioni di tutto e parte, di ordine e 
di posizione, mediante le quali si paragonano fra loro. E nella 
def. I, 38 stessa @ stabilito una volta per sempre, quando non sia 
detto diversamente, che nelle forme si considerano tutti questi contras- 
segni. Le forme sono dunque assoggettate a priori al principio che il 
tutto non @ eguale alla parte; il quale principio (né il suo contradditorio) 
non pud essere dimostrato per alcune forme, ad es. pei segmenti 
rettilinei, senza essere surrogato da un principio equivalente*). Dalla 
corrispondenza univoca e del medesimo ordine dei punti di due segmenti 
non si deduce che essi siano eguali, Ora, nella mia definizione citata 
di numero (Anzahl) avendo escluso soltauto la relazione di posizione 
fra gli elementi di un gruppo ordinato, considerati ciascuno come uno, 
é chiaro che oltre la relazione d’ ordine non ho escluso neppure quella 
di tutto e di parte. Se si esclude questa relazione, si ha appunto 
l’ Ordnungstypus, come escludendo anche l’ordine si ha il Cardinalzahl 
o la Méchtigkeit (potenza) del sigr. Cantor. Tutto sta a vedere se 
anche tenendo conto della relazione di tutto e parte si possano stabilire 
gli ordinari ecriteri di eguaglianza, di maggiore e di minore. Ora questi 
criteri si possono appunto stabilire pei miei segmenti limitati finiti, 
infiniti e infinitesimi, e quindi pei numeri che servono ad indicarli 
rispetto ad un’ origine e ad un segmento dato preso come unita 
fondamentale. 


2) Per quanto riguarda la seconda osservazione del sigr. C. dird 
che la proposizione c) del nr (0 $$) 45 sopra citata non é una definizione, 


*) Nello studio della forma fondamentale (e quindi anche della teoria in 
discorso), che @ scopo principale dell’ introduzione, e in quello della geometria 
basta ammettere il detto principio pei soli segmenti. Invece di questo principio 
si pud ammettere che nella forma fondamentale a cominciare da un dato 
elemento in un dato verso esista un solo segmento eguale ad un altro qualun- 
que dato ‘nel verso considerato, da cui appunto colle altre proprieta del sistema 
omogeneo (def. I, 68) date le definizioni dei segni > e < si ricava che fra due 
segmenti esiste una ed una sola delle tre relazioni =, >, < che soddisfano 
alle regole ordinarie. (Veggansi i miei citati Elementi di Geometria pag. 16—17). 
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come egli asserisce, ma bensi una conseguenza della definizione di numero 
e delle cose esposte nel cap. I sull’ eguaglianza. Il concetto del- 
l eguaglianza si svolge nel mio libro partendo dai primi principi logici 
che regolano il paragonare le cose fra loro, dai quali discendono subito 
le regole dei segni = e+. Secondo la mia definizione di eguaglianza 
assoluta di due cose qualunque (nr. 9), esse sono eguali assolutamente 
o eguali, quando lo sono rispetto a tutti i contrassegni che di esse si 
considerano; mentre sono eguali relativamente o equivalenti quando 
sono eguali rispetto ad alcuni ma non a tutti i loro contrassegni. 
S’intende che tanto |’ eguaglianza assoluta quanto quella relativa deve 
soddisfare i principi stabiliti al nr. 8. 


La proposizione citata dal sigr. C. @ nel mio libro letteralmente 
incompleta, ma da cid che segue subito si comprende che dicendo 
! uno non @ parte o eguale ad una parte dell’ altro, intendo dire 
che il gruppo ordinato (da cui deriva uno dei numeri) non é parte 
o eguale ad una parte del gruppo dell’ altro, ammettendo che sia gia 
stabilita in altro modo |’ eguaglianza dei gruppi. 


Si potrebbe dire, considerando superficialmente la definizione di 
eguaglianza assoluta e relativa che vi @ una petizione di principio, 
perché da che cosa @ data a sua volta |’ eguaglianza dei contrassegni? 
Ebbene questa deve essere ammessa senz’ altro supponendo sempre 
che essa soddisfi ai principi gia stabiliti. Cosi per utilizzare la 
definizione dell’ eguaglianza ho stabilito (oss 1, 71) che le forme con- 
siderate siano costruibili mediante una forma fondamentale data, sulla 
quale @ ammessa |’ esistenza di segmenti limitati eguali senza che un 
segmento sia eguale ad una sua parte*). 


Come si vede, la mia definizione dell’ eguaglianea non ha poi 
nulla di arbitrario. Tutti i concetti fondamentali dell’ opera mia sono 
analizzati non gia mediante regole stabilite a capriccio, ma facendoli 
scaturire man mano dalle leggi semplici del pensiero logico. 


*) Quando due figure sono eguali si dimostra nel mio libro che si puod 
stabilire una corrispondenza univoca fra i loro punti in modo che le figure corri- 
spondenti (e quindi anche i segmenti rettilinei) che vi fanno parte sono ordinata- 
mente eguali. E reciprocamente, quando si pud stabilire fra due figure la detta 
corrispondenza fra i loro punti e i segmenti rettilinei da essi determinati, esse sono 
eguali. Ma anche dando una tale proposizione come definizione (come feci nei 
miei citati Elementi pag. 42—44), tale definizione non contiene alcuna petizione 
di principio, e si dimostra poi che soddisfa ai principi gia stabiliti ed é sufficiente 
per stabilire |’ eguaglianza delle figure rispetto a tutti i contrassegni che di esse 
si considerano. L’ idea del movimento senza deformazione resta cosi affatto 
esclusa, e trova nel concetto di eguaglianza cosi definito e nelle proprieta degli 
enti geometrici il suo vero fondamento, Essa serve solo per costruire praticamente 
é approssimativamente oggetti eguali, 
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Aggiungo ancora che il sigr. Dr. Levi-Civita costrui un sistema 
di numeri coi soli numeri ordinari, senza ipotesi, i quali corrispondono 
in parte ai miei numeri infiniti e infinitesimi. Questo sistema @ meno 
esteso perché é limitato ai soli numeri finiti, infiniti e infinitesimi d’ ordine 
finito, mentre fra questi numeri @ pid completo. Basta leggere le prime 
pagine del lavoro interessante del Dr. Levi-Civita per persuadersi che 
i concetti di —, > e < fra questi numeri soddisfano alle regole 
ordinarie di questi segni, in guisa che essi formano ,,eine einfach 
geordnete Menge“ che non @ punto rappresentabile coi numeri transfiniti 
di G. Cantor. Presi ad es i due monosemii 1, 1, del sigr. Levi- 
Civita (corrispondenti ai miei numeri 1 e oo,) si vede che fra 1 e 1, 
sono compresi i numeri: 


2, 3,...5m,...(1,—),... (1,—1) 
pei quali @ ad es. (1,—n) < 1,, mentre i numeri @ — » e @ di Cantor 
sono eguali, indicano cioé lo stesso elemento nella serie dei numeri 
transfiniti di questo autore. Io stabilisco per convenzione (def. I, 83) 
che l’ intervallo (1...1,) contiene 1, unité 1; in altre parole che 1, 
é il numero degli elementi 1 2...1,, considerati nell’ ordine dato. In 
tal caso il numero che spetta ad es. al gruppo 


123...(1,—%) 
non @ eguale a quello del gruppo ordinato 
123...(i,—s)..-1,, 
pure potendosi stabilire una corrispondenza univoca e del medesimo 
ordine fra i loro elementi. 

Non nego che secondo il concetto aritmetico col quale a un 
gruppo dato di unita se ne aggiunge un’ altra e cosi via, considerando 
la serie dei numeri naturali come un gruppo gia dato di elementi 
(unt), si presentano spontaneamente i numeri di Cantor; ma secondo 
il concetto geometrico della retta si presentano invece spontaneamente 


i miei segmenti infiniti, e quindi i numeri che il rappresentano, quando 
si faccia astrazione, come si pud, dall’ ass. V d’ Archimede. 


Il. 


ll sigr. C. cita anche con elogio la critica del sigr. Killing. Le 
pagine qui citate si riferiscono alla nota del sigr. K. 

1) Anzitutto questa critica contiene delle osservazioni di senso non 
etbene determinato e quindi non posso rispondere ad esse, Non @ chiaro 
ad es. su che cosa egli appoggi i suoi dubbi contro la mia ip. V 
che per me @ semplicissima, né contro la mia definizione di sistema 
astratto ad n dimensioni, la quale nulla ha di comune colla teoria 
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degli infiniti e infinitesimi; né @ chiaro finalmente che cosa intenda 
per Zusammenhang che egli vorrebbe esistesse fra le scale generate 
ciascuna con una data unité intorno agli elementi della forma fonda- 
mentale, sebbene io sappia che cosa significhi per me quella parola. 
Mi limiterd dunque alle altre osservazioni. 

2) a pag. 3 @ detto che un ,,gruppo ordinato“ (s’ intende secondo il 
mio libro) @ costituito da due campi di scala generati con una unita 
a partire da un elemento come origine nelle due direzioni della forma 
fondamentale. Cid non é esatto, perche io intendo per gruppo ordinato 
anche tutta la forma fondamentale e quindi anche delle serie o gruppi 
ordinati limitati e illimitati che contengono delle parti limitate (nel 
senso da me definito al cap. I) che contengono delle serie illimitate. 
Il gruppo ordinato di segmenti eguali all’ unita delle due scale con- 
siderate dal sigr. K. @ illimitato di 1* specie. 

3) Sembra che la mia ip. III, dal modo con cui é citata a pag. 4, 
consideri dei gruppi ordinati staccati, mentre essa afferma che la forma 
fondamentale considerata dapprima come data é@ tale che costruita in 
un dato verso una scala di data unita a cominciare da un elemento 
come origine, esiste nel verso dato un elemento almeno fuori di essa 
scala. Del resto nella nota a pag. 129 ho dato una rappresentazione 
sulla retta dei campi di due scale successive di data unité (non gia di 
tutta la forma fondamentale) ove |’ ordine pud essere stabilito ad es. 
mediante un fascio di raggi partendo dal raggio che passa per l’origine 
della prima scala nel verso dell’ indice dell’ orologio. E nella 
nota a pag. 184 ho dato un’ altra rappresentazione geometrica in 
cul I’ ordine dei gruppi considerati @ pure pienamente stabilito 
dalle ordinarie definizioni di direzione di due rette o meglio di raggi 
paralleli. 

4) A pag. 4—5 il sigr. K. trova nella mia ip. VIII un ,,infinitamente 
piccolo“ che @ invece un indefinitamente piccolo (unbegrenzt klein); né 
cid @ una semplice svista di trascrizione. Infatti a pag. 9 egli dice 
che |’ ip. VI (che afferma la continuita relativa, cioe in un campo nel 
quale fra i segmenti vale la citata proposizione d’ Archimede) e 
l ip. VIII sono molto oscwre perché nella prima il segmento variabile 
diventa ,unbegrenst klein“ e nella seconda ,,unendlich klein“ in senso 
assoluto! 

Egli aggiunge che ,,die Art der Verinderung noch gar nicht 
bestimmt ist, wofern es nicht méglich ist, ein Gesetz aufzustellen, 
nach der die Verinderung erfolgen soll, mentre per la variazione 
del segmento considerato nelle ip. VI e VIIL basta che esso 
diventi indefinitamente piccolo, vale a dire per le premesse definizioni 
che diventi e rimanga da un suo stato pid piccolo di ogni segmento 
dato piccolo a piacere, finito nell’ ip. VI e infinitesimo nella ip. VIII, 

Mathematische Annalen, XLVIL. 28 











430 G. Veronesr. 


come pud accadere, senza che sia necessario per le conseguenze dedotte 
nel mio libro di stabilire una legge particolare di variazione*). 

Il sigr. K. osserva che una tal legge poteva darla il sigr. Dedekind 
nell’ introduzione dei numeri irrazionali, perché aveva a disposizione i 
numeri razionali, mentre a me manca tale possibilita perché io mi 
servo dell’ ip. VI per dimostrare la divisibilita di un segmento in n 
parti eguali. Cid non riguarda propriamente la legge di variazione, 
bensi la giustificazione dell’ ipotesi; ma a questa ho accennato dopo la 
dimostrazione della divisibilita di un segmento in n parti eguali mediante 
il sistema di numeri razionali gid stabilito (i, 138 e t, 154). Ma si 
pud giustificare |’ ip. VI (e cosi I’ ip. VIII) senza ricorrere ai numeri, 
considerando le serie di segmenti determinati da un segmento variabile 
nel senso dell’ ip. VI come nuovi elementi. Introducendo il concetto 
di identita di questi elementi, quello di segmento di due di essi, del- 
l eguaglianza e diseguaglianza fra i nuovi segmenti (che sono determinati 
dai vecchi quando i loro estremi sono individuati da due degli elementi 
primitivi) si fa vedere che i nuovi elementi soddisfano nel campo 
dell’ ip. VI (o dell’ ip. VIII) alle ipotesi precedenti, e valgono per essi 
le conseguenze dedotte da esse e dall’ ip. VI (o VIII), la quale viene cosi 
sostituita da opportune definizioni. In questo modo si potrebbe evitare 
astrattamente il postulato della continuita, 

E qui cade in acconcio di fare osservare che se ne) libro io feci 
uso di ipotesi, le ho perd giustificate secondo un ordine naturale di 
idee. Le ip. III e 1V sono giustificate con una rappresentazione geo- 
metrica, la ip. V ha la sua giustificazione nel principio dell’ ip. III 
applicato al campo dato dell’ ip. 1V; le ip. V1 e VIII si giustificano 
nel modo anzidetto, e finalmente I ip. VII trova la sua compatibilita 
nell’ eguaglianza della costituzione dei segmenti, come si ammette 
astrattamente per tutti i segmenti ordinari. 

D’ altronde il gruppo semplicemente ordinato formato da quei 
numeri del Dr. Levi-Civita, costruiti senza ipotesi coi numeri reali 
ordinari che corrispondono ai miei, soddisfa alle proposizioni contenute 
nelle mie ipotesi tranne la V. Cid costituisce, ove se ne senta il 
bisogno, una conferma analitica della validita di esse. 

5) A pag. 5 il sigr. K. dice ,,Herr Veronese betrachtet die Grund- 
form nur fiir sich, niemals aber ihre Lage im Raume. Ma anche 
cid non é vero. Nel libro I, § 10 e segu. io considero appunto come 
elemento dello spazio la retta assoluta, che rappresenta la forma fonda- 
mentale, limitata ai campi finito, infiniti e infinitesimi d’ ordine finito, 
perché per le considerazioni geometriche svolte nei miei Fondamenti 
basta limitarsi a questi campi. 


*) Veggansi anche i citati Elementi di Geom. pag. 29 e segu. 
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6) A pag. 6 per provare che sono giustificati i dubbi sulle mie 
ipotesi, il sigr. K. dice: ,So wird in § 99, f (i, 144, t. 159) ge- 
tadelt, dass vielfach die Behauptung (A B)= (BA) als Axiom hin- 
gestellt werde, wiihrend sie sich aus allgemeinen Gréssensiitzen ergebe.“ 
Ma questo egli aggiunge: ,,kann nicht aus allgemeinen Groéssensitzen 
folgen“. 

Ed anche questo é errato, Invero nella nota a pag. 144 dell’ ori- 
ginale (opp. t, 159) mon ho detto affatto che la proposizione 99, 
g (e non f) derivi aus allgemeinen Grdssensitzen; ne ho inteso 
biasimare |’ uso di quel postulato in generale, poiché evidentemente 
(come ho detto nella prefazione del libro) non vi @ un solo sistema pos- 
sibile di assiomi; ma espressamente ho parlato di quei trattati di geo- 
metria, o di altre memorie, nei quali si fa uso dei postulati da me usati 
nella dimostrazione di quella proposizione, e per chiarire meglio il mio 
concetto ho citato gliKlementi diGeometria di De Paolis accennando da 
quali postulati di questo autore si deduca la proposizione (A B)=(B 4A), 
che @ pure ammessa da De Paolis con un postulato tanto pei segmenti 
rettilinei quanto per gli angoli*). 

7) A pag. 7 egli dice che se la teoria dei numeri transfiniti di 
Cantor é esatta ,,so darf Herr V. nicht, wie er es thut, einen Gegensatz 
zwischen beiden Theorien postuliren, namentlich diirfen beide nicht zu 
entgegengesetzten Folgerungen ftihren, wie das hier der Fall ist, denn 
nach Herrn Cantor's Ansicht leiden die actual unendlich kleinen Gréssen 
an einem inneren Widerspruch“, Di cid ho parlato precedentemente; 
le due teorie sono per sé esatte; ma |’ ,,Ansicht“ del sigr. Cantor non 
é esatta, eccetio che non si ammetta per la retta un postulato che 
escluda a priori |’ infinitesimo attuale. Ho fatto gid vedere nell’ ap- 
pendice che se invece di scegliere il mio postulato sulla continuita della 
retta si assume quello di Dedekind, allora non c¢’@ bisogno di 
ricorrere ai numeri transfiniti di Cantor per dimostrare la proposizione 
di Archimede. 

8) Alla fine della sua nota (pag. 10—11) il sigr. K. parla della 
rappresentazione da me data dei segmenti finiti e infiniti di 1° ordine 
(esclusi perd gli infinitesimi). Sembra a lui che mi siano sfuggiti i 
gravi dubbi che si oppongono a tale rappresentazione, perché @ stato 
dimostrato che ,,zwei Mannigfaltigkeiten nur dann in eindeutiger und 
stetiger Weise auf einander abbilden kann, wofern sie von derselben 
Zahl von Dimensionen sind.‘ L’ appendice del mio libro dimostra che 
una tale proprieta mi era nota. Ma a giustificazione delle sue parole 
il sigr. K. aggiunge: ,,Die Theorie des Herrn V. beruht aber darauf, 


*) Nei miei Elementi di Geometria per ragioni didattiche 1’ ho data anch’ io 
per i segmenti con un postulato. 
28* 
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dass man ein Raumgebilde von beliebigen vielen Dimensionen auf ein 
dimensionales Gebilde eindeutig und stetig abbilden kann.“ Ed anche 
questo non é vero, perché vi @ la corrispondenza univoca, non la con- 
tinuita. Ma se anche vi fosse la continuita, cid non proverebbe ancora 
nulla contro la mia teoria, perché il teorema sopra citato fu dimostrato 
per le sole varieta ordinarie dalle quali sono esclusi gli infiniti e gli 
infinitesimi. 


Padova, novembre 1885. 











Sur la formule sommatoire d'Euler, 
par 


J. Franet a Zurich. 


1. 
r=h 
En cherchant a mettre la différence entre la somme > Fo) et 
r=0 


lintégrale définie f F(x) dx sous une forme commode pour la discussion 


nous avons été conduit 4 une formule remarquable par sa concision et 
dot l'on tire aisément une démonstration de la formule sommatoire 
d’Euler ou de Maclaurin. Bien que la formule en question soit un 
corollaire de la théorie des séries trigonométriques on voudra bien 
nous permettre de l’exposer en raison de sa démonstration simple et de 
son utilité. 

Introduisons, & cet effet, la fonction — 


f(a) = E(e) —# +}, 


out E(x) désigne, comme d’habitude, le plus grand nombre entier 
contenu dans la quantité 2, puis envisageons |’intégrale 


h 
r= fa) . F(z) dz, 


F(x) ainsi que sa dérivée F’(x) étant des fonctions uniformes et 
continues dans lintervalle d’intégration; on suppose que la limite 
supérieure de l’intégrale est un nombre entier positif quelconque. 

On peut mettre J sous la forme 


5) h—1l r-+1 r=h— 
2 fror (2) de > > fe-++3 1) F(a) da, 
r=0 r=0 


dou 
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* 
I 


J= ni eRe) — FO — fer eae, 


: 
Mi i 


Fn) + 5F(0)+ (+; 5) Fh) - jor (x) dx. 
Mais 

, a 
f a F' (2) da =hF(h) — J F(a) dz, 


de sorte qu’il vient finalement . 


r=h h 
ies ~ ZF +1 FO) +i Fi) + J F(x) dz, 


c’est-a-dire 
rah A h 
1) DFG) =pFO +5FW + [FO dz — [1@) F'@ ae; 


Telle est la formule que nous voulions établir et qui permet dans un 
grand nombre de cas de décider de la convergenze ou de la divergence 
d'une série & termes quelconques. 


2. 


Remplagons dans le second membre de la formule (1) f(a) par 
son développement en série trigouométrique. On sait qu’on a pour 
toutes les valeurs d’z, a |’exclusion des valeurs entiéres, 


(2) f(a) m4 sin = ux ; 


et que cette serie converge uniformément dans |’intervalle 
(r+0,r+1—9), 

ry étant un nombre entier et d une quantité positive aussi petite d’ailleurs 

qu’on le voudra*). 


C'est ce qu’on peut établir directement et sans rien emprunter a la 
théorie des séries de Fourier de la maniére suivante: 


On a tout d’abord, comme on le vérifie facilement en effectuant 
Vintégration , 


3) 2xi f(2) = -((;= + er 


*) Voir Picard, Traité d’analyse. tome I, page 239. 
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d’ou l’on tire en appliquant lidentité 
1 


jgoltetetaty @, 
f(a) = sin ig ia. glee 


nu 


en faisant 
1 
a (n'-l)iz — 22 (n-+-l)iz 
Ry =m L fea [ 5a ~ ———aae 
Qut 1— awe 2*** 
1 


1 t" dt 
= Lf; =i cos aa pe [Sin 2a (n-+1) & —tsin 2nzz). 
0 


Pour démontrer la convergence uniforme de la série dans |’intervalle 

(0, 1—0), od O est positif mais aussi petit qu’on le veut, nous 

décomposerons cet intervalle en trois au-moyen des deux quantités 

1 1 P - ee 

3—h, 3 +4, A’ étant positif mais inférieur 4 7- Supposons d’abord 
: - , 1 a 

x dans l’intervalle milieu et faisons == + ¢; il viendra 


1 
, : t"dt 
aR, = (—1)*t' sin 2a(nti)e f iat costae te 
1 


: ttl dt 
— 1])\»+!1 4 aoe a 
+ (— 1)**' sin 2ane |r mit? 
0 


Or h étant <i et, par-suite 27h <5 = on aura, puisque |é| < h 
cos 2a%é > cos bet > 0. 


Le trindme 1 + 2¢ cos 2ze + # est done constamment supérieur a / 
dans l’intervalle d’intégration d’ot résulte immédiatement 


. 1 1 
ad \Ea| < n—1 + n° 
pour toutes les valeurs d’z comprises entre 
1 1 
3 —h et 2 + h. 


D’autre part le minimum du trindme 1 — 2¢ cos 2ax + ¢ étant 
égal & sin? 22a on aura certainement 


|Ral < - - 


a sin? ¢ <atiaa wai + <3) 
et, par conséquent, pour toutes les valeurs d’ x appartenant a l’intervalle 
(3, + — h) ow a Vintervalle (} +h, 1 — 0) 
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1 1 i 
[Bal < Sastazy Gai + wae 





g désignant la plus petite des deux quantités d et h. La série 


«x 


> mies 

ma 

1 
converge done bien uniformément dans l’intervalle (0, 1 — 0) quelque 
petite que soit la quantité positive 0 et, & cause de sa périodicité, 
dans tout intervalle (r+ 0, r+ 1— 0) od r est un nombre entier. 
Pour obtenir une limite supérieure de R, valable dans tout l’inter- 

valle (0, 6) nous partirons de )’équation 


1 ain (2n-+ 1)xe 
cos 2az + cos4ax-+----+ cos 2nax = — : + ae st bse 
d’ou l'on tire 
sin arxe “sin (2n-+1)x2 
a= —a+ f “es °* 
r=1 


1 


1 
2 


mop fEantnerg, (meant ness, 
6 ¢ 





sin 7x sin wx 


1 
2 


1 sin (2n + 1) 22x 
Se ee 


ax 
. 2s pes . 1 es, y 1 
Or, x étant supposé inférieur & ot f(a) se réduit a s—% d’ot 
3 2 


2 2 
, ‘sin (2n-+1)xx 7, _ fsin(2n+1)xe xx 
X— sin 72 “ye snzxe  sinz2 
=z x 


: ux . ss ~ @ 
Le quotient ——— est inférieur 4 = de sorte que 
sin 7% 2 


| R,| < 5 log (=)- 


Remplagons maintenant dans |’intégrale 


h 
T= ff) F’ (x) dx 


f(x) par son développement 


sin 242 sin 2n2x 
mane 4... 4 SDSMTe + Ry, 


4 nm 
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On verra sans peine que I’intégrale 


h 
Jn =f Bo Feds 
tend vers 0 quand m augmente indéfiniment. 
En effet 
r=h—1 r+1—d 
n= 2| (fi seni ea Pe)de+ [2s F(a) az] 


r+1--d 
or 
r+d 


fre F' (x) dx - fm F' (a+r) da 
est, en valeur absolue, 
3 
<3 f 8(ga) a", 


M désignant le maximum de |F"’(~+1r)| entre 0 et d. Cette intégrale 
est donc infiniment petite en méme temps que 0; il en est de méme 
évidemment de l'intégrale 


r+l1 
([® (a) F(x) da = - fro F (r-+1—a) de. 
r+i—d 
Enfin dans l’intégrale 
r+i—d 
R,,(x).F" (x) da 
r+d 
le facteur R,(x) peut, comme on l’a vu, étre rendu plus petit que 
toute quantité donnée d’avance et cela pour toutes les valeurs d’x 
comprises entre r + 0 et r+ 1— 0, en prenant nm suffisament grand. 
Par conséquent, aprés avoir choisi une quantité positive «, aussi petite 
qu’on le voudra, on pourra choisir 0 assez petit et ensuite N assez 
grand pour que |J,| soit < ¢ dés que n > N. 
Il en résulte que dans |’intégrale J on peut remplacer f(x) par 


son développement 
= 2mnx 
mn 
1 


puis intégrer terme & terme, de sorte que la formule (1) peut s’écrire 
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(4) >'F)=1 FO) +1 Fa) + J Fie) dx 


aa the 2mnx F' (x) da 
— mm ‘ 


r=h h 
(5) > FO) =5FO+5 FO) + J F(a) dx 


ou encore 


aa 2> feos 2max. F(x) dz, 


m=1% 6 


équation qui est un corollaire de la théorie des séries trigonométriques”*). 


3. 


En appliquant plusieurs fois successivement |’intégration par parties 
on obtient**) 


h sar 


[on 2Mzx ay (a ) da => ( (Fe—» (h) _ Fe—-1(0)) ‘ag . 2 


2% 
= (2m 2) 


A 
__1\r~1 (2r) , 2008s 2maw 
+ (—1) [F (0) ee ae 
0 


d’ou résulte 


6) Fm) =! FO) +1 F)+ f F (2) de 


i=r 


+> (= 1) [F8-9@) — Fe-9)] > = 


2 
i=1 a x 


n= i 
n= 


+ ie Penn) > cos 2max dz. 


(2mx)*” 





m=1 


*) Voir, par-exemple, Vorlesungen iiber Zahlentheorie von Dirichlet-Dede- 
kind, 1° supplément, page 288. Quand on établit la formule (5) de cette maniére 
il n’est pas nécessaire de supposer que la fonction F(a) a une dérivée. 

**) On suppose naturellement que la fonction considérée F(x) admet des 
dérivées des 27 premiers ordres uniformes et continues dans l’intervalle (0, h). 





we ¢ 
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C’est la formule d’Euler telle qu’elle a été obtenue par Poisson dans 
son mémoire, sur le calcul des intégrales définies lu 4 |’Académie des 
sciences de Paris dans sa séance du 11. décembre 1826*) 


En introduisant les nombres B; et les fonctions (x, n) de Bernouilli 
définis respeetivement par les équations 


= oa 25) 1 
05... (2 mx)??? 


m=1 
er 4 n= ot 
aie me =D a 9m) 
n=1 


et en remarquant que la somme de la série 


hie} 
9 
(—1y >? cos 2mnx 


(2mz2)*” 


m=1 


est égale a 


(—1y 5. — _9(@, 2r) 
1.2...(2r) 1.2... (@r)’? 
pour les valeurs d’~ comprises entre 0 et 1**), il viendra 


n=h 


> Fm) =§ FO) + 5 Fh) + F (2) da: 


rn=0 


i=r—1 ; 
(— 1)'B; 
+ 2 ia..a5 th )— FG 
i=0 


, h k=h—-1 
~ rasan f 92” dz D>) Fe(@+h). 
J k=0 


En appliquant cette formule a la fonction 


F (2) = 9(a + q2) 
ou a et gq sont des constantes et en faisant, pour abréger, 
a+qh=b, 


on obtient 


*) Voir Kronecker, Vorlesungen iiber Mathematik, erster Band, herausg. 
von Herrn Netto, pag. 153. 


**) Voir, par-exemple, Schlémilch’s Compendium der héheren Analysis; 
zweiter Band, dritte Auflage, pag. 221. 
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b 


(1) >) p(at+an) =5 9) +5900) + fo(ada 


n=0 a 


i=r—1 ; 
é 1B; . . . 
+2. 73.  *O-F" O 


i=0 
Qr41 : 
—; 5, | Be. (a, 2r) dx 
0 
ou 
Sap p@(at-qa) + 92? (a+q+4a)+----+ 92" (a+(h—1)q+4 2). 
Telle est la forme généralement employée de la formule sommatoire 


d’Euler ou de Maclaurin. Pour la discussion du reste nous renvoyons 
aux ouvrages cités plus haut de M. M. Schlémilch et Kronecker. 


Zurich, septembre 1895. 











Beitrag zur Theorie der rationalen Functionen. 
Von 


EmaANnvuEL Bexe in Budapest. 


Es ist wohlbekannt, wie man eine rationale Function der n Elemente 


(1) By ny. s+ Bi 

bildet, welche bei den Substitutionen einer gegebenen Gruppe G un- 
veriindert bleibt. — Man bildet zu diesem Zweck die Galois’sche 
Function, z. B. 

(2) V = a, &, + GH, + +++ + On dn 


welche so gewahlt ist, dass sie mit jeder Substitution ihren Werth 
verindert. Dann wendet man die Substitutionen der Gruppe G auf (2) 
an, wodurch die Functionen: 


(3) Fas Wee sae Oe 
hervorgebracht werden. — Nun behauptet man, dass im Allgemeinen 
die symmeirischen Functionen der (3) zur Gruppe G gehéren. — 
Wenn wir n — 4 annehmen, und G die bekannte Gruppe: 
(4) G==[L, (a, ay), (yy), (@ yp) (%5 Hy) (Wy Hs) (Hy %y), (% Xy)(X_ Xp), 
(@1H3%_ 4), (yXyXs X.)] 
ist, dann ist die einfachste symmetrische Function: 


(5) DNV. = 2(@, +0 + 05 +04) (2,+ 2+ %,-+%,) 


eine symmetrische Function der gegebenen Elemente, welche also nicht 
zur Gruppe gehort. 

Herr Jordan weicht dieser Erscheinung dadurch aus, dass er 
immer die symmetrische Function: 
(6) (t— V,) (¢(— V,.) .. . (¢— V,) 
beniitzt. Herr Netto*) erweitert die Function (2) durch a, und 
durch das Product: 


(7) a ee 





*) Netto: Substitutionentheorie p. 28. Acta Math, I, p. 371. 
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erhailt man durch passende Wahl von a, ebenso, wie bei (6) durch 
die passende Wahl von ¢ eine rationale Function, welche wirklich zur 
Gruppe G@ gehért. — 

Es liegt die Frage nahe, wann die Erscheinung, welcher wir in 
(5) begegnen, im Allgemeinen eintritt, und wie hoch man den Ex- 
ponenten k zu wiahlen hat, damit die Potenzsumme: 


(8) > VE 


wirklich zur Gruppe G gehdren soll. Mit diesen Fragen will ich mich 
in den folgenden Zeilen beschiftigen. 

1. Nehmen wir an, dass die Gruppe G intransitiv sei, und die 
Elemente: 

(9) = eS 
mit einander transitiv verbindet. — 

Dann ist, wie bekannt, in der Gruppe G keine Substitution vor- 
handen, welche ein Element der Reihe (9) in ein anderes Element, 
welches in dieser Reihe nicht vorhanden ist, iiberfiihren wiirde. — 
Hingegen giebt es dieselbe Anzahl von Substitutionen, welche ein 
gegebenes Element von (9) in ein beliebiges Element dieser Reihe 
iiberfiihren; denn, wenn g alle Substitutionen enthiilt, welche x, un- 
verindert lassen, und 6; eine Substitution bedeutet, welche x, in 2; 
iiberfiihrt, dann enthilt 6,g die simmtlichen von einander verschiedenen 
Substitutionen, welche diese Ueberfiihrung leisten. — Nehmen wir an, 
dass w solche Substitutionen vorhanden sind, welche 2, unverindert 
lassen, dann sind auch w, von diesen und von einander verschiedene 
Substitutionen, welche 2, in x; und allgemein: 2; in 2, tiberfiihren, 
wenn 2; und a, in der Reihe (9) enthalten sind, — 


Wenden wir jetzt die Substitutionen von G auf (2) an, und 
bilden die Summe: 


(10) >» 


dann ist der Coefficient von a;: 


ps (a + am +--+ + an). 
Die Summe (10) ist: 
wa, a, +++ Om) (% ++ +--+ + 4m) + ¥ 
wo w die Elemente (9) nicht mehr enthalt. Die Function (10) ist also 


symmetrisch in den Elementen (9). Wir haben also das Resultat, dass, 
wenn die Gruppe G die Elemente 


- S 








sO 
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mit einander transitiv verbindet, dann ist die einfachste symmetrische 


Function: - 
Sr. 
1 


in diesen Elementen symmetrisch. 

Wenn die Gruppe G simmtliche Elemente (1) mit einander 
transitiv verbindet, d. h., wenn die Gruppe G transitiv ist, dann ist 
die Function (10) in allen Elementen symmetrisch. — 

Aus dem Vorhergehenden ersehen wir also, dass die Function (10) 
im Allgemeinen nicht zur Gruppe gehdrt, sondern nur in dem beson- 
deren Falle, wenn die Gruppe G die transitiv vorhandenen Elemente 
symmetrisch umsetzt, — 

2. Nehmen wir jetzt an, dass die Gruppe G in den Elementen 
(9) k-fach transitiv sei; d. h. dass beliebige & Elemente aus (9) in 
beliebige andere k Elemente derselben Reihe iibergefiihrt werden kénnen. 
Dann ist hier auch die Anzahl der Substitutionen, welche eine be- 
hiebige Combination . 

(11) Hi, Viggo. + Viz 

aus der Reihe (9) in eine andere Combination 

(12) Vhyy Ligy - + + Thy, 

derselben Reihe iiberfiihrt, constant. — Sei diese Zahl wieder mu. 
Bilden wir jetzt die Potenzsumme: 


r 


! u_o.s uoe 
(13) > Vi = > ater thahad, .. altel ae. 
1 
(upops-+---—e). 


Wenn e<k ist, dann kommen in keinem Glied von (13) mehr als 
Elemente der Reihe (9) vor. Hingegen kommt in mw Potenzen 
Vi 

als Coefficient von 

a, G;, a, eee 
dasselbe Product: 

Xin Xi. Xi, eee 
vor, welches dann durch die k-fach transitive Gruppe G in eine jede 
Combination 
tibergefiihrt wird. Der Ausdruck von (13) reducirt sich also wieder auf 
eine symmetrische Function der Elemente (9). Wir haben also das 
allgemeinere Resultat, dass die Function: 


>) Vi 


1 
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in den Elementen (9) symmetrisch ist, wenn diese Elemente durch 
die Gruppe G k-fach transitiv verbunden sind, und e < k gewihlt ist. 
Wenn die Gruppe G in simmtlichen Elementen k-fach transitiv ist, 
dann ist die Function (13) im Falle e << k tiberhaupt symmetrisch. 

3. Endlich wollen wir die Frage beantworten, wie hoch die positive 
ganze Zahl e in (13) gewahlt werden soll, dass in jedem Falle die 
Potenzsumme (13) zur Gruppe G gehdren soll. 

Es gentigt zu diesem Zweck im Allgemeinen: 


(14) ee MOEN 


zu wahlen; denn in diesem Falle kommt in 
(15) Vi 
ein Glied vor: 


e! 2 n 2 
(16) il2l...nl 1% °° % @, Uy... xB 


und dieses Glied wird durch eine jede Substitution veriindert. Wenn 
also auf (15) eine Substitution angewendet wird, welche nicht in G 
enthalten ist, dann tritt ein neues Glied ein, welches nicht in (13) 
enthalten war. 

Der Ausdruck (13) bleibt also nur bei den Substitutionen von G 
unveraindert, bei allen Anderen aber wird er der Form nach immer 
geindert, dem Werthe nach nur in den Fiillen nicht, wenn zwischen 
den Elementen (1) gewisse Gleichungen bestehen, die aber durch 
Hinzufiigung eines Factors zu den Elementen (1) — also in dem Falle, 
wo diese Elemente Wurzeln einer algebraischen Gleichung bilden, durch 
eine einfache lineare Transformation dieser Gleichung — hebbar sind, 


G6d6116, im August 1895. 
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Recherches analytiques sur un cas de rotation d’un solide 
pesant autour d'un point fixe. 


Par 


Mr. P. A. Nexrassorr } Moscou. 


J’ai en vue de présenter dans cet article l’exposition des propriétés 
du mouvement d’un solide pesant autour d’un point fixe. Je n’expose 
principalement que mes recherches personnelles en citant, aux places 
convenantes, les travaux des auteurs qui en parlent, car depuis peu ila 
paru beaucoup d’articles concernant ce cas de rotation*), qui, entre 
autre, est caractérisé par le mouvement du centre de gravité d’aprés 
les régles du pendule sphérique. 


Ce cas de rotation d’un solide autour d’un point fixe a été examiné 
déji par Mr. W. Hess dans les Mathematische Annalen (volume 37, 


*) Nous citons ici le tableau de ces articles russes. 

Mr. P. A. Nekrassoff: 1) ,,Au sujet du probléme de la rotation d’un 
solide pesant autour d’un point fixe‘. (Recueil de mathématiques, t. XVI, 3%me 
livraison, 1892, Moscou). 

2) De la rotation d’un solide pesant autour d’un point fixe‘ (Mémoires de 
la section physique de la société Impériale des Amis des sciences naturelles, 
t. V, 1893, Moscou). 

3) ,,Complément de l’article concernant la rotation d’un solide pesant autour 
dun point fixe‘. (Mémoires de la section physique de la société Impériale des 
Amis des sciences naturelles, t. VI, 1893, Moscou). 

4) ,,.Recherches analytiques sur un cas de rotation d’un solide pesant autour 
@un point fixe“. (Recueil de mathématiques, t. XVIII, 1895, Moscou). 

Mr, N. E.Joukovsky: ,,Pendule loxodromique de Mr. Hess‘ (Mémoires de 
la section physique de la société Impériale des Amis des sciences naturelles, 
t. V, 1898, Moscou). Cet article est imprimé encore dans ,Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung“ (III. 1893, p. 62—70). 

Mr, B. C. Mlodzeievsky et Mr. P. A. Nekrassoff: ,,Des conditions de 
lexistence des mouvements asymptotiques. périodiques dans le probléme de Hess“ 
(Mémoires de la section physique de la société impériale des Amis des sciences 
naturelles, t. VI, 1893, Moscou). 

Mr. J. A, Tchapliguin: ,,Au sujet du pendule loxodromique de Mr. Hess“ 
(Mémoires de la section physique de la société: _Impériale des Amis des sciences 
naturelles, t. VII, 1894, Moscou). 


Mathematische Annalen. XLVIL, 29 
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page 178—180). Dans l’ouvrage de Mr. Hess beaucoup de propriétés 
de ce mouvement sont restées inexpliquées; principalement celles qui 
dépendent des particularités de l’équation plus compliquée de ce probléme. 
Je suis parvenu a réduire Vintégration de cette derniére 4 celle de 
Véquation linéaire du deuxiéme ordre 4 coefficients uniformes doublement 
périodiques complexes. Par ce moyen le probléme s’éclaircit 4 un tel 
point qu'il devient possible de se représenter assez complétement 
le tableau de la rotation et a réduire les calculs aux séries toujours 
convergentes et qui ont la simplicité permise par le probleme. Ainsi 
on peut placer ce cas de rotation au nombre de ceux qui ont été 
examinés avec une attention plus profonde. 

Au point de vue purement mathématique le cas de rotation que 
jexamine présente des particularités différentes. C’est & ces particu- 
larités qu’il faut attribuer l’avantage de l'emploi étendu des quantités 
complexes, dont les qualités géometriques se montrent trés utiles dans 
Yexploration de ce cas, surtout combiné avec l’ainsi nommée frans- 
formation linéaire qui réduit les lignes droites et les cercles en cercles 
en conservant la similitude des parties infiniment petites. L’autre 
particularité du cas considéré consiste en ce que le probléme est réduit 
ici non pas aux fonctions de temps uniformes comme dans les cas 
du mouvement examinés par Euler, Lagrange et Kovalevsky, 
mais aux fonctions multiformes. 


§ 1. 
Equations fondamentales; leurs intégrales algébriques. 


En observant les conditions: 
(1) y=90, A(B—C)xz,? = C(A—B)z?, A>B>C, 
les équations du mouvement d’un solide pesant autour du point fixe O, 


~ 


amenées & la forme*): 
d ” , d , ” 
AF = (B—C)qr+yr"—%y', St =rr’ — ar’, 


‘ d » ay ” 
(2) | Bo} = (C—Ajrp + 4y — my", Fe = pr” — ry, 


d ’ ly’ ’ 
CF = (A—B)pg+ mr’ — yoy, 2 = ar — vr’, 


*) A, B et C sont les moments d’inertie par rapport aux axes principaux 
de Vinertie, tracés par le point fixe et pris comme axes des coordonnés 2, y 
et z dans le solide; 2, Yo, 2 sont les coordonnées du centre G de gravité; p, q, 7 
sont les projections de la vitesse de rotation autour d’un axe momentané sur les 
axes déja nommés des coordonnées; y, 7’, y” sont les cosinus des angles de ces 
axes avec la direction de la gravité. En plus on suppose que la masse M du solide 
et laccélération g satisfont & la condition Mg = 1, ce qui, comme on le sait, ne 
limite que le choix des unités. 
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admettent, outre les trois intégrales algébriques: 
Ptr? +7 m=, 
(3) Apy + Bay’ + Cry” =1,, 
Ap* + Bg’ + Cr? — 2 (ayy +t yyy’ +27") = by 


encore une quatriéme intégrale de Mr. Hess, algébrique particuliére 
(4) Aap + Car=0. 

Avant de développer les conséquences auxquelles conduit la con- 
sidération de l’intégrale particuliére (4), fixons notre attention pour un 
instant sur une qualité remarquable des intégrales générales, qui est 
intéressante, entre autre, par ce qu'elle joint les conditions (1) et 
lintégrale particuliére (4) avec la méthode de Mme. Kovalevsky, 
exposée dans le § 1 de son mémoire, concernant le mouvement d’un 
solide pesant autour d’un point fixe (Acta Mathematica, X11). 

Si nous approfondissons avec Mme. Kovalevsky la recherche 
de tous les cas ot les équations différentielles du probléme admettent 
pour les fonctions p,q,7,7,y' et y”, quelles déterminent, des pdles, 
comme des points singuliers, avec la condition, que les coefficients 
des developpements de ces fonctions en séries dans le domaine des 
poles dépendent de cing constantes arbitraires; il se trouvera parmi 
ces cas celui qui est caractérisé par les conditions (1). Ainsi, en 
exécutant les conditions (1) on peut satisfaire les équations (2) par des 
séries de la forme: 

( oo 


p= > pat, Y =S her, 


n=O a1=v 


(5) a= Sar, y => nt, 


a=0 rx=v 


a=0 


qui convergent dans un domaine de zéro et dont les coefficients 
contiennent cinq constantes arbitraires. 

Il s’ensuit que le cas de Mr. Hess aurait pu étre trouvé par les 
procédés de Kovalevsky, puisque ce cas est contenu dans ces équations 
et n’a été oublié par elle que par inadvertance*). 

Renvoyant les lecteurs qui s’intéressent 4 cette application de la 
méthode de Kovalevsky aux articles de Mr. H. Appelroth**), qui 








*) C’est justement par ce procédé que j’ai trouvé le cas de Mr. Hess et ce 
ne fut que plus tard que j’appris l’existence de son mémoire. 
**) Mr. H.H,Appelroth: 1) ,,Par rapport au premier paragraphe du mémoire 


29° 
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renferment la démonstration de la propriété déja nommée des intégrales 
générales du systéme (2) avec les conditions (1), je me bornerai a 
développer dans ce qui suit surtout le cas correspondant 4 l’intégrale 
particuliére (4). 

Malgré le caractére particulier de ce cas, le mouvement qui y 
correspond ne présente pas un degré de généralité moindre que dans 
les cas examinés par Euler, Lagrange et Kovalevsky. Effectivement 
en partant de lintégrale particuliére (4) nous perdons une constante 
arbitraire, mais 4 sa place nous gagnons une constante dans les quan- 
tités %,Y%, 2%, A, Bet C, qui, se soumettant aux conditions (1), sont 
moins limitées que dans les cas de Euler, Lagrange et Kovalevsky. 

Quant 4 la réalisation du cas que j’examine du mouvement d’un 
solide, il faut remarquer avant tout la possibilité de la construction 
du solide pour lequel les conditions (1) suffisent. Si l’on cherche 
dans le premier solide donné les points pour lesquels Jes moments 
principaux A, B et C et les coordonnées x, y, 2, du centre G de 
gravité remplissent les conditions (1), nous trouverons une quantité 
innombrable de points remplissant la place géométrique représentée 
par deux lignes droites qui passent par le céntre de gravité. Ces lignes 
droites sont perpendiculaires aux sections circulaires d’un ellipsoide 
construit pour le centre de gravité. Cet ellipsoide, rapporté aux axes 
principaux xz’, y’, 2 de l’inertie, est déterminé par l’équation: 


ou 


A’, B,C’ sont des moments d’inertie correspondant & ces axes. Cette 
conclusion a été faite par Mr. Tschapliguin. II suffit de fixer l'un des 
points de deux droites nommées pour avoir un solide capable.de reproduire 
le mouvement que j’examine. En appropriant ensuite ce corps de 
facon & pouvoir y exciter un mouvement dont les circonstances initiales 
correspondent 4 Vintégrale particuliére (4), il faut avoir en vue que 
Yaxe instantané doit se trouver pendant tout le temps de ce mouvement 
sur le méme plan, déterminé par Péquation: Ax,x+Cz,2=—0. Si 
par conséquent il fallait donner au solide la forme d’un gyroscope, c’est 
justement dans ce plan que devrait étre placé l’axe du gyroscope auquel 
on attache le fil pour le faire tourner. 


Voici encore un moyen de réaliser le méme mouvement du solide 


de Sophie Kovalevsky“ (Recueil de mathématiques, t. XVI, livraison 3ém°, 1892, 
Moscou). — 2) ,,Probléme concernant la rotation d’un solide pesant autour d’un 
point fixe‘ (Mémoires scientifiques de l'Université Impériale de Moscou, section 
physico-mathématique, liv. 11, 1894), 
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examiné pour lequel l’intégrale (4) a de la valeur. II faut dter le solide 
donné de la position d’équilibre et le livrer 4 lui-méme sans lui 
donner aucune vitesse initiale, de sorte qu’au commencement du 
mouvement p=gq=r=Q. Avec ces conditions l’intégrale (4) se 
réalisera absolument. En méme temps dans le deuxiéme des intégrales 
(3) la constante J, devient zéro, et la constante 1, doit contenter 
linégalité 1, < 29), comme nous nous en convainquons au moyen de 
la troisieme des expressions (3). Par conséquent ce moyen, qui est 
Yun des plus simples de ceux, qui réalisent le mouvement, appartenant 
au cas que j’examine, n’embrasse pas ce cas dans toute son étendue. 


g 2. 


Réduction du probléme & la recherche du mouvement de deux points 
remarquables. 


Supposons que les conditions (1) ont lieu et que les cironstances 
initiales réalisent en méme temps un mouvement pareil autour du point 
0, auquel correspond l’intégrale particuliére (4), 
Introduisons les désignations suivantes: 

ee oe nwt, tue % 4’ 
fe ey—Sr", ner, b= Sertey 
v=§+ Ht, 
oO= Vx," + %’; i=/y—1. 

Il est évident que y, § et & sont les cosinus des angles de 

la direction OV de la gravité avec les trois lignes suivantes 


réciproquement perpendiculaires: 1) & l’axe y de Vinertie, auquel 
correspond le moment B et 


, 
? 


(6) 


qui est représenté sur la wien 
figure 1 par la ligne Oy, , Q.--" iy 

2) a la ligne O€, qui passe “BS Ns. 
par le centre de gravité G, ‘| 1? ha 

et 3) a la ligne O€, per- / [64 Mh 
pendiculaire au plan 7 O86. Lee es ‘S 


D'ailleurs la quantité com- ce ae 
plexe v= §-+ 47, qui joue , j 
dans le probleme un rdle Fi } 3 
principal, est représentée ? i 4 
sur le plan 7O€ par le | 
point v (figure 1). Ce point 
coincide avec la projection om 

sur le plan du point V, qui sépare dans la direction de la gravité 
e segment OV égal a 1. 
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Si nous représentons la sphére O, décrite du centre O par le 
rayon 1, et si nous prenons le plan Oy pour le plan de son équateur, 
Yamplitude © de la quantité v, représentée par langle vO&, sera 
la longitude du point V, et langle 6 = VOG, dont le cosinus est §, 
sera le complément de la latitude du point V jusqu’a langle droit. 

Apres avoir éliminé des équations (2), (4) et (6) les fonctions r, 
y,y ety”, nous trouverons les équations différentielles suivantes : 

A dp __ A(C—B)x, 








dt ~~ Oz, 24 — 0%) 
Bat nes Les e+ ek, 
(7) iE Od pg — ot 
a7 om $i ot — CGA pt, 
a om gf — Bo P1- 


Les trois intégrales connues de ces équations, obtenues par les équations 


(3), sont: 

P+y+e=l,—1, 
(8) “© pi + Bqan=1h, 

aor Pt + Ba — 26 =). 
Par ces équations nous trouvons: 


— untéR £o(1,E—7 R) 
(9) 1=Bai-—e’? PP Az,0—-#) 


+V1—-#—8, R=+AVB(I—F)(L,+2 06) — 1’. 


i avoir introduit les quantités p,q et » dans la derniére des 
équations (7), nous obtiendrons l’équation: 


(10) ot — , ? 
qui conduit a la nouvelle intégrale des équations (7) qui dépend des 
fonctions elliptiques, précisément: 


(11) t+h— Bf é. 


La troisieme et la quatriéme des équations (7) sont amenées au 
moyen des équations (9) a la forme: 


a __ @E—Hhn—G@nr+eR 
- dt Baga d 
(12) dn _ (é- 4 R)(E—as 


dt Bu—g) > 
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ot pee 
«= ( — A) 2X2 4 
(13) a ~~ 
A laide de la deuxiéme des conditions (1) le carré de la quantité 
a est exprimé au moyen des moments A, B et C de la facon suivante: 


(13) a? — ALB B-C) 


AC } 

le signe de la quantité a est opposé au signe du produit ae. | 
Apres avoir multiplié la deuxiéme des équations (12) par i =/—1 

et aprés avoir additionné ensuite ces équations, nous obtenons: 


(14) o° a, BEG _. 


“2B iAi—&) 2B? 
ou v est déterminé par l’une des équations (6). 

Le mouvement du solide que j’examine est entitrement déterminé 
par le mouvement de deux points: 1) par le mouvement du centre 
de gravité G relativement 4 espace immobile et 2) par le mouvement 
du point » qui détermine & son tour la translation du point V et du 
segment OV dans leur mcuvement relatif dans le solide. 

Le mouvement du point G se détermine par le changement de 
deux angles: 1) par l’angle © entre la direction de la gravité O V et la 
ligne O G, 2) par langle @ entre la ligne donnée immobile et horizontale 
OP et la ligne mobile horizontale ON, située dans le plan Oy 
(Fig. 1). Ce mouvement du point G@ qui s’exprime au moyen des 
fonctions elliptiques du temps ¢, déterminées par l’équation (10), se 
produit d’aprés les régles du pendule sphériques (voyez l’article de 
Mr. N. BE. Joukovsky). 

La détermination du mouvement du point v, représentant une 
quantité complexe, qui satisfait & l’équation (14), est réduite par une 
transformation, désignée plus loin, a la recherche de |’équation dif- 
férentielle linéaire & coefficients doublement periodiques uniformes. 


§ 3. 


Mouvement du centre de gravité G d’aprés la régle du pendule 
sphérique. 


L’équation (10), qui détermine le cosinus § de langle 0= VOG, 
montre que cet angle change dans un ordre qui correspond au mouve- 
ment du point pesant G d’apres la régle du pendule sphérique avec la 
tension d’un poids égal a g,?: B. Par conséquent la tension réelle 
du poids 


| - 


g = 
change par rapport 4 Mo,?: B. 
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Afin que le mouvement que j’examine soit possible, il est nécessaire de 
satisfaire & quelques conditions. Ce que nous devons considérer avant tout. 
La quantité €, comme cosinus de langle 6== VOG, doit satis- 
faire les conditions: 
(15) —1<t<+1, 


et la quantité dérivée of doit étre une quantité réelle et par conséquent 
Vinégalité 
(16) R?>0 
doit avoir lieu. 
Supposons 


fQ=k 


et remarquons que 
f(—co) > 0, f(—1) <0 et f(41) <0, 


nous nous convainquons que les conditions (15) et (16) ne peuvent 
pas étre remplies autrement que si l’équation /(§) = 0 a trois racines 


réelles et si l'une d’elles §, se place entre —co et —1, et les deux 
autres €, et € se placent entre — 1 et + 1. Les inégalités: 
(17) &<1 ee A>O 


doivent exister pour que l’exécution de ces conditions soit possible. 
Dans ces inégalités 


le 





°Y=— 20,7 A=g,' — 2795", 
: (12 9%-+-1,%\ f/ BE 
(18) I.= (“= *) a? 
ats 2, we 
93 = |, _e i 7 T bag’ 


Supposons que les conditions (17) sont remplies de sorte que les 


trois racines £,, ¢,, €, du polynome /(£) = R? soient réelles et se placent 
daprés la quantité dans l’ordre suivant: 


(19) §<—-1<&<&<+1. 
En méme temps les inégalités suivantes 

(20) §&<% <& 

auront lieu et la quantite € varie entre les limites: 

(21) £<¢<§;. 


Choisissons le commencement du temps ¢ de facon que pour t= 0 
la quantité € coincide avec ¢,. Au moyen de cette condition nous 
trouvons d’aprés l’équation (10) que: 

g 


oe yp “dt 
(22) t— Bf. 
oy 


$2 





0) 
Is 
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Comme pendant la croissance de ¢ en partant de zéro la quantité £ 
doit grandir en partant de €,, le radical R doit étre pris avec le signe 
+, tant que € n’atteint pas sa plus grande valeur §,. 

Transformons ensuite les variables € et ¢ dans le but d’exprimer 
la quantité € et les autres quantités, qui y sont liées, au moyen des 
formes normales des fonctions elliptiques. Nous supposons que: 


(23) t——yf/ go t,t Bef. 
Qo Qo Qo 
Aprés la transformation nous aurons: 
ey 
(24) ~ {%- 


(25) R=V4y— gy — 93=V4(y—4) (y—e) (y—e). 


Ici les quantités g, et g, sont déterminées par les expressions (18). 
Les quantités e¢,, ¢,, e, et e, sont liées aux quantités déji nommées 
bo» S:, & et € par les équations 


l, ¢ 
b-—af/ pf — “ees (k=0, i, 2, 3). 


Il s’ensuit d’aprés cette forme et d’aprés les inégalités (19), (20) 
et (21) que: 


(26) Co > & > & p>Y Aes. 
Supposons 


(27) = raf. ot 


et suivons les indications, adoptées dans le livre de Halphen «Traité 
des fonctions elliptiques». Nous obtiendrons: 


(28) y= oT, R=—g'T. 
La période réelle et la période imaginaire de ces fonctions seront: 
+o 


(29) o={% ott o =f 
et en méme temps: , 
(30) f#zot+e *). 


*) Les quantités, liées par le signe =, ne peuvent différer les unes des autres 
que par des nombres entiers des périodes 2m et 2a’, 
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Il s’ensuit de cette formule et des inégalités (24) et (27), que 
(31) =rtr+a+@’ 
et que 
(32) -y=p(r-t+oto) ec R=—g(e+o+o). 

Malgré la présence de la quantité imaginaire ’ dans ces expressions, 
les fonctions y et R restent des quantités réelles et s’expriment par 
les formules suivantes, qui ne contiennent pas de quantités imaginaires *): 


gu gf me, + 8-28-92 


? 





(33) Pt — eg 
R=—gT= (C2— €) (C2— es) Wt, 
(gt— €2)? 
En outre nous avons les formules suivantes*): 
“" p(a-+o')=¢, pa =e. 


Ces expressions ainsi que celles de (32) montrent, qu’avec le 
changement du temps t de 0 jusqu’a @ la quantité y diminue de e, 
jusqu’a e, (en méme temps la quantité ¢ augmente de €, jusqu’a €, et 
R> 0); avec la variation ultérieure du temps t de @ jusqu’a 2@ la 
quantité y va croissant de e, jusqu’a e, (en méme temps la quantité 
€ va diminuant de §, jusqu’a €, et R < 0), 

Ainsi la fonction y passe dans les moments 2m@ et (2m-+-1)a, 
ou m est un nombre entier, par le maximum e¢, et le minimum ¢;; 
la quantité dérivée ov passe dans les mémes moments par zéro 
(car 9 (a+a')=0 et ga = 0) et change de signe. 

En passant & la définition de l’'angle w qui se trouve entre la ligne 
horizontale immobile OP (Fig. 1) et la ligne horizontale mobile ON, 
située dans le plan §Oy, nous déterminerons d’abord les com- 
posantes 2,, Q, et Q, de la vitesse de rotation du solide autour de 


Yaxe instantané sur les axes OF, On et O§. Ces composantes 
seront évidemment: 


— wo _ un & ¥o 
(35) ota dae 2 =; - ma Yr. 


L’équation (4) est réduite, aprés l’élimination de p et de 7, a la 
forme suivante, 


(36) Q, — aQ, =0. 


Si nous sousentendons par ® langle vO&, qui représente la 
longitude du point V (ou, autrement, une signification de l’amplitude 
de la quantité v—§ + in) et qui complete l’angle NO§ a l’angle droit, 
nous obtiendrons: 





*) Halphen, t. 1, p. 37. 
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Q, = sin 0 cos. ot sind. o 


Q, = sin 6 sin ®- Phi a0, 


d® 


Q; == cos 6 2% a — a 


Apres avoir exclus les expressions Q, et Q, dans l’équation (36), 
nous trouvons: 


(37) (cos 8 — asin@: - cos ©) 2 a a: -sin @ ao == (), 


Nous savons que les cosinus des angles des axes mobiles O&, On 
et O€ avec les axes immobiles OP, OQ, OV s’expriment (au moyen 
des formules connues de Euler) par trois angles ®, » et 6, nous trou- 
vons pour les cosinus &, » et € les expressions suivantes: 


— = cos ®. sin 0, 
(38) = sin ®. sin 0, 
€ = cos 0. 


Ces expressions ne renferment pas du tout l’angle y. Apres les 
avoir substituées dans la premiére des équations (12) nous trouvons: 





(39) —sin @ ae on 2 oa =e +asin®@.sin®- ae 
Cette équation équivaut a l’équation (14). 
En éliminant des équations (37) et (39) la dérivée - , nous trouvons: 
., I i, 
(40) — B sin 6 = Ba- et)” 

L’expression (40) montre que Tangle » change aussi avec le 
mouvement du point G d’aprés la loi du pendule sphérique. Comme 
cette loi a été suffisamment étudiée par d'autres auteurs nous ne 
retiendrons pas plus longtemps |’attention du lecteur sur le mouvement 
du point G. 


§ 4. 

Propriétés de rotation du point v, caractérisées par les changements 

périodiques de ¢ Equation linéaire différentielle aux coefficients 

doublement périodiques uniformes, déterminant le mouvemeut du point v. 
Ses intégrales multiformes. 


Dans la détermination de rotation d’un solide un rdle important 
est joué non seulement par le point G, mais aussi par le point v, qui 
représente la quantité v = § + in, déterminée par l’expression (14). 
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La position du point v sur le plan On détermine la position 
correspondante du point V, qui est projeté sur le plan Oy dans le 
point v, retranchant dans la direction de la gravité le segment O V = 1. 
Quand le point v se mouve dans le plan Oy, le point correspondant 
V se mouve relativement au solide examiné dans la sphére O, décrite 
du centre O par un rayon égal a 1. 

Voila pourquoi nous prendrons le point V pour représenter la 
quantité complexe v = § + iy sur cette sphére O. 

Le module de v = § + iy s’exprime ainsi: 


\o| VE p= V1—&. 
Par conséquent le point v, représentant sur le plan §O7 la quantité 
v= £- in, doit se trouver sur la circonférence E, décrite du centre 
O par le rayon 

r= Vl — ¢, 


et le point correspondant V, représentant la méme quantité sur la 
sphére O, doit étre situé sur la circonférence F’, qui se trouve dans 
Yintersection de cette sphére avec un plan paralléle au plan O07» et 
& la distance de € du point O. 

Comme € est une fonction périodique avec la période 2@ rela- 
tivement au temps t et en plus paire, le point V doit prendre place 
sur la méme circonférence F’ non seulement au moment t, mais aussi 
a chacun des moments: 


+t+2ma, 


ou m est un nombre entier. Le point v correspondant doit aux mémes 
moments prendre place sur la méme circonférence EL. 

Examinons les limites dans lesquelles se déplace la circonférence F, 
pendant le changement continuel de t depuis —  jusqu’a +o. La 
fonction § étant paire, les déplacements de la circonférence J’ 
dans les intervalles depuis — @ jusqu’a 0 et de 0 jusqu’a +o se 
produisent d’aprés la méme loi, mais dans un ordre inverse, de sorte 
qu'il suffit d’examiner le mouvement de la circonférence J’ dans I inter- 
valle de 0 jusqu’a + @. Dans cet intervalle la circonférence F passe 
sans interruption de Ja position la plus élevée F’,, qui se trouve a la 
distance de €, du point O, a la position la plus basse F, qui se 
trouve & la distance de € du point O*). Ainsi avec le changement 
du temps t la circonférence F change périodiquement de place a 


Yintérieur de la zone sphérique, enfermée dans les cercles paralleles 
F, et F;. 


*) Dans le solide donné le haut et le bas sont déterminés comme les 
directions positive et négative de l'axe O€ (Fig. 1). 
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Puisque la circonférence E est la projection de la circonférence F 
sur le plan Oy, les translations de la circonférence E sont faciles 
% reconnaitre par les déplacements de la circonférence F, et vice-versa. 
Il faut faire cependant quelques remarques par rapport & la position 
et & la translation de la circonférence EF. 

Si 1,7 < Bl,, nous aurons: £, < 0 < £,. Dans ce cas les cercles 
paralléles F’, et F sont disposés de cdtés différents de l’équateur E, 
(section de la sphére O par le plan Oy), Afin de distinguer dans 
ce cas pour les deux positions différentes de la circonférence F, situées 
& une .distance égale du centre 0, les positions correspondantes 
coincidentes de la circonférence EZ, nous distinguerons deux cétés du 
plan EOy: le! cdté de Vendroit et de Venvers et nous dessinerons sur 
ce plan la circonférence E du cédté od est située la circonférence F 
correspondante, De cette fagon la circonférence E seule, dessinée du 
edté correspondant du plan §Oy, correspondra 4 la position donnée 
de la circonférence F’, et vice-versa. Quand, avec le changement du 
temps t, la circonférence F' passe par |’équateur E, d'un hémisphére 
i lautre, la cireonférence EF passe par la méme circonférence FZ, d’un 
coté du plan Oy a lautre. 

Si 1,? > Bl,, nous avons: 0 < § <&,. Dans ce cas les sections 
F, et F, se trouvent & un seul et méme cété de Péquation E,, et par 
conséquent il n’y a aucune nécessité d’examiner la translation de la 
circonférence E d’un cété du plan §Oy sur l'autre (sur J’inverse). 

Ainsi la circonférence E balance toujours périodiquement dans une 
surface plane & forme d’anneau [de deux cdtés (avec 1,2? << Bl,) ou 
dun cdlé (avec 1,2 > Bl,)], enfermé entre les circonférences E, et E,. 
On doit toujours prendre la position initiale du point v (avec t = 0) 
sur la circonférence Z,. Puis avec le cours du temps t le point v doit 
se mouvoir dans la surface 4 forme d’anneau désignée, se trouvant sur 
la circonférence E. 

Remarquons encore qu'il dérive des corrélations €, + €,-+ & = 
et des inégalités (20) que €,-+ € > 0. Done dans tous les cas 
o,° < €*, cad. que la section J’, est toujours plus rapprochée du 
centre O que la section F;. 

Convenons de donner le nom de pdles de la sphére O a ses points 
d'intersection avec l’axe OZ. Il n’est pas difficile de remarquer que 
la zone sphérique, enfermée entre les circonférences F’, et F’,, n’atteint 
les pdles de la sphére O que suivant la condition 1, —0, quand 
réquation R? —0 a les racines +1 et —1. Dans les autres cas 
cette zone sphérique n’atteint jamais les poles de la sphere O. 

Passant a l’équation (14), remplagons y § et ¢ par les variables déja 
nommées y et t, pour lesquelles les expressions (23), (32) et (33) ont 
lieu, et ensuite transformons cette équation (14) en supposant que: 
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is es ee —s)ey° 
Beo el — & dt 








(41) 

vat 5 fa (2 +1, 4 dig w 

B en? \F — bo ‘dt? 
on 
et 
(41’) =t+a-+ a’. | 
Nous obtiendrons aprés la transformation l’équation linéaire: 
‘ thd 1 ‘T—e 

(42) ae — 3(op—e) Ge + @(PT—4)0 = 0, 


dont les coefficients sont des fonctions uniformes doublement périodiques, 
renfermant la quantité imaginaire e,.. 


Remarquons que les quantités e, et e, peuvent étre désignées ainsi: 


(43) e = Tl, et qg=yT,, 
ot 

dy ~~ 
(43°) T, =o-+ a + T ota 7+ Wires )(y—es) (y—&) 


En considérant les points singuliers des intégrales de )’équation 
(42), nous voyons que ces coefficients se transforment en quantités 
infinies dans deux cas: 1) quand r==— 1, et 2) quand r=— @— a. 
Par suite d’un examen plus minutieux nous voyons que les points 
singuliers des intégrales de l’équation (42) ne coincident qu’avec les 
points de la deuxiéme catégorie, c. a. d. avec les points t= — a — @’; 
dans le domaine de chaque point t = — t, les intégrales restent des 
quantités finies, continues et uniformes. 

Les points singuliers des intégrales de l’équation (42) représentent 
sur le plan du variable t les quantités de la forme: 


2ma + 2m'a' — a — a’, 

oi m et m sont des nombres entiers. Ces points sont situés aux 
sommets des angles droits, formés par deux systémes de lignes paralléles: 
le premier systéme est formé par les lignes paralléles 4 l’axe de 
Yordonnée qui passent par les points: 

a+ 2mo, (m=0, +1, +2,...); 
le second systéme est formé par les lignes paralléles 4 l’axe des 
abscisses (& l’'axe de quantités réelles) qui passent par les points: 

o + 2m'a', (m=0, +1, +2,...). 

Cette régularité géométrique dans la disposition des points singuliers 


des intégrales de l’équation (42) présente l’une des propriétés essentielles 
de l’équation (42) et conduit elle méme a des conclusions importantes. 
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Si nous supposons sur le plan du variable t un cercle, décrit 
autour d’une rectangle, par les sommets duquel sont représentées les 
quantités : 

a+a,—a+a',—a—a@, o— o’ 
(Fig. 2), dans Uintérieur de ce cercle il n’y aura pas de points singuliers 
des intégrales de Véquation (42). Par conséquent les intégrales de 
l’équation (42) doivent se développer par degrés entiers et positifs de t 
en séries qui convergent dans le domaine 
de ce cercle. 

Les formes fondamentales de ces ‘Sie. 
séries sont examinées plus bas. Maintenant Cw+, 
nous remarquerons seulement que ces 
séries peuvent servir pour le caleul des = ——>}——p9>- > 
résolutions de l’équation (42) quand le 
temps t varie entre les limites de con- ©" ; 
vergence Le 


L___\ (wen) 














Vat Wi & +7a* + iy. 

Ces limites de convergence satisfont 
au-de-la des traitons du probléme de mécanique que nous examinons, 
Effectivement il suffit pour étudier le mouvement, que nous explorons, 
de savoir calculer les résolutions des équations (42) au moyen des 
séries désignées avec le changement de t seulement dans les limites 
moins larges, c.a.d. — @ et -+-@; car on peut toujours réduire les 
caleuls & ces limites & l'aide des substitutions linéaires correspondantes 
aux suppléments des périodes entiéres 2a. 

Nous trouvons nécessaire de donner des a présent la forme générale 
des substitutions linéaires de ce genre, qui jouent un role essentiel 
dans le probléme*), 

Si w,t et w,t présentent deux résolutions diverses particuliéres 
de l’équation (42), w,(t-+-2@) et w,(t-+2@) doivent posséder la méme 
propriété et par conséquent il doit exister les corrélations: 

(44) ee eae. 

W,(t-+20) = ww,t + vw,T, 
ou x, 4, w et v sont des coefficients constants. Pour faire le calcul 
de ces coefficients nous pouvons admettre dans les expressions (44) et 


dans le résultat de leur différentiation que t = — @ et nous obtiendrons 
alors le systéme suivant des équations: 


Fig. 2. 


*) Dans l’article présent nous ne parlons pas des substitutions qui corre- 
spondent aux suppléments de la période imaginaire 2’; ces substitutions peuvent 
avoir une signification grave dans la théorie genérale de l’équation (42), mais 
elles n’ont pas de rapport immédiat avec le probléme mécanique, 
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(45) ty a=xw, (—o)+Aw, (—@), w, a=pw, (—@)+ vw, (— a), 

tw, o—=xw (—o) +4,'(—@), w,'a—=pw,' (— a) +0, (—o). 

Puisque les développements des fonctions w,t et w,t par les degrés 
de t doivent se converger avec t=—-+ @, les quantités w,(+ @), 
w, (+ @), w,(-+-@) et w,'(+-), faisant partie des équations (45), 
peuvent étre calculées & l’aide de ces développements; puis les coef- 
ficients x, 4, w et v peuvent étre déterminés d’aprés les équations (45), 

Plus bas nous aurons lieu d’éxaminer de différents cdtés les pro- 
priétés des coefficients x,4, uw et v de la substitution, déterminée par 
les expressions (44) et qui donne la possibilité de calculer les fonctions 
w,(t-+-2ma) et w,(t-+ 2m@) avec un nombre m entier quelconque, si 
les fonctions w,r et w,t avec le changement de r depuis —  jusqu’d 
+ @ sont connues. 

Terminons ce paragraphe par |’explication d’une propriété analytique 
des intégrales générales des équations (2) d’aprés les conditions (1), 
laquelle propriété se trouve liée au développement des intégrales de 
Péquation (42) en séries infinies, convergente dans le domaine des 
points singuliers que nous avons nommés plus haut. 

Ayant remarqué que 

2 ' 
PTamtePt Er tesal teeth t+ 


1/¢'T—¢'T, 7 
3(Gr—pr.) = 6(7 +2.) — 67, — 87, 


rat tf (02) ar 


(Halphen, «Traité des fonctions elliptiques» t.1, p. 136—138), nous 
obtenons dans le domaine du point singulier t — — @ — a’ les 
développements suivants de deux intégrales indépendantes particuliéres 
de l’équation (42): 


46 w, = T+(1+4¢, T+e, T?+e, T3+---), 
™ w, = T-44(1+¢,/ T+c,'T?*+¢,7T3+.---), 


T=t+oa+a’, 
_ —aigT, _ —aig'T, 
q = 0, t * %*"ieise T° 


i ,__+aigT, , + aig’T, 
¢ =0, q =- ay ly at = > — 


ou 


On obtient les développements qui sont convergents dans le domaine 
du point singulier t = 2ma + 2m'o’ — o — @’, en remplacant la 
quantité 7’ dans les formules (46) par la quantité 

T —2ma — 2m'a’- 
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Comme a est une quantité réelle, différente de zéro, nous voyons 
des expressions (46) que les intégrales de l’équation (42) doivent 
étre des fonctions multiformes du variable t. D/ailleurs d’aprés lex- 
pression (41), dans laquelle on doit supposer que: 

w= uw, + lw,, 
od 1, est une constante, nous voyons que la fonction v et, par consé- 
quent, les fonctions p,q, 7, y, y’ et y”, ayant l’arbitraire 1,, sont aussi 
des fonctions multiformes du variable t ou du temps ¢. 

Si partant de l’intégrale particuliére (4) nous sommes parvenus a 
des fonctions multiformes, les intégrales générales des équations (2) 
suivant Jes conditions (1) conduiront 4 plus forte raison aux fonctions 
multiformes p,q,7, 7,7 et y” du temps ¢. Ce résultat est conforme 
au résultat de Mme. Kovalevsky, qui affirme que les cas examinés 
par Euler, par Lagrange et par elle méme sont les wniques, dans 
lesquels les quantités p,qg,r,y,y' et y”, déterminées au moyen des 
intégrales générales des équations (2), sont exprimées par des fonctions 
de temps uniformes, n’ayant, dans |’étendue finie du variable ¢, d’autres 
points singuliers que les pdles. 

La forme (5) des intégrales générales des équations (2) suivant les 
conditions (1) montre que les fonctions multiformes p, q, 7,7, y' et »” 
ont aussi, entre autre, en qualité de points singuliers, les pdles, Il 
reste 4 savoir ces poles quand l’intégrale (4) a lieu. Il est facile de 
voir que ces poles coincident avec les points de la forme: t= — t, 
ou t, est déterminé par l’expression (43'). Effectivement ces points 
sont les péles de |’expression 


qui est le multiplicateur de la seconde partie de l’expression (41). Cette 
expression détermine la quantité v= §-+-iy. En plus, les pdles de 
la fonction » correspondent au zéro de la fonction w. 


§ 5. 

Intégrales fondamentales particuliéres de l’équation (42). Intégrales 

canoniques et propriétés caractéristiques de la quantité h. Trois cas 
de rotation du solide, 


Nous nommerons intégrales fondamentales particuliéres de |’équa- 
tion (42) les résolutions w,t et w,t, qui satisfont les conditions: 


=1,w,0=0 
(47) w,0 , 7 ta 
w,0 = 0, w,0=i, 
considérant t—=(. Fixons notre attention sur la forme de ces résolutions. 
Mathematische Annalen, XLVII. 30 
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Si nous exprimons l'intégrale générale des équations (42) par 
la forme 


(48) w=ft+iFr, 
ot ft et F’r sont des fonctions réelles, Yexpression imaginaire conjuguée 
(48’) w=—=ft—iFr 


sera l’intégrale générale d’une autre équation 


. , , 
(49) qr — apt) oe +a(eT—a)w = 0, 

obtenue par |’équation (42) si nous remplacons le coefficient imaginaire e,’ 
par une quantité conjuguée —e,. Mais |’équation (49) se transforme 
en équation (42) aprés le remplacement de t par — 1; c'est pourquoi, 
aprés avoir subi le méme changement, |’expression (48’) se transforme 
de la fagon suivante: 


(48”) w = f(—t) —if(—1), 
qui présente sous une autre forme l’intégrale générale de |’équation (42). 


En combinant les expressions (48) et (48”), nous pouvons aussi présenter 
Pintégrale générale de l’équation (42) sous la forme suivante: 
(50) w= fe+ f(—t) + i{ Fr — F(—9}. 

Cette derniére forme de I’intégrale générale de l’équation (42) 
montre qu'il doit exister deux intégrales semblables particuliéres indé- 
pendantes de la méme forme (50), c. a. d. qu’elles ont dans leurs parties 
réelle et imaginaire les fonctions correspondantes paire et impaire. Si 
nous imposons & ces deux intégrales particuliéres les conditions (47), 
elles coincideront avec les résolutions fondamentales. Par conséquent 
les intégrales fondamentales particulieres de l’équation (42) se déve- 
loppent en séries suivantes : 


w,t=1+a,r?+a,t'+ a,7°+--- 
+ i(a,t? + a,c5 + at? +..--), 
w,t = B,t? + B,t*+ Br? +-- 
+i +B + Be +B,t7+-->, 
OU @, &,,-.-, Bo, Bs,... sont des quantités réelles. 
Le calcul successif des coefficients du développement (51) sera 
montré plus loin (dans le § 10). 
Constituons les expressions des coefficients x, 4, w et » de la sub- 
stitution (44), en supposant que w,t et w,t sont des résolutions fonda- 


mentales, c. a. d. les résolutions, déterminées par les expressions (51). 
Avec cette supposition nous aurons: 


(1) 


w,(—@) = 0,0, w,(—a) = — Wa, 
w,(—@) = 0,0, w,(—@) = — W,'a, 








ov 





ar 


Si 
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ou on sousentend en général par.w une quantité conjuguée 4 w. II 
s’ensuit de ceci et des équations (45) que: 


—" an , 1 — , —_—~s 
x= 5 (w, 0.0, @-+-W,@.wW, @), A=— 5(W, 0.0, a+ w,@.W,' @), 
(2)) | 
U=5(W,0.0,@+0,0.w, a), y= — 5(w,0.w, @+W,@.W, @), 
ou 
(52’) = 0,0 0, @ — 0,0 0, a. 


Il est facile de voir au moyen des expressions (52) et (52°) que 
les quantités x, 4, w et v et celles, qui y sont conjuguées, satisfont aux 
corrélations : 


(583) 2xd0=—vd, VA=—xud, BO—Wd, AO—Ad. 


La quantité 0, qui se trouve dans les expressions précédentes et 
déterminée par l’expression (52’), a une expression plus simple que 
Yon obtient de la maniére suivante. Les résolutions particuliéres w, 7 
et w,t, déterminées par lexpression (51), doivent d’aprés Liouville 
satisfaire 4 la condition: 

@—eT 


/ 
(53’) WT .W,'t— Ww, 7 Ww, = i / oe, 
oo oe 


od yt est une fonction réelle, déterminée par l’expression: 


t 

” —% f_at_ 

(53") ~~ ef &—e4l 
0 


En supposant dans l’expression (53’) r = @, nous obtiendrons, en 
passant aux quantités conjuguées, l’expression cherchée de la quantité @: 


63”) 0 —i/O—%. etze, 


€o — & 
En méme temps nous pouvons représenter les relations (53) ainsi: 


“peoheety . HZ oe x, 


(53°) ae Sa 
B.etxoes — pw, A. Maa — hh, 

Connaissant les quantités x, 4, w et v, nous pouvons passer des 
résolutions fondamentales particuliéres de |’équation (42) a ses intégrales 
canoniques, qui sont souvent employées dans la théorie des équations 
linéaires aux coefficients uniformes périodiques*) et qui ménent notre 
probléme & des conclusions importantes. 


*) Voir Floquet, «Sur les équations différentielles linéaires 4 coefficients 
périodiques» (Annales de I’Kcole normale supérieure, t. 13. 1883), 
30* 
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En définissant les résolutions canoniques Wr de |’équation (42), pour 
lesquelles la condition 


(54) W(rt+20)—sWr 
a lieu, nous présenterons ce genre de résolution ainsi: 
(55) Wr=pu,t+qu,t. 


Ayant introduit cette expression Wr dans |’expression (54) et ayant 
recours au remplacement (44), nous obtenons une relation, d’od il 
sensuit que p et q’ satisfont aux équations 


(56) Cae +ug=0, 

Ap’ + (v—s)q =0. 
Pour la compatibilité de ces équations la quantité s doit satisfaire a 
Véquation carrée: 
(57) s? — (x-+-v)s + xv —Aup =O, 
qui a en général deux racines. Ainsi il existe en général deux résolu- 
tions de léquation (42), satisfaisant la condition (54). Dans un cas 
particulier, quand les deux racines de |’équation (57) deviennent égales, 
ces deux résolutions de |’équation (42) deviennent coincidentes. Si nous 
rejetons pour le moment ce dernier cas et si nous désignons par s, et s, 
les racines de l’équation (57) et par W,r et W,r les résolutions 
canoniques correspondantes de |’équation (42), nous avons les équations: 
W,(t+20@) = s, Wir, 
tWwicet3e) = s, Wt, 


Wt = p,w,t + 9,7, 
W,t = p,W,t + q,W,7, 


(58) 


— a Sa — % 


Gh —— Ac m 6o 7A 





dans lesquelles les quantités p, et p, peuvent étre choisies arbitraire- 
ment. Nous supposerons que p, = p, = 1; de sorte que nous aurons: 
Wit =w,t Wot 
(58') i? it +9, WT, 
gt = Wt + Go WpT, 
ou 
” a i ee A 
(58°) eae GS = 


Ayant remarqué que 


(59) av —Ap = — = = exo, 


Sel 


ot yo@ est déterminé par l’expression (53") considérant t = @, nous 


nous convainguons que les racines s, et s, de l’expression (57) peuvent 
étre exprimées ainsi: 
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ur (60) s— ith SE, 
ou 
(61) h=+N+/¥?=1, 
(61’) N= *t*. ¢-ize, 
. A Yaide des expressions (53'Y) nous nous convainquons que la quantité 


N, déterminée par légalité (61’), et la quantité, qui y est conjuguée, 
sont égales, c. a. d. 


N=N. 
Par 1a il s’ensuit que la quantité N est réelle. En méme temps 
a la quantité h, déterminée par l’expression (61), doit étre ou réelle 


(si N? >1), ou (si N?< 1) imaginaire avec le module égal a 1. 

Par le choix voulu des signes dans la seconde partie de l’expression . 
™ (61), qui détermine quatre significations de h, nous pouvons obtenir 
qu’avec N? > 1 linégalité 
vm (62) h>1 
us ait lieu et qu’avec N? < 1 lexpression 
h = ev 


ns * ° . eae 
ait lieu & condition que: 


(63) 0<<i- 


La quantité h, choisie d’aprés la condition (62) considérant N? > 1 
et d’aprés les conditions (63) considérant N?< 1, sera nommée 
caractéristique. 

La quantité caractéristique h, déterminée de cette fagon, joue dans 
la suite un rodle essentiel soit comme constante avec le mouvement 
donné, soit comme la fonction des quantités 1,, 1, et a, pendant le 
changement continu d’un mouvement a l'autre. 

Disons dés maintenant, que la quantité caractéristique h, en qualité 
de fonction des variables 1,,1, et a, est continue dans les limites des 
changements, permis par les conditions du probléme de mécanique 
que nous examinons, 4 part le cas ol @ = oo, ce qui n’arrive que 
quand J, =0 et £—=—1. LEffectivement les quantités x, 4, mu et », 
déterminées par les expressions (52) et (53””), sont des fonctions finies 
et continues des quantités J,,1, et a. De méme que la quantité N, 
déterminée par |’expression (61’), doit étre finie et continue; de 1a la 
continuité de la quantité caractéristique h suivant les conditions 
désignées. 

Si la quantité caractéristique h est imaginaire, son amplitude g, en 
qualité de fonction des quantités /,,1, eta, conserve la continuité ainsi que h. 


re- 


ous 
ent 
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D’aprés les conditions (63) elle ne surpasse pas la limite >> de sorte que 


cette limite est le maximum de lamplitude g. C'est ce maximum 
qu’atteint successivement l’amplitude @ croissante pendant les change- 
ments continus de 1,, J, et a, seulement N devient zéro. Avec les 
changements ultérieurs de 1, , 1, et a qui occasionnent des changements 
la quantité h, amplitude gp doit diminuer. 

Pendant sa décroissance, l’amplitude g de la quantité imaginaire 
caractéristique h peut s’approcher autant que l’on veut de zéro; quand 
g atteint zéro, la quantité h devient 1, les racines s, et s, deviennent 
égales. Avec les changements ultérieurs des quantités 1,, 1, et a, qui 
exigent des changements dans h, cette quantité h doit ou passer dans 
le domaine des significations réelles, croissant 4 partir d’ 1, ou retourner 
dans le domaine des significations imaginaires. Dans ce dernier cas 
Yamplitude gm, ayant atteint zéro en décroissant, doit croitre sans 
interruption partant de zéro, comme de son minimum. 

Nous voyons de précédant, que le passage de la quantité caracté- 
ristique h d'une signification réelle & une signification imaginaire 
(ainsi que d’une signification imaginaire & une réelle) est possible 
pendant les changements continues des quantités 1,,1, et a. Lun ou 
l'autre des passages est produit toujours par h = 1 et est suivi du 
cas d’égalité des racines s, et s, que nous examinons plus bas. 

Remarquons qu’au moyen des égalités (60) nous obtenons | égalité 


> 8, 
(64) h?ax 2. 
En exprimant l’intégrale générale de Véquation (42) 4 laide des 
résolutions canoniques W,t et W,r, nous aurons: 
w= C,W,rt + C, Wir, 


ot C, et C, sont des constantes arbitraires. Ayant inclus cette expression 
w dans l’équation (41), nous trouvons: 


~ a Wyctt+ewW, 
(65) om 2 Wyr+ecW,r 
ou 

c= C,:C, 
et 


ti , —" ey erat): 3 fs (2th). 
(66) Pr 2a z ( gT—e)/ 2a B*e.?\ £— & 
La constante ¢ est choisie selon la dépendance de la position initiale 
du point v, qui, suivant t= 0, doit absolument se trouver sur la 
circonférence EF, (voyez le § 4). 

Supposons que le temps t recoive un accroissement égal au nombre 
entier m des périodes 2@ et admettons que la fonction v acquiére 
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la signification v, dans le moment t-+ 2ma@. Comme en vertu des 
expressions (58) 


(66°) 


nous aurons 


W,(t+2ma) —s,"W,t, 
W,(t+2mo) =s,"W,t, 


(67) Um = Pr- Wit+ - Wet 

Wir + ch"™ Wr 
ou h est la quantité caractéristique qui vient d’étre désignée. L’équation 
(67) détermine le mouvement du point v dans la phase du temps 
t-+ 2m et conduit & beaucoup de conséquences importantes. 

Avant tout il faut remarquer que l’équation (67) constitue entre 
les quantités Z = v,, et = h?™ une relation représentée par l’expression 
. Wir+czW,r 
68) Bom Pee Were Wie 
et connue sous le nom de transformation linéaire. Cette relation posséde 
beaucoup de propriétés remarquables qui regoivent une expression 
géométrique simple, si l’on désigne les quantités Z et ¢ par des points 
sur le plan des coordonnées angulaires. La propriété géométrique 
fondamentale de la transformation (68) consiste en ce qui suit: pendant 
le mouvement d’un des points Z et g sur la circonférence, l'autre 
point aussi doit se mouvoir sur une circonférence. Quelque fois 
lune des deux circonférences peut se développer en ligne droite, qui 
peut étre considérée comme une circonférence dont le centre est 
éloigné & Vinfini. 

Choisissons parmi les propriétés de la transformation linéaire (68) 
celle que nous nommerons similitude de la disposition des points Z et 2, 
qui représentent les quantités Z et z, liées par la coordonnance (68). 
Si le point z décrit la ligne courbe J, le point Z en décrira une autre L. 
Nous nommerons ces lignes / et ZL lignes correspondantes. Admet- 
tons que les deux lignes courbes Z et / sont finies et continues. La 
similitude de la disposition des points correspondants Z et 2 s’exprime 
par la conservation dune successivité égale dans la disposition de ces 
points sur l’étendue des courbes correspondantes LZ et 1. Ou, autre- 
ment dit, si l’on prend sur la courbe / les points 2,, 2, 43,..., qui 
se disposent sur son étendue d’aprés la succession des index, les 
points correspondants Z,, Z,, Z,,... se disposeront le long de la 
courbe LZ d’aprés la méme succession des index. Cette propriété de la 
transformation (68) est le résultat d’une autre propriété, qui appartient 
& cette transformation ainsi qu’é beaucoup d'autres, et elle est connue 
sous le nom de similitude des parties infiniment petites. 

Dans les paragraphes suivants ces propriétés nous serviront de 
base pour beaucoup de déductions. 
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Ecrivons |’équation (67) ainsi: 
Umn(W,t-+ch?™ Wt) — Pr(W,'t+ch?"W,'r) = 0 
et donnons au nombre m quatre significations: m, m’, m” etm”. Nous 
aurons quatre relations, qui seront linéaires et homogenes relative- 
ment aux quatre quantités: 
W,t, Wit, Wit, W,'t. 
Par conséquent le déterminant de ces correlations linéaires doit étre 
zéro, ¢, a. d. 
| Un, Um h, 1 
; | Om, Uw We, 1, Rew 
(68') Uni’) Um he", 1 
1 


- mw Rem" 
| Um» Um h?™", 


Au moyen de quoi il est facile d’exprimer v,, par les quantités 
Umi» Um» Um” et h?. Il est aisé de voir que l’on peut exécuter la con- 
struction du point v, avec une régle et un compas, si ce tableau des 
quatre quantités: Un, Un”, Um” et h? nous est donné. 

La relation (68’) prend une forme plus simple, si les nombres 
entiers m, m’, m” et m” sont successifs. Arrétons notre attention sur 
ce cas et supposons que: 

m”’ =m’ +l—m+2—m—1. 
Suivant ces conditions la corrélation (68’) est reduite & la forme 


(68”) (n—%m—s) (%m—1 —°m—3) san (1-+-h?)* ; 
(0,—%,—1) (%.-2— Vn—3) h® 
Prenant cette relation comme base, si nous connaissons h? et trois 
? 
significations successives de v,, (par exemple vy, v,, ,), nous obtiendrons 
tous les points successifs 
ee ey Via, V-1y Ug, Vy, Voy ++ 
Si h? n’est pas donnée immédiatement, il suffit de savoir quatre 
p ? 

positions du point v,, pour lobtenir. Ainsi s'il nous est donné la 


position des points v,, v,,v, et v,;, en supposant dans la corrélation 
(68”) m = 3, nous aurons l’expression 


Vg — U4) (Ue—¥ 1\2 
aay Gey — 5) 
par laquelle il est facile d’obtenir h?. Ainsi ou peut juger de la 
quantité caractéristique de h, en prenant pour base |’okservation d'un 
mouvement pendant un intervalle égal 4 6a. 

Passons maintenant au cas des racines égales de l’équation (57) 
(Ss, = Ss, = 8), ¢. &. d. au cas pour lequel la condition 
(69) (x +)? — 4(xv — Ap) = 0 
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a lieu, ou, autrement dit, quand N?=—1. La quantite caracté- 
ristique h se change en 1. Les résolutions canoniques W,t et 
W,t caractérisées par ce qu’elles satisfont aux conditions (54) 
cessent d’étre différentes, c. 4. d. que dans le cas que j’examine il n’y 
a que la seule résolution W,t — W,t = Wr; qui satisfasse la con- 
dition (54). La seconde résolution, qui manque, est remplacée dans 
ce cas par la résolution de W,7, qui satisfait la condition 


(70) W;(t-+2me@) = s™[W,t+2mo W,r], 
ou s est la racine de l’équation (57) et m est un nombre entier. Afin 
d’obtenir la résolution exigée W,t, on peut se servir de son expression 
faite & l'aide des résolutions fondamentales w,t et w,t, justement: 
(71) Wyt = p,w,t + 9,27. 

Ayant introduit cette expression W,t et l’expression W, t, déterminée 
par la premiére des équations (58’), dans l’expression (70), prise avec 


m= 1, et nous servant ensuite des relations (44), nous obtiendrons 
une identité, d’od nous pourrons déduire que: 


(72) it + 4g; = 20s, 
= Ap, + (v— 8)q; = 2@84q,, 
owt 

(72’) s=— are et “= oe. 


“ 

Les équations (72) ne différent l’une de l’autre que par le multipli- 
cateur commun; c’est pourquoi une des quantités p, et g, reste arbitraire. 
Supposons que p, =, de sorte que nous aurons: 





(71') W,t = J3WoT, 
ot 

9" — 208 _ 208q, | 
(72") Qy — *OF — Seas 


Apres avoir choisi ainsi W,r, nous obtiendrons pour la détermi- 

nation de la quantité v l’expression: 

‘ W,rt+cW,'r 
(73) v= Pr. WitteW,t? 
ot ¢ est une constante, déterminée par la position initiale du point v 
sur la circonférence E, (dans le moment t = 0). Si t regoit l’accrois- 
sement de 2m, oi m est un nombre entier, la quantité v se change 
en Um, quantité, qui, suivant l’expression (70) et l’expression 


(73') W,(t+2moa) = s™W,r, 


s’exprimera de la facon suivante: 








=a W,'ct +c(W, t+ 2moW,'r) 
(74) Um = Pr- Wit t+ e(Wyt + Smo W,2) ; 
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Il résulte des remarques précédentes trois cas: 1) quand la quantité 
caractéristique h est une quantité réelle , satisfaisante 4 la condition (62), 
2) quand h est une quantité imaginaire de la forme: e%‘, satisfaisante 
aux conditions (63), et 3) quand h= 1. Dans les deux premiers cas 
le mouvement du point v est déterminé au moyen de |’expression (65) 
et dans le troisiéme cas, qu'on doit considérer comme cas transitoire 
par rapport aux deux premiers, le mouvement du point v se détermine 
par l’expression (73). 

Le tableau de rotation présente dans chacun de ces cas des 
particularités, qui se trouvent en relation avec la question concernant 
la possibilité ou l’impossibilité de l’existence des mouvements pério- 
diques, produits par le point v, avec la période 2@; mouvements, 
déterminés par la formule (65), l'un d’aprés c= 0 et l'autre d’aprés 
¢ = oo. Nous avons pour le premier de ces mouvements périodiques: 
(75) v= Pr- ud *, 
pour le second mouvement nous avons: 


"7 Wy't 
) >] = ) . 2 . 
(76) v= Pr Wx 


Examinons les trois cas que nous avons énoncés précédemment. 


Sn 


6. 
Rotation du solide dans le cas, oh le corps pesant est capable de 
produire deux mouvements asymptotiques périodiques avec la période 2a. 


Arrétons notre attention sur le cas ott les racines s, et s, de 1’équa- 
tion (57) ne sont pas égales et od h est une quantité r¢elle, qui satisfait 
la condition (62). 

Supposons que la constante c de l’expression (65), déterminée par 
la position initiale du point v, soit une quantité finie et différente de 
zéro. En examinant le mouvement du point v dans la phase du temps, 
pendant lequel t change en t+ 2mq@, nous devons avoir recours a 
la formule (67), qui détermine la position correspondante v,, du point v. 
Cette formule nous démontre ce qui suit. 

Si le nombre entier m tend & — oo, la quantité h°” tend a zéro 
et le point v, tend & la position, pour laquelle nous avons 
any saa Pe Bit 
Par conséquent le mouvement du point v, n’étant pas périodique pour 
le temps fini rt, tend avec la décroissance infinie du temps t au mowve- 
ment périodique avec la période 2@, lequel mouvement est déterminé au 
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moyen de Vexpression (75). Nommons ce mouvement périodique du 
point v et du point V correspondant sur la sphére O mouvement 
asymptotique périodique de premier genre. 

Si le nombre m tend a + oo, la quantité h®™ tend a + 00 et 
le point v,, tend & la position, pour laquelle nous avons 
(78) Ope = Pr We 
Par conséquent le mouvement du point v, n’étant pas périodique pour 
le temps fini t, tend avec la croissance infinie du temps t au mouwve- 
ment périodique avec la période 2@, lequel mouvement est déterminé au 
moyen de Vexpression (76). Nommons ce mouvement périodique du 
point v et du point correspondant V sur la sphére O mouvement 
asymptotique périodique de second genre. 

Ainsi, quand le temps t tend & +- oo, l’impériodicité du mouvement 
des points v et V se perd successivement et ce mouvement devient 
périodique de tel ou tel genre dans les limites. 

Il s’ensuit, en outre, que les rotations périodiques (75) et (76) 
sont possibles avec h réelle et qu’on peut choisir les circonstances 
initiales de fagon que chacune de ces rotations puisse se réaliser im- 
médiatement. 

Il est facile de découvrir que le mouvement périodique du point v, 
déterminé par l’expression (75), n’est pas stable par rapport au temps t 
croissant infiniment, et que le mouvement périodique du point »v, 
déterminé par expression (76), n’est pas stable par rapport au temps t 
décroissant infiniment. Effectivement, par exemple, le mouvement 
périodique de premier genre, déterminé par l’expression (65) avec c= 0, 
devient, prenant ¢ aussi petite que l’on veut, un mouvement agité im- 
périodique, qui se développe en un mouvement périodique de deuxiéme 
genre avec le temps t croissant sans limites, et par conséquent s’éloigne 
beaucoup de la rotation périodique de premier genre. 

La relation entre les quantités: 


(79) sah et Z—r, 


représentée par l’expression (67), appartient évidemment 4 la trans- 
formation linéaire (68). En méme temps les quantités correspon- 
dantes z et Z, déterminées par les expressions (79), sont disposées 
Tune sur l’axe O§, l’autre sur la circonférence E (voyez § 4). Pour 
cette raison et en vue de la propriété générale de la transfor- 
mation (68), le point Z doit se mouvoir sans interruption sur la 
circonférence E, pendant que le point z change sa place sans inter- 
ruption sur l’axe O§ des abscisses ou, pour mieux dire, la quantité z 
change en gardant ses significations réelles. 

Par la on remarque, en outre, que les mouvements mécaniques 
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possibles du solide, que nous éxaminons, ne différant que par les 
positions initiales du point v sur la circonférence FE, (dans le moment 


t= (), se déterminent, ayant les autres circonstances initiales pareilles, 
par l’expression de la forme: 








W,{r+cz2W,t 
(80) vm Pe ewe 
ou 2 est une quantité arbitraire constante réelle. LEffectivement, si la 
quantité z de la formule (80) n’était pas réelle, les positions du point 
correspondant v ne se seraient pas placés sur la circonférence E dans 
les phases du temps t + 2mq@, ce qui aurait contredit les propriétés 
du module v, montrées au commencement du § 4. 

Si dans l’expression (68) 2 change sans interruption de 0 4 + ov, 
le point Z ne décrit sans interruption qu’une partie de la circonférence 
E, représentée par larc v_.v)v;~. Comme on le voit d’aprés la 
similitude de la disposition des points Z et z, déterminés par les ex- 
pressions (79), les points v,, doivent étre disposés sur cet arc et ils 
doivent y étre disposés successivement dans l’ordre de la croissance de 
Yindex m (car les points correspondants, qui représentent les quantités 
}2™, se disposent sur l’axe O§ dans l’ordre de la croissance de l’exposant 
m). Les points correspondants V,, de la sphére O se disposent de la 
méme fagon sur l’are V_,.V,V+. de la circonférence F. 

Le point v ne se serait engagé sur l’arc, qui compléte v_.v) v4. 
jusqu’a la circonférence entiére EF, qu’aprés avoir eu une autre position 
initiale, avec laquelle le signe de la constante arbitraire c aurait changé 
(car le point Z décrit cet arc complémentaire, quand z change de 0 
jusqu’a — oo, c. a. d. quand zg a une signification négative). 

Il nest pas difficile de remarquer ce qui suit; quand le nombre 
m tend & —oo, le point v, tend au point v_.. de sorte, que ses 
positions successives v,, et V4: se rapprochent de plus en plus, formant 
dans la limite sur l'arc v_..v)01., pres de v_#, une ligne pointillée, 
composée d'une rangée de points infiniment rapprochés les uns des 
autres. Il y a le méme rapprochement des points v, prés des points 
V4 dans le cas ot la quantité m tend & + oo. Les points V,, forment 
des lignes pointillées auprés des points V_.. et V+... sur l’are V_~ Vy Vio 
de la circonférence F, 

Si nous supposons que le temps t change sans interruption depuis 
—@ jusqu’a +, les points v,, décriront dans le plan §Oy des 
courbes S,,, et les points correspondants V,, de la sphére O décriront 
les courbes Z,,. Nous n’arréterons principalement notre attention que 
sur les courbes 2,,, d’aprés lesquelles il est facile de se représenter la 
position et les propriétés des courbes Sp. 

Chaque courbe 2, commence au point U,, de le circontérence Fy, od 
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se trouve le point V,, au moment t = — @; puis la courbe 2,, 
allant en haut, passe par l’intérieur de la zone sphérique entre les 
circonférences F’, et F,, en atteignant les circonférences F, dans le 
point, od se trouve le point mobile V,, au moment t = 0; puis 
la courbe 2,, retourne dans le domaine de la zone sphérique entre les 
circonférences F', et F et, baissant successivement, atteint au 
moment t= -+ @ la circonférence F’; au point Unii, qui sert de 
commencement & la courbe 2,41. 

Les &,, représentent, avec différentes valeurs de m, des morceaux 
d'une seule et méme courbe sans interruption et ouverte 2. Ces 
morceaux se relient sur la circonférence F, de sorte, que la fin du 
morceau 2,, soit le commencement du morceau 2,41. 


Sousentendons par X,, et Z, les parties de la courbe 2,,, décrites 
par le point V,,, Pune d’elles dans lintervalle tr de — @ jusqu’a 0 
et l'autre de 0 jusqu’a + @. Comme les points V,, de la circonférence 
F ne peuvent pas coincider les uns avec les autres, les courbes 


ooey Mug, Ks, H,, X,, K,,..-. 
ne peuvent pas s’entrecroiser. De méme que 
sey L_2, Du, Ly; L,,; Bites» + 


ne peuvent pas s’entrecroiser. Mais les courbes K peuvent se croiser 
avec quelques unes des courbes L. 

Si les courbes L,, et Ky se croisent au point a, les points V,, 
et V,, doivent prendre la position @ dans des moments égaux par leur 
quantité absulue et contraire par leur signe (car les points V,, et Viy 
peuvent entrer sur la méme circonférence F' seulement dans les moments 
+t, pendant le changement de t de — @ jusqu’é +). C’est pourquoi 
le temps de l’introduction du point V,, dans la position « est déterminé 
par l’équation: 


(80’) Umt = Um (—t), 0<t<+a, 


ou, en général, v,,7 est la désignation abrégée de la fonction, qui se 
trouve dans la deuxiéme partie de l’expression (67). 

Les courbes des limites K_,, et Ki... partagent la zone sphérique, 
renfermée entre les circonférences F’, et F,, en deux parties; dans 
Yune de ces parties se placent toutes les courbes K,,, se suivant dans 
Yordre de l’accroissement de l’index m. L’autre partie de cette zone 
sphérique ne renferme pas de courbes K,,. Ces conclusions dérivent de 
la disposition des points V,, sur l’are V_~ Vy V+. de la circonférence F’. 
Il résulte encore de l’examen de cette disposition, que les courbes 
successives K,, et Km4: se rapprochent de plus en plus les unes des 
autres, & mesure qu’elles s’approchent de chacune des positions de la 
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limite K_.. et Ki, et forment prés des courbes K_.. et Ki. une 
multitude de lignes serrées infiniment. 

C’est de la méme fagon que se disposent successivement les courbes 
LZ, toutes dans une seule partie de la zone sphérique, séparée en deux 
par les courbes Z_.. et Li... 

Les lignes L,, et K,, forment un filet par leur croisements réci- 
proques dans les parties de la zone sphérique, qu’elles remplissent; ce 
filet a différentes épaisseurs dans différents endroits; il sera d’une 
épaisseur infinie prés des points, oi les courbes K_.. et L_.. et de 
méme ov les courbes K;,.. et Li. se relient. 

La courbe X, qui est composée des morceaux Z,, ou, autrement, 
des courbes K,, et L,, est décrite entitrement par le point V de la 
sphére O avec le changement de +t depuis — oo jusqu’é + oo. Quant 
aux morceaux de la limite 2_,, et 2. de la courbe XZ, chacun d’eux 
représente une ligne fermée et est décrit d’une maniére correspondante 
par le point V dans la période du temps 2@, si l’on peut toutefois 
admettre un des mouvements correspondants asymptotiques périodiques 

.du premier ou du deuxiéme genre, déterminés par les expressions 
(75) et (76). 

Passons & présent & l’examen d’un nombre remarquable, qui 
cearactérise les trajectoires 2, X_.. et X13; caractérise les accroisse- 
ments de la longitude ® du point V, qui s’acquiérent pendant que 
le point V décrit les arcs donnés. 

Représentons sur la sphére O une courbe fermée quelconque 6, 
qui ne passe pas par les poles, c. 4. d. les points du croisement de 
cette sphére avec l’axe Of Supposons, que le point mobile V fasse 
le tour de cette courbe fermée dans la direction donnée jusqu’a son 
retour au point de sortie. Pendant ce mouvement la longitude ® du 
point V ou, autrement, l’amplitude ® de la quantité v, représentée 
sur la sphére O par le point V, changera sans interruption. L’accroisse- 
ment de cette amplitude sera exprimé, aprés que le point mobile 
V ait produit le tour, par le nombre entier j des circonférences 22, 
c. &. d. que cet accroissement sera égal a 2ja. Ce nombre j exprimera 
en méme temps le nombre des tours produits par la courbe fermée o 
autour de l’axe O€; le signe du nombre j montrera la direction dans 
laquelle se produisent ces tours. Autrement dit, 7 exprime le nombre 
des tours, faits autour de l’axe O€ par le segment O V, pendant que le 
point V fait le tour désigné de la courbe fermée o. 

Montrons dés a présent la propriété fondamentale suivante de ce 
nombre j. Le nombre j des tours, faits par la courbe fermée 6 autour 
de axe O£, ne change pas, si nous déformons cette courbe en faisant 
changer la place ses parties sur la surface de la sphére O, admettant, 
avec cela, le changement de la longueur de cette courbe (I’élasticité), 
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mais n’admettant pas la rupture de ses parties et son passage par les 
poles de la sphére O. On peut, pour plus de clarté, se présenter la 
courbe 6, pendant ses déplacements, sous la forme d'un fil flexible, 
élastique et fermé, qui permet un déplacement libre par toute la surface 
de la sphére O, excepté par ses poles, ov le fil rencontre un obstacle 
i son déplacement. On peut se représenter cet obstacle sous la forme 
d’une tige dure cylindrique infinie coincidant avec l’axe O§€; cette tige 
dure ne laisse pas passer un fil flexible par les pdles. Avec ces con- 
ditions le déplacement arbitraire sur la sphére O du fil fermé o, que 
nous examinons, présente la déformation de la courbe 6, avec laquelle 
les nombres des tours, qu'elle produits autour de l’axe OZ, ne peut 
changer. 

Nous nommerons le déplacement de la courbe 6 suivant toutes ces 
conditions sa déformation continuelle. D’aprés la constance des nombres 
des tours, produits autour de l’axe O§€ par le fil fermé, qui est déformé 
continuellement, ou peut déduire, que deux courbes fermées produisent 
le méme nombre de tours autour de l’axe O§, si elles peuvent étre 
amenées & leur coincidence par des déformations continuelles ou si elles 
peuvent étre amenées & coincider chacune séparément avec une troisiéme 
courbe fermée, soumise 4 une déformation continuelle, 

Plus loin nous examinerons plusieurs courbes fermées, qui se 
composent des parties de la trajectoire Z et des arcs de la circonférence 
F dans ses différentes positions. Voila pourquoi il est indispensable 
d’établir relativement aux arcs de la circonférence F’ les indications 
uniformes suivantes. 

Considérant les nombres m’ et m” comme des nombres entiers, 
supposons que t reste invariable dans la deuxiéme partie de l’expression 
(80), et que ¢ change continuellement de h?™ jusqu’a h?™’. Sous ces 
conditions le point v, représentant la quantité déterminée par |’ex- 
pression (80), décrira l’arc de la circonférence H, enfermée dans les 
points v, et v,”. Nous désignons justement l’are correspondant de la 
cireonférence F' sur la sphére O par Vy Vy, et par Uw Un nous 
désignerons are de la circonférence F’,, avec laquelle coincide Il’arc 
Vm Vm dans le mouvement t = — @. 

N’oublions pas ces indications et imaginons nous la courbe 2, 
formant le morceau nommé de la trajectoire 2, et are UniiU, de la 
circonférence F',. Ces deux courbes, prises ensemble, forment une 
courbe fermée que nous désignerons par 6,,. Donnant & m des significa- 
tions différentes entiéres, nous obtiendrons un groupe de courbes fermées 
de ce genre. Ces courbes joueront un réle important dans notre théorie. 

Si 7, n’est pas un zéro, la zone sphérique, enfermée dans les 
circonférences F’, et F',, ne peut pas s’étendre jusqu’aux pdles de la 
sphére O (comme il est démontré dans le § 4), et par conséquent les 
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courbes fermées 6, ne peuvent pas passer par ces pdles. Au contraire 
ayant 1,0, la zone sphérique désignée s’étend au moins jusqu’a 
un des pdles de la sphére O et chaque courbe fermée o,, passe tout 
au moins par un pole. A cause de cela nous écarterons le cas 1, = 0, 
en supposant que 1, est différent de zéro, de sorte qu’aucune des courbes 
fermées 6, ne passera par les pdles de la sphére O. 

Démontrons ensuite, que les courbes fermées 


(81) eee SS SS oe 


font chacune le méme nombre de towrs autour de Vaxe OF. 

Disposons les courbes 6, de la déformation continuelle dans |’ordre 
suivant. Examinons une autre trajectoire, ayant pris, pour déterminer 
le mouvement du point V, l’expression (80), qui correspond a une 
autre position initiale du point v sur la circonférence E,, et non pas 
expression (65). Le caracttre de cette trajectoire reste le méme et 
on peut supposer pour cette trajectoire des courbes fermées 6,,(2), qui 
ont leur construction analogique aux courbes 6,,; mais 4 présent ces 
courbes 6,,(2) dépendent de z; elles se déplaceront pendant le change- 
ment continuel de z, satisfaisant & toutes les éxigearfces de la déformation 
continuelle, que nous avons nommée, et elles coincideront avec les 
courbes précédentes 6, ayant ¢—1. Supposons que ¢ croisse 
continuellement de 1 jusqu’a h?. Il est évident qu’avee ce changement 
la courbe 6,,(2), que nous déformons, conservera le nombre des tours 
autour de l’axe O€ et passera avec cela de sa position initiale 6, 
(ayant z= 1) a la position finale (ayant ¢ = h*), qu’a occupée au com- 
mencement la courbe 6,4:. On voit par la que les courbes 6, et Gm+1 
font le méme nombre de tours autour de l’axe O€. 

Aprés avoir montré ainsi la constance du nombre des tours, 
produits par chaque courbe fermée o,, autour de |’axe O£€, désignons 
ce nombre constant par J et nommons le le «index» du mouvement, 
que nous examinons. 

Quand m= -+ oo l’are Un Umi tend a zéro. C’est pourquoi la 
courbe 6... change en courbe 2. et Ja courbe o_,. en X_,. Il 
s’ensuit que les courbes fermées 2_,. et 2}. produisent chacune un 
nombre de tours autour de l’axe O€ égal 4 l’index J. Autrement dit, 
si un des mouvements périodiques, déterminés par les expressions 
(75) et (76), a lieu, la ligne verticale OV fait pendant ce mouve- 
ment et dans le période du temps 2@ le nombre J de tours autour 
de l’axe O€. 

Etendons la notion du nombre des tours, produits par la courbe 
autour de l’axe O£, jusqu’aux courbes ouvertes, tracées sur la sphére O. 
Déterminons, pour la courbe donnée de ce genre, le nombre j des 
tours, qu’elle produit autour de l’axe Of, de la maniére suivante: 
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ot (P, — ) est laccroissement de l’amplitude ® de la quantité v; cet 
accroissement s’acquiert pendant que le point V, représentant la 
quantité v de la sphére O, décrit la courbe donnée. 

Ensuite supposons que le mouvement impériodique du point V, 
déterminé par l’expression (65), puisse étre admis. Examinons le 
nombre jy; des tours, produits autour de l’axe O€ par la partie de la 
trajectoire 2, qui est décrite par le point mobile V dans un nombre 
entier k de périodes 2a. 

Démontrons que ce nombre j, peut toujours étre représenté ainsi: 
(82) jraHd.k+ea, 
ot —1<a<+1. Représentons le moment, a partir duquel com- 
mence Il’intervalle 2k@, par la forme: t=—t' + 2ma@, od m est un 
nombre entier et — a <t <-+ a. Représentons ensuite les morceaux 

Sa; Sm+-1) eee Sm+i—-1 
de la trajectoire 2, décrits par les points 


Vins Vint, ery Vintt—1 
pendant le changement du temps t depuis tr’ jusqua t+ +2@. Ce 
sont juste ces morceaux, qui sont décrits successivement par le point V 
dans l’intervalle de 2k@, si l’on prend pour commencement le moment 
t +2mq@. Nous entendous par 

vue mpl f wwe Vink 
les positions des points 


Vins Vintis re] Vink 


dans le moment t = 7’; les morceaux désignés 


Sn; Sat; ae F) Sm+-k-1 
de la trajectoire S se transforment en courbes fermées 


8m) Sm-+1» ee ey Smk—1 
par la jonction des arcs correspondants 


Vin Vint, Vints Vin-2) +++ Vigor Vinay 
qui sont décrits dans la direction opposée. Ces courbes fermées sont 
conduites, par la déformation continuelle de leurs parties, @ la coinci- 
dence avec les courbes correspondentes 
Gm, Omtiy +++» Om+k—-1> 

Telle est la déformation continuelle, que ces courbes subissent pendant 
le changement continuel de la quantité c’ jusquai —@. A cause de 
cela chacune des courbes fermées 


3m) Bm4i) ees 3m+k—-1 
fait le nombre J de tours autour de l’axe O£€; prises ensemble elles 
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produisent J .k de tours. Pour obtenir 4 présent le nombre };, il ne 
reste, qu’a ajouter au nombre J.k le nombre @ des tours, produits 
autour de l’axe O€ par la joncion des ares 
Vin Vintts +++, Vintt—1 Vinge » 

ou, autrement dit, par l’are V,, V4... Ainsi nous obtiendrons la 
formule (82), dans laquelle le nombre « des tour, produits autours de 
Yaxe O€ par lare V,,Vii4., doit étre plus petit que 1 par sa quantité 
absolue (car l’are V,,V,,,, ne peut faire qu’une partie d’un tour entier 
autour de l'are O€, puisqu'il ne compose qu’une partie de l’are 
VV. View de la circonférence F’). Le signe du nombre k.« n’est 
pas changé, quelque soit le k, pour la trajectoire donnée, et ne dépend 
que de la position initiale du point v. 

Le nombre «, que nous venons d’éxaminer, tend a zéro, quand, 
le nombre fini & existant, le nombre m tend 4 -++ oo, car dans ce cas 
Yare Vi, Vinge, proportionné au nombre a, tend a zéro. 

La formule (82) montre, que l’index J a une signification essen- 
tielle dans la détermination de la partie entiére du nombre des tours, 
produits dans l’intervalle 2k@ par le point V. On peut dire la méme 
chose des tours qui sont produits par la ligne verticale O V autour de 
Yaxe O€, dirigée vers le centre de gravité G. En plus la détermination 
de tout un nombre de circonférences entiéres 22, qui se trouvent dans 
Yaccroissement relative de l’amplitude de ® de la quantité v, dépend 
aussi de lindex J. En vue de cela il est important de pouvoir 
déterminer le nombre par lequel s’exprime l’index J du mouvement 
que nous éxaminons. 

Répondons & linstant, que Vindex J du mouvement, que nous 
éxaminons , égale zéro. Cependant nous ne pouvons donner la preuve 
entiére de cette thése que plus loin (voyez le § 9). Pour préparer les 
bases de la démonstration de cette supposition, remarquons ce qui suit. 

On voit par l’examen de la déformation des courbes 6,,(2), que 
nous avons étudiée, que l’index J reste coustant, si nous passons 
d'un mouvement 4 un autre en changeant la constante réelle z de la 
formule (80) qui détermine le mouvement, c. 4. d. si nous déplacons 
la position initiale du point v sur la circonférence E,. Dzailleurs il 
n’est pas difficile de démontrer, que l’index J reste constant encore, 
quand les quantités constantes 1,, 1, et a changent continuellement 
pendant le passage d’un mouvement 4 un autre, pourvu que la 
quantité caractéristique A reste réelle, on observeles conditions (17) 
et 1, ne devient pas zéro. Effectivement des changements continuels 
de ce genre occasionnent des changements continus dans la quantité 
h et dans les fonctions, qui déterminent la dosition du point v. Ces 
changements n’occasionnent que le déplacement de la courbe 6,, sans 
la rupture de ses parties et sans que ces parties passent par l’axe O€. 
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Ces déformations continuelles ne changent pas le nombre des tours de 
la courbe 6,, autour de l’axe Of et par conséquent elles ne changent 
pas l’index J du mouvement. 

Plus tard nous nous servirons de ces remarques pour base de la 
preuve du théoréme, par lequel index J du mouvement est toujours 
zéro (voyez le § 9). 

Supposons que J=0, et fixons notre attention sur quelques 
conséquences de cette supposition, lesquelles forment la particularité 
essentielle du cas, od la quantité caractéristique h est une quantité réelle. 

Si J = 0, les courbes 2_.. et XZ}. ne font pas de tours autour 
de Yaxe O€ et leurs projections S_,, et Sy. se disposent sur le plan 
£On dune maniére, présentée dans 
la figure 3, ot les courbes S_. et 
S,.. sont représentées schématiquement 
par des lignes fermées wu, uu, et 
uu, Uy Us; Pendant le mouvement du 
point v le long de chacune de ces 
courbes, lamplitude de la quantité 
correspondante v, déterminée par l’angle 
—Ov, ne peut jamais sortir hors les 
limites finies. Par conséquent, pendant 
la croissance illimitée du temps 1, , 
lamplitude ® de la quantité v, déter- ~~ > 
minée par chacune des expressions (75) et (76), doit towjours varier 
dans les limites finies et doit garder une valeur finie ayant t = co. 

Cette conclusion s’étend jusqu’au mouvement impériodique du 
point v, déterminé par expression (65). Effectivement si J = 0, le 
nombre j,, proportional  l’accroissement de l’amplitude correspondante 
® de la quantité v obtenu dans lintervalle 2k, s’exprime, comme 
Pexpression (82) le montre, ainsi: 

jRReamea, —l<a<c+l. 
Ce nombre j; reste fini avec n’importe quelle nombre de k; c’est pour- 
quoi l’amplitude ® de la quantité v, déterminée par lexpression (65), 
doit toujours varier dans les limites finies pendant la croissance 
illimitée du temps t et doit garder une valeur finie quand t = oo, 

Nous nous servirons de ces remarques dans le § 9 aprés avoir 
démontré le théoréme, par lequel J = 0. Ces remarques, entre autre, 
sont essentiellement importantes pour la déduction du postulat de 
Mr. B. Mlodzeievsky. 

Aprés avoir examiné les positions relatives des trajectoires des 
points » et V, qui correspondent a différentes positions initiales du 
point v sur la circonférence ,, remarquons, qu’avec les conditions, 
que nous considérons, les racines s, et s, de l’équation (57), exprimées 
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par les expressions (60), et les conjuguées 3, et 5, sont liées par les 
relations : 

(83) 3,0——s,0, 3,0——s,0. 

Au moyen de ces relations et de celles de (53) nous nous convain- 


quons, que les quantités g, et q,, déterminées par les expressions (58”), 
et les quantités conjuguées remplissent les conditions: 


(83’) i=, b=) 


c. i, d. que les q, et g, sont des quantités imaginaires conjuguées. Les 
expressions (58) et (83’) montrent que: 


(84) W,(—t) = Wet, W,(—t) = Wit. 
En dérivant ces relations, nous trouvons: 
(84’) W, (—1t) =— Wit, W,(—t) =— W,'r. 


Les expressions (84) et (84’) ménent & toute une suite de conclusions, 
concernant les trajectoires du point v suivant des conditions différentes. 
Aprés avoir remarqué que suivant l’expression (66) 


(85) Pr = — P(-—1), 
nous trouverons d’abord les expressions: 


W, (—t) Wt 
P(—*) - wig — Pe: We’ 








ith Wy (—*) W, 
A eet. Pp 1,t 

P(—t) - ag ae Pr. Wr 
Ces expressions démontrent que les trajectoires S_. et S;,., qui 
correspondent aux deux mouvements asymptotiques du point v, déterminés 
par les expressions (75) et (76), sont disposées symétriquement par 
rapport 4 O€; la position du point v dans le moment t sur la premiére 
trajectoire est symétrique avec la position du point » dans le moment 
— t sur la deuxiéme trajectoire. Les trajectoires correspondantes 2_. 
et 2... du point V de la sphére O sont disposées symétriquement par 
rapport au plan §O€. 

Examinons en second lieu les trajectoires du point v, pour les- 
quelles sa position initiale (dans le moment t = 0) coincide avec |’un 
des deux points du croisement de la circonférence E, avec l’axe O§. 
Nous avons pour ces positions: v = +-j//1 — §?. Par conséquent on 


choisit la constante ¢ pour les deux trajectoires, que nous examinons, 
& condition que 
a W,0+¢W,'0 
+VY1—§?=— P0- Wotew,o° 
Cette équation est reduite 4 la forme: 
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_  ateg 
(86) + Y2 = ers: ,, 
ou 


. i—t? 2a 3/B%2 on 
(86) yp te, / Bet. gg) VI. 
La quantité y, se détermine aussi par 


(86") 2 = aE Vey — Cry 


ot & =—-+1, 1, & >0. L’expression (86) conduit & deux valeurs de c, 
savoir: 








- U— v2 " UN + 

67) f-—t-nw ° "etn 

Au moyen des expression (83’) nous nous convainquons que ces 
quantités c’ et c’, ainsi que celles qui y sont conjuguées, satisfont les 
conditions ¢ ¢’ =1, ¢’¢’==1. Par conséquent le module de chacune des 
quantités c’ et c” est 1. Comme en plus les deux rotations, que nous 
étudions, font partie du cas général exprimé par l’ex pression (80), 
nous avons: ¢ =—cz, c’=—cz” et de la ¢ =—c’s, od z est une 
quantité réelle, égale & 2:2”. Dans le cas donné la quantité z 
doit coincider avec — 1; car dans le cas contraire les modules des 
quantités inégales c’ et c’ne pourraient pas coincider chacun séparément 
avec 1, Ainsi z= — 1, autrement c = —c”. A cause de quoi 
oe, .. TEE 
. R de + V2 G — 2” 
d’ou il s’ensuit que 
(87) 1 I. = Y2?. 


Comme d’aprés les expressions (83') les quantités g, et g, sont con- 
juguées, il en résulte des expressions (87') que y,” est le carré du 
module de chacune d’elles. C’est pourquoi on peut admetire: 


= ye 

(88) {2 V2 ad 
q~=7.¢°"- 

Nous aurons en méme temps: 

(88’) c= — Cc = i, 


Par conséquent les deux mouvements, que nous examinons, se 
déterminent ainsi: 


(89) om Pe Witt FE Wee, 


Au moyen des expressions (84), (84’) et (85) nous nous convainquons 
que la quantité v, déterminée par expression (89), change en une 
quantité conjuguée 0, en remplagant t par — zt. Il s’ensuit que la 
trajectoire de chacun des mouvements du point v, auquel correspond, 
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au moment t=, la position du point v sur intersection de l’axe 
O€ avec la circonférence E,, présente une courbe, pour laquelle l’axe 
O§ est un axe de symétrie. Le point v occupe des positions symétri- 
ques sur cette trajectoire dans les moments t et — rt. 

Dans lexpression (80) nous pouvons admettre c = e*', ot B est 
déterminé par (88). Nous aurons 


(89’) oa Wit+ ete Wit 
Wit cig Wer 

ou 2 est une quantité arbitraire réelle. L’équation (89), coincidant 
avec l’équation (65), concerne plus nettement une forme général de 
la constante arbitraire ¢ dans la formule (65), précisément: ¢ = ez. 
Ayant désigné la seconde partie de l’expression (89') plus brievement par 
v(t, 2), au moyen des expressions (84), (84’) et (85) nous nous convain- 
quons que la fonction v(—rt, 2) et la quantité conjuguée a la fonction 


eft, 


coincident. Il s’ensuit que la trajectoire du point v, déterminée par 

Vexpression (89’), et la trajectoire du point v, déterminée par l’expression 
Wir + 7 Wy t 

(90) vx: Pr. ~— 
Wir +o! 


, 
Wet 


Rim wm 


sont symétriques par rapport & O§. Le point v occupe des positions 
symétriques sur l'une et l'autre des trajectoires dans les moments t et — rt. 

Nous examinerons deux mouvements particuliers du point v, déter- 
minés par léquation (89). Pour ces deux mouvements z prend deux 
valeurs : 1 1 

+s et aad & 

Il est facile de se convainere par les expressions (66°), (84) et (84), 
que la quantité v prend pour chacun de ces mouvements des valeurs 
conjuguées au regard de t= @ + uw et r= @ — uw. Conséquemment 
chacune des trajectoires correspondantes du point v présente une courbe 
pour laquelle axe O§ est l’axe de symétrie, cependant le point v 
oceupe sur cette trajectoire des positions symétriques dans les moments 
t=o-+u et t—@—wu. Chacune de ces deux trajectoires doit 
passer par le point correspondant du croisement de la circonférence 
EF, avec Paxe O§; car le point v doit se trouver sur la circonférence 
E, au moment t = @, de plus il doit étre symétrique avec lui-méme, 
c, 4. d. qu'il doit se trouver sur axe O€ de la symétrie. 

Ainsi nous n’avons que quatre trajectoires pareilles pour iesquelles 
Vaxe O§ est axe de symétrie. Chacune d’elles passe par le point 
correspondant du croisement des circonférences F, et LZ, avec axe O§&. 
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- * 
Rotation du solide dans le cas, ot le corps pesant n’est pas capable 


de reproduire des mouvements asymptotiques periodiques avec la 
période 2a. 


Supposons & présent que les racines s, et s, de l’expression (57) 
ne sont pas égales et que la quantité caractéristique h est une quantité 
imaginaire de la forme: kh =e‘. D’aprés cela lamplitude @ de la 
quantité h satisfait les conditions (63). 

En examinant le mouvement du point v, déterminé par |’expression 
(65), dans la phase du temps t + 2mq@, nous devons avoir recours & 
Pexpression (67), qu’on peut présenter ainsi: 


ad >, pemgpi , 
(91) vy = Pe Wiebe emt Wee 
Wyr+e-"?' Wy 


La liaison entre les quantités 
(92) Z= Um etc gm engi, 


représentée par l’expression (91), appartient aussi a la transformation 
linéaire (68). Les points Z et ¢, déterminées par les expressions (92), 
sont disposés, avec différentes valeurs entiéres de m, le premier sur 
la circonférence EF, et l'autre sur la circonférence E,, décrite, partant 
du commencement des coordonnées, par le rayon égal 4 1. Souvenons- 
nous de la propriété de la transformation linéaire (68) et concluons, 
qu’avec le déplacement continuel du point ¢ sur la circonférence E, le 
point correspondant Z, qui représente une quantité, déterminée par 
la formule (68), doit incessamment décrire la circontérence E*), 

Un tour entier du point Z sur la circonférence E doit correspondre 
a chaque tour entier du point z sur la circonférence E,. Si le point z 
se mouve sur la circonféreuce EZ, dans une direction positive (dans la 
direction de laccroissement de amplitude z), le point Z se mouvra 
sur la circonférence E dans une direction déterminée, qui peut 
étre quelquefois positive et quelquefois négative, c’est comment la 
direction de Paxe O§ est choisie. Admettons que la direction de l’axe 


*) Dans le cas, ol g = =, les équations (91) et (92) déterminent wne seule 


paire de points Z=v,,, m ayant toute espéce de valeurs. Ce moyen n’éclaircit 
pas entiérement la position de la circonférence, par laquelle se meut le point Z, 
quand z se déplace le long de la circonférence E,. Cependant la conclusion, 
que nous venons de faire par rapport aux changements continuels de Z et qui 


est juste quand les significations de m approchent de =, doit garder aussi sa 


valeur dans la limite quand g = = 
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O€ est choisie de fagon que le mouvement du point Z sur la circon- 
férence E se fait dans une direction positive*). 

On voit au moyen des propriétés de la transformation linéaire 
(68) qui relie les quantités (92), que toutes les rotations mécaniques 
possibles du solide, que nous étudions, ne différant que par les positions 
initiales du point v sur la circonférence E,, se déterminent, ayant 
toutes les autres conditions initiales égales, par l’expression 


(93) oun Pe. Vi obs: Wie 
Wyr+ec-e' Wr 

ot #& est une quantité constante arbitraire réelle. Effectivement si, 
dans la formule (93), la quantité # n’était pas réelle, les positions du 
point » dans les phases du temps t+ 2m@, avec des m différentes, 
ne se disposeraient pas sur la méme circonférence EF, ce qui contre- 
dirait les propriétés du module de » que nous avons démontrées au 
commencement dans le § 4. 

Comme l’expression ce? ne peut jamais devenir zéro ou infini 
pour les valeurs réelles de #, la formule (93) ne peut jamais coincider 
avec l’une ou l'autre des formules (75) et (76). C’est qu’avec les con- 
ditions présentes (c. a. d. avec h imaginaire) pas un des mouvements 
periodiques du point v avec la période 2m, déterminés par les ex- 
pressions: (75) et (76), ne peut étre produit dans le solide donné. 

En sousentendant par m’ et m” des nombres entiers et par v, et 
v,," des quantilés correspondantes, déterminées au moyen de ]’expression 
(91), comvenons de sousentendre par vv,” are de la circonférence 
E que le point wv décrit, pendant le changement continuel de @ de 
2m’ —~ jusqu’d 2m” ~p; le point mobile v est déterminé par l’expression (93), 
dans laquelle t reste invariable. Nous désignerons |’are correspondant 
de la circonférence E sur la sphére O par V,, V,,;_ et nous designerons 
par U,, U, VYare de la circonférence F’,, avec laquelle l'are Viy Vin: 
coincide au moment t = — @. 

Examinons le nombre j des tours, produits par Vare Vin Vin+e 
autour de l’axe Of Présentons la quantité 2k@ ainsi 


(93') 2ko = 2k,x+ gq, 
ou k, est un nombre entier et gm est choisi d’aprés les conditions: 
(93") 0<q <2z. 


*) Le changement de la direction de l’axe O€ est reduit au changement 
de la direction Ox; avec le changement de la direction positive de l’axe Oz le 
signe de chacune des quantités a, y, a et p change et, comme le montrent les 
expressions (6), le signe de la quantité & change aussi, c. 4, d. que c’est la 
direction positive de l’axe O& qui change. Quant aux signes des quantités 7 
et ¢, ils ne changent pas avec le changement indiqué de la direction de l’axe 
Ox, comme on le voit au moyeu des expressions (6). 
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L’expression (93’) montre qu’avec le changement de # de 2m@ jusqu’a 
2(m+k)g@ le point ze fait k, de tours complets sur la circonférence 
EF, et plus il fait la partie du tour complet qui correspond au 
changement de # de 2(mp + k,x) jusqu’a 2(mp + k,x) + gy. Par 
conséquent, d’aprés la propriété de la transformation linéaire (68) ou 
(93), le point correspondant Z ou v doit faire aussi k, de tour entiers 
et la partie @ dun tour entier sur la circonférence E. Le point 
correspondant V de la sphére pression (93), et décrit are Vin Vinge. 
On voit par la que le nombre cherché j des tours, produits par l’arc 
Vin Vine autour de laxe O€, doit étre représenté ainsi: 


(94) j=k +a, 


ot OS a <1 et k, et un nombre entier, déterminé par |’expression 
(93’) suivant les conditions (93”). 

Il est évident que quand g, est petit, le nombre a doit étre aussi 
petit. Si py —0, a=—0. 

Au moyen de (63), (93’) et (93”) il est facile de se convaincre, 
que chacun des arcs Vi, Vinii et Vn Vnyo ne fait qu'une partie d’un 
tour entier autour de l’axe O€. 

Etablissons ensuite la notion de Vindex de la rotation examinée, 
entiérement analogue 4 la notion correspondante, que nous avons 
expliquée dans le paragraphe précédent. 

Représentons le morceau ,, de la trajectoire 2, décrit par le 
point V,, qui représente la quantité v,,, déterminée par |’expression 
(91), pendant le changement de t depuis —@ jusqu’a +-@. Désignons 
ensuite par 6,, une courbe fermée, composée de la courbe nommée 
précédemment Z,, et de are Un+i:U, de la circonférence F,, avec 
lequel are Vinii Vn coincide dans le moment t= — @. Elargissons 
le cas 1, = 0, car dans ce cas chaque courbe fermée 6,, passe au moins 
par un des pdles de la sphére O. 

Les courbes fermées 


(94’) oo oy Magy Cigy Gon Opp Chess 


font chacune un nombre égal de tours autour de l’axe Of. Pour 
démontrer cette supposition, placons les courbes o,, de la déformation 
continuelle dans V’ordre suivant. Examinons l'autre trajectoire du 
point V, aprés avoir pris, pour déterminer sa rotation, non pas 
l’équation (65), mais la (93) qui correspond & une autre position initiale 
du point v sur la circonférence E,. On peut imaginer pour cette 
trajectoire des courbes fermées correspondantes 6,,(#), qui ont leur 
construction analoge aux courbes 6,,. Les courbes 6,(#) coincident 
avec les courbes (94’), quand # = 0, et se déforment continuellement 
pendant la croissance de @ de 0 jusqu’a 2g. Il est évident, qu’avec 
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une déformation continuelle pareille la courbe 6,,(#) passera de sa 
position initiale 6, (suivant @—0) a une position finale (quand 
+ = 2g), qui était occupée dabord par la courbe 6,41; pendant son 
déplacement la courbe 6,,(#) gardera invariable le nombre des tours 
quelle produit autour de l’axe Of. II s’ensuit que les courbes (94’) 
font chacune le méme nombre de tours autour de l’axe 0 £. 


Désignons ce nombre de tours par J et nommerons le «index» 
du mouvement examiné. II s’agit d’éclaircir 4 présent la question de 
la détermination de ce nombre, qui joue un grand réle dans le mouve- 
ment que nous examinons. 


Disons d’abord sans preuve que V'index J est toujours égal a zéro 
dans le cas que nous examinons. Remettons la preuve entiére de cette 
supposition jusqu’au § 9. Maintenant arrétons notre attention sur la 


constance de |’index J avec le changement de quelques quantités con- 
stantes. 


L’examen de la déformation ci-devant désignée des courbes 6,,(#) 
moutre, que index J ne change pas, s'il passe d’un mouvement a 
Yautre, en changeant la constante dans ’équation (93), qui détermine 
le mouvement, c. a, d. en déplagant la position initiale du point v sur 
la circonférence E,. 

Dvailieurs il est facile de montrer, que la constance de lindex J 
est gardée aussi pendant le changement de mouvements, pendant lequel 
les constantes J, , 1, et a changent constamment, si seulement la quantité 
caractéristique ) reste imaginaire, on observe les conditions (17) et la 
quantité 1, ne devient pas zéro. Effectivement les changements continuels 
de ce genre produisent des changements continus dans la quantité h et 
dans les fonctions qui déterminent la position du point v, ¢. a. d. que 
ces changements ne font qu’occasionner des déformations continuelles 
dans les courbes 6,, (sans faire rompre leurs parties et sans les faire 
passer par l’'axe O€); ces déformations ne changent pas le nombre des 
tours, que produit la courbe 6,, autour de l’axe O£, et conséquemment 
ne changent pas l’index J. 

Si par conséquent index J est un zéro pour Ja rotation donnée, 
pour laquelle les conditions (17) doivent étre remplies, si la quantité 
l, est différente de zéro et si la quantité h a une valeur imaginaire, 
Yindex J restera aussi zéro aux rotations, pendant lesquelles les 
constantes /,, 1, et a@ acquiérent des significations contiguées qui satis- 
font aux mémes conditions. Nous nous servirons de cette remarque 
comme de base pour la preuve, qui montre, que l’index J que nous 
examinons est toujours égal 4 zéro (voyez le § 9). 

Examinons maintenant le nombre j, des tours produits autour de 
Yaxe O€ par la partie de la trajectoire 2, décrite par le point V 
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dans lintervalle 2k@, égal au nombre entier k des périodes 2a. 
Montrons que ce nombre j, peut toujours étre représenté ainsi: 
(95) jeaHJo-k+k, +a, 
ou 0 <a <1 et k, est nombre entier, déterminé par l’expression (93’) 
suivant les conditions (93”). Fixons le moment, a partir duquel com- 
mence l’intervalle 2k@, de cette fagon: t= t’ + 2ma@, ou m est un 
nombre entier ei —@< +t <-+ @. Représentons les morceaux 

Sm Smits eeey Sm+e—1 
de la trajectoire 2, décrits par les points 

Vins Vina er | Vint k—1 
avee le changement de t de tr jusqu’a t + 2@. Ce sont précisément 
ces morceaux qui sont décrits successivement par le point V dans 
Vintervalle 2k@ que nous avons examiné. Nous entendons par 

V os Vint rr) Vine 
les positions des points 


| oe Vin4ay ee ty Vine 


dans le moment t = 7; les morceaux désignés 
Sn; Su+15 ees Smpk—1 
de la trajectoire X se transforment en courbes fermées 


Sm) Sm+1) eeey Sin-pe 1 
par la jonction des ares correspondantes 


, ’ , , , 
Fa Vina ? Via Ving Zap erry Vink 1 Vink 


de la circonférence F", arcs qui passent dans la direction opposee. 
La déformation , que les courbes 


8m Smt» +9 S@ 3m +k—-1 
subissent pendant le changement continuel de tr’ jusqu’éa — @, n’occasionne 
pas la rupture de leurs parties et leur passage par l’axe O§€ et conduit 
ces courbes en cas limite, d’aprés r= — @, en coincidence avec 
les courbes 

Gmy Omtty +++) On+k—-1- 
A cause de cela chacune des courbes fermées 

8m) Smt, see Sini-k-1 
fait J de tours autour de l’axe O§, et réunies ensemble elles font J.k 
de tours. Pour obtenir le nombre j; il ne reste qu’a joindre au nombre 
J.k le nombre j des tours, produits autour de l’axe O€ par la réunion 
des ares 

Vane Vineet» eeey Vntt—1, Vint k 

ou, autrement dit, par un are V,, Vi4.. Ce dernier nombre j est 
déterminé par lexpression (94). De sorte que lexpression (95) se 
trouve entiérement demontrée. 
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Représentons l’expression (95) ainsi: 
(95') jp—(F4+ Bk +a 
et examinons la dans la limite, quand & tend 4 oo. Par l’expression 


93’) suivant les conditions (93”) on voit, que le rapport * tend au 
( PPO 
nombre positive z, qui d’aprés les inégalités (63) différe de zéro et 


n’est pas plus grand que . En méme temps la somme 
k 
J+<z 
tend dans la limite 4 la quantité 
J+%, 


qui par sa quantité absolue ne peut pas étre plus petite que z. 


Avec ces conditions la seconde partie de l’expression (95') doit 
tendre, par sa valeur, 4 l’infini. Par conséquent le nombre absolu 
des tours, produits autour de l’axe O€ par la ligne OV, grandit 
indéfiniment dans l’intervalle croissant sans limites. Cette conclusion 
a lieu aussi quand J = 0. 

Cette déduction montre que l’amplitude de la quantité v, déterminée 
par Vexpression (65), doit atteindre, pendant la croissance illimitée du 
temps t, la limite ®=oco. Cette propriété des changements con- 
tinuels de l’amplitude © forme la particularité essentielle du cas de 
rotation d’un solide que nous examinons, c. . d. du cas ov la quantité 
caractéristique h est une quantité imaginaire. L’existence de cette 
propriété, J étant zéro, est nécessaire et suffit pour que la quantité 
caractéristique soit imaginaire. 

Les circonstances éxaminées existant, le solide n’admet pas, comme 
il a été demontré, les mouvements asymptotiques périodiques (75) et 
(76); cependant dans le cas que nous examinons le point v peut avoir quel- 
quefois des mouvements périodiques d’un autre caractére. Le mouvement 
des points v et V sera périodique, si l’amplitude m de la quantité 
caractéristique h est commensurable avec le nombre xz. Effectivement 
nous pouvons dans ce cas représenter l’amplitude @ ainsi: 


(96) p= 


3/3, 


a, 


ou ” et m sont des nombres entiers positifs premiers entre eux, satis- 
faisants l’inégalité: n’ < 2m d’aprés les conditions (63). Quand a 
cette valeur, nous voyons d’aprés les expressions (65) et (91) que 
Va =, ¢. a. d. que la fonction v, déterminée par l’expression (65), est 
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périodique avec la période 2n@: En méme temps le mouvement des 
points correspondants v et V doit étre périodique avec la méme période. 
Cette périodicité de mouvement a lieu avec toute position initiale 
du point v sur la circonférence E,. La trajectoire 2 présente dans ce 
mouvement une courbe fermée, décrite entitrement par le point V 
dans lintervalle 2m@. Le nombre des tours, faits autour de l’axe O€ 
par la trajectoire 2, ou, autrement, le nombre des tours, produits 
dans lintervalle 2n@ par la ligne OV autour de la ligne O€, est 
déterminé au moyen des expressions (95) et (93’), dans lesquelles on 
doit admettre: K—n et od on doit attribuer 4 la quantité » la 
signification (96). Nous obtiendrons par la: k, =n’, op, =0 eta=0. 
Ainsi le nombre j, des tours, produits autour de l’axe O€ par la 
courbe fermée 2, sera donnée par 

(97) jn = In+n. 

Passons & présent 4 la question du nombre et de la position des 
points du croisement mutuel des parties de la trajectoire 2. Si 
Yamplitude g est incommensurable avec z, le nombre de ces points est 
infiniment grand et ils couvrent entitrement par leurs positions la zone 
sphérique entre les circonférences F, et F,;. Mais si lamplitude p 
est commensurable avec 2, le nombre des points du croisement mutuel 
des morceaux de la trajectoire Z sera fini. Pour éclaircir les propriétés 
de la trajectoire 2, nous examinerons d’abord en détail les croisements 
mutuels de ces morceaux pour le cas, oi g et x sont commensurables; 
puis au moyen des limites nous passerons au cas, ot g et a sont in- 
commensurables. 

Ainsi supposons que l’amplitude m est commensurable avec 2 et 
peut étre présentée par |’expression (96). 

Les points v, de la circonférence E, figurant des quantités qui 
peuvent étre déterminées pour toutes les quantités entieres m par 
expression (91), doivent, suivant la condition (96), se répéter périodi- 
quement, en coincidant avec » de points 

Ve» Vis Vay + > +9 Cate 


Ces points sont disposés sur la circonférence E les uns aprés les autres 
non pas dans l’ordre de Vindice (& part le cas n’ = 1), mais dans celui 
que nous étudierons plus a fond. 

D’aprés la similitude de la répartition des points Z et 2, déterminés 
par les expressions (92) et liés par la reltion (68), la succession des 
points 

Vo, Uy Vg, oo oy Un—s 
sur la circonférence EF doit étre semblable a celle de la succession des 
points correspondants sur la circonférence E,, points qui représentent 
les quantités 
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Zor @1y %2y -- +> Sn-ty 
ou, en général, 


2mn' ni 
imme * . 
Il s’ensuit de lexpression 
2n' ni 
g = 2 ® 
2m = 2n€ 5) 


que n’ — 1 points, pris du groupe: 
Zo 21> ae | Zn—1) 
sont répartis sur Vare 2nZm41, qui est décrite par le point 2 = e%! 


pendant la croissance de # de 


2Qmn x 3 2(m +1) n'x 
bid n 


Admettons que ces n’ — 1 de points, étant disposés dans leur succession 
sur lare 2n2m41, solent présentés de la maniére suivante: 

£8, «&£ ™ 
Il est évident que ces points représentent les quantités de la forme: 


2k ni 


elk) —— e bad 
~ = wm ? 


ou 
k—=1,2,....8—1. 


Admettons ensuite que les correspondants des points 


Vy, VUyy «2 ey Unt 
seront: 


0585 02 Or“, 
de sorte que 
’ k ‘ 
oe Pr. Witte Wee 
, (k) 
Wir+ez2’ War 
En se basant sur l’analogie de la répartition des points Z = v™ et 
des points z = 2), les points 
8. 8eccacae” 
doivent étre répartis sur lare v,,Um4. de la circonférence E dans la 
succession des index. La répartition des points 
Ves Fas e<~p Fant 
sur la circonférence F' se soumet & la méme loi, ec. 4. d. que les points 


V', V", «2.5 Ve-, 
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correspondant aux points 


, . ’ . 
0,0, .--, vd, 


se répartissent sur Vare V,, V4; de la circonférence F' dans ordre 
de la croissance des index. 


Aprés avoir fixé la répartition des points V,, sur la circonférence 
F, passons & examen des morceaux 


2) 21; adie. Zn-1 
de la trajectoire 2, décrits par les points 
Ver Far +t Fate 


avec le changement de t depuis — @ jusqu’a + @. Ces morceaux se 
composent d’une maniére conforme premiérement des parties 


Bes K;,, see ) a 
décrites par les points 
Val Wei ++ <p Vat 


pendant le changement du temps t depuis — @ jusqu’a0, et puis des 
parties 
Ly, L,, oe 9 Ly-1, 


décrites par les mémes points pendant le changement de t depuis 0 
jusqu’a + @. Comme les points 


Cas Peas oxy Wa 
ne peuvent aucunement coincider les uns avec les autres, les courbes 
K,, K,,; ceey K,, 1 
ne peuvent évidemment pas se croiser; il en est de méme des courbes 
Bing Bee, + +: <» Beets 

Cependant les courbes 
Kg, Bi, «6 +5' Ros 
peuvent se croiser avec les courbes 
ee 
Suivant la succession des points V,, sur la circonférence F’, les 
courbes X,, se disposent dans lintérieur de la zone sphérique entre les 
circonférences I’, et F’, non pas dans lordre des index, mais dans un 
autre (excepté le cas n’ = 1). D’aprés cet ordre les courbes 
’ ” P eee 
Pe ee 
se disposent successivement entre les courbes K,, et Kn41. Les courbes 
Dy Ey 66 
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sont décrites pendant le changement de t depuis — @ jusqu’d O par 
les points 
V’, Vv", jade Ve-, 


qui sont disposés sur lare V,, Vinyi de la circonférence F. 
Les courbes L,, se disposent dans la zone sphérique de la méme 
maniére, de sorte que les courbes 


LT, L’,..., Le, 

décrites pendant le changement de t depuis 0 jusqu’a @ par les points 
vee seu oOo 

se disposent entre les courbes L,, et Ln4i. 

Les courbes L,, et K,, forment par leurs croisements mutuels dans 
Pintérieur de la zone sphérique un filet, dont )épaisseur déprend 
du nombre j, des tours, produits par la courbe fermée autour de 
Vaxe O£; le nombre j, est déterminé, comme nous I’avons vu, par l’ex- 
pression (97). Si nous sousentendons par j, la valeur absolue du nombre 


jn Aésigné et par M le nombre des points des croisements mutuels des 
morceaux de la trajectoire =, linégalité 


(98) M > n(jn—1) 


doit avoir lieu. On peut démontrer cette supposition comme il suit. 
Faisons passer par |’intérieur de la zone sphérique, que nous examinons, 
la courbe J partant de la circonférence F, jusqu’ala circonférence F,. 
Admettons que la circonférence mobile F’, sur laquelle les points V,, 
sont disposés, croise, dans toutes ses positions, la courbe / une seule 
fois. Nommons la courbe /, qui satisfait 4 toutes ces exigences, 
transversale de la zone sphérique. Distinguons par rapport a cette 
transversale deux rives, comme on distingue les rives sur le globe 
terrestre en dessinant la place de la riviére par une ligne courbe. 
Supposons ensuite, que le point V décrive la trajectoire 2, et 
examinons les passages du point V par la transversale J, en les 
partageant en deux catégories, selon que le passage correspondant du 
point V par la transversale / se produit en partant de la rive droite 
et en allant 4 la rive gauche ou vice-versa. Les passages de chaque 
catégorie sont comptés séparément. La quantité absolue de la différence 
des deux nombres, que nous avons ainsi obtenus, doit coincider avec 
le nombre absolu j, des tours, produits par la courbe Z autour de |’axe 
O¢. En méme temps il est évident que la courbe 2 doit croiser la 
transversale 1 moins de j, de fois. Supposons que la transversale / 
est tracée de fagon qu'elle n’ait avec la courbe L,, qu’um seul point 
commun. Si avec cela nous excluons de la courbe Z la partie Ly, 
la transversale / doit croiser la courbe 2 dans ses autres parties pas 
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moins de j, — 1 de fois. Maintenant il est facile de voir, qu’en con- 
servant toutes les propriétés désignées de la transversale / nous pouvons 
la faire passer aussi prés, que nous voulons, de la coincidence avec la 
courbe L,,. Et c’est pourquoi la courbe Z,, doit se croiser avec les 
autres parties de la courbe Z pas moins de j, — 1 de fois. Ce qui 
vient d’étre dit, se rapporte & chacune des courbes Ly, D,, ..., Dn. 
Par conséquent le nombre entier M des points de croisement mutvel 
des morceaux de la trajectoire Z n’est pas plus pétit que le nombre 
n(jn—1). Ainsi Vinégalité (98) est démontrée, 

Liinégalité (98) montre, que »(j,—1) est le minimum du nombre 
M des points du croisement mutuel des morceaux de la courbe 2. 
Dans beaucoup de cas le nombre M coincide avec le minimum, c. a. d. 
qu'il est déterminé par l’expression: 


(99) M = n(jn,—1). 


Il en est ainsi par exemple dans les cas od l’amplitude ® de la 
quantité v, déterminée par l’expression (65), ou diminue constamment ou 
augmente constamment pendant la croissance du temps t. Mais dans 
certains cas amplitude désignée ® balance, admettant avec quelques- 
unes des positions du point v la croissance et avec d’autres la décrois- 
sance. Dans ces cas le nombre M peut surpasser la limite inférieure 
(J ” hoes 1) _ 

Si J=0, on a daprés (97) j, =m. Par conséquent, ayant 
J = 0, Vinégalité (98) s’exprimera ainsi: 


(99) M>n(n'—1), 
et Pexpression (99) qui détermine le minimum de UM devient: 
(99) M = n(n'—1). 


On voit par linégalité (99°) ce qui suit: quand le nombre m’ est 
considérable, le nombre M des points de croisement mutuel des 
morceaux de la trajectoire doit étre aussi considérable; donc 
Yépaisseur du filet formé par les croisements des courbes K,, et L,, 
doit étre considérable. 

Pour se faire une idée plus nette du filet, formé par la courbe 2, 
fixons notre attention sur un cas plus simple, quand l’amplitude ® 
de la quantité v augmente ou diminue incessamment pendant la 
croissance du temps t. Ce cas ne peut pas avoir lieu toujours, mais 
il peut se réaliser. Examinons dans ce cas non seulement le nombre, 
mais aussi la répartition relative des points du croisement mutuel 
des parties de la courbe 2, en supposant que l’index J est zéro, 
comme cela arrive toujours, et que la direction de l’axe O& est choisie 
de fagon que ® grandisse incessament. 

Mathematische Annalen, XLVII. 32 














P. A. Nexrassorr. 


494 


Aux conditions, que nous examinons, les morceaux successifs 
Dm et Dn4i de la courbe Z ne peuvent pas se croiser. La courbe 
Zn, Teprésentée schématiquement sur la figure 4 par la ligne wu’ u,, 
et Vare u,« de la circonférence F,, renfermé entre les positions wu, 
et « des points V,4, et V, au moment t= —a@, pris ensemble 





forment sur la sphére O une courbe fermée 6,,, qui sépare une partie 
entitre sur la surface de la sphére O*). De méme la courbe 2,,4;, 
représentée sur la figure 4 par la ligne u,u’u,, et Vare uu, de 
la circonférence F,, enfermé dans les positions u, et u, des points 
Vii et V», au moment t = -+ @, forment sur la sphére O une courbe 
fermée 6,41. En outre les parties L,, et K,,4: des courbes Z,, et Dn+41, 
représentées sur la figure 4 par les lignes wu, et u,w", et Vare 
u'u” de la circonférence F,, enfermé dans les positions u’ et wu’ des 
points V,, et V4, au moment t — 0, forment ensemble sur la sphere 
O une courbe fermée uu’ u, wu’, que nous désignerons par 6,,. 
Les points ci-devant désignés 

Fg Oy «cng FOO, 
qui se trouvent sur lare V,, Vn4i de la cireconférence F’, se placent 
au moment t= —q@ sur l’are uu, de la circonférence F,. Puis 
pendant le changement de t depuis — @ jusqu’a 0 les points 

v. V css Ow 
décrivent, tout en gardant sur l’are mobile F’ la succession dans leur 
position, les parties 

BE y «sue 
des morceaux 

Zz 2.5.45" 
de la courbe 2 et au moment t= 0 ils se disposent sur l’are wu” de 
la circonférence F’,. On voit par la que les points 


vs V assue ee 
doivent se trouver au commencement de l’intervalle t de — @ jusqu’d 0 


*) Les points uw, uw, et wg ne présentent sur la figure 4 que la désignation 
plus briéve des points U,,, U,,,, et U,,4 de la circonférence F. 
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dans la surface, limitée par la courbe 6,,, et vers la fin de ce méme 
intervalle ils doivent se trouver en dehors de cette surface et au milieu 
de celle qui est limitée par la courbe 6,,; par conséquent ils doivent 
traverser la courbe 6,, dans l’intervalle du temps t de —  jusqu’a 0. 
Ce passage ne peut se produire que par l’'arc w'u,, c. a d. par la 
partie Z,, du morceau 2,,, et non par l’are wu’, parce que les courbes 


Bp 60+ 
ne peuvent pas couper ww’, c. 4. d. la courbe K,,. Ainsi les parties 


K’,. EK", ..., Ke’) 
des morceaux 
Ey Bessy aes 


doivent couper la partie Z,, du morceaux 2,, et chacune une seule 
fois (ce qui dérive de la croissance continuelle de la longitude ® du 
point V). Désignons ces croisements successives d'une maniére conforme 
par Br, Bn, .--, BA". Ces points doivent @tre placés d’aprés les 
circonstances, que nous examinons, le long de la courbe Z,, dans la 
succession des index supérieurs. 
Supposons maintenant, que le temps t change de 0 jusqu’é + @. 

Avec ces conditions les points 

", F, «seg FOO 
décrivent les parties 

8, ..4 4 
des morceaux 

Ey Bo oy BO 


et en méme temps ils passent du domaine, limité par la courbe 6,,, 
dans celui qui est limité par la courbe 6,,4:, en se disposant dans le 
moment t= sur l’are u,u,. De cette fagon les parties 

i, bya ee 
des morceaux 

v, BD", ..., Be 


coupent la courbe wu,” ou, autrement, la partie K,.4, du morceau 241 
dans les points, que nous désignerons d’une maniére correspondante 
Wrst, City .++5 Qa. Ces points se disposent le long de la courbe 
Kyn41 dans Yordre de la décroissance des index supérieurs. 

Ce qui vient d’étre énoncé s’étend, si les conditions que nous 
étudions existent, sur tous les morceaux de la trajectoire du point V 
et montre que chaque morceau 2,, contient sur son étendue 2(n’— 1) 
de points, auxquels ce morceau se croise avec ceux de la courbe 2. 
La premiére partie de ces points de croisement se trouve sur la partie 
K,,, et la seconde partie sur la partie L,, de la courbe 2,,. 


32* 
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Sil se trouve sur chaque courbe L,, n’—1 de points de croise- 
ment, produits par cette ligne avec les autres parties de la courbe 2, 
le nombre entier M de tous les points de croisement mutuel des 
morceaux de la courbe 2 s’exprimera, considérant les conditions nom- 
mées, de cette maniére: M — n(n — 1) ce qui est entirement conforme 
a la formule (99”). 

Passons 4 présent au cas ot l’amplitude m de la quantité caractéristi- 
que h est incommensurable avec le nombre z, de sorte que le rapport m:z 
est un nombre irrationnel. Pour se faire une idée des points de croisement 
mutuel de la trajectoire X dans ce cas, changeons le nombre incommen- 
surable m:z en un nombre rationnel rapproché et, tout en examinant ce 
cas rapproché, nous passerons 4 la limite, quand ce nombre rationnel 
tend au nombre irrationnel désigné. Autrement dit, admettons avec un 
rapprochement \’existence de l’expression (96) avec laquelle le mouvement 
périodique des points » et V avec la période 2m aura de la valeur. 
Les nombres entiers »’ et m grandissent d’une maniére illimitée par 
suite du rapprochement de la corrélation n’:m de la limite p:z. Il 
se produit en méme temps la croissance illimitée du période 2”, ainsi 
que du nombre des croisements de chaque morceau ,, avec les autres 
parties de la trajectoire 2 du point V. Comme en méme temps les points 


V’, V", 2.0, VO”, 


pris du nombre des points V,, ..., V,1 et situés successivement 
sur lare V,,Vin41, avec la croissance des nombres ’ et vont en 
se rapprochant et couvrent entiérement, dans la limite, l’are Vi, Vins 
de la circonférence F, les morceaux 


Xo) 2; ey Sut 


de la trajectoire 2 couvrent entiérement, dans la limite, la zone 
sphérique entre les circonférences F’, et F',; les points de croisement 
des morceaux de la trajectoire 2 remplissent aussi totalement cette 
zone sphérique. Autrement dit dans le cas donné la trajectoire 2 
forme par le croisement réciproque de ses morceau un filet infiniment 
serré, c. 4.d. un filet avec un nombre infini de points de sections, qui 
couvrent entiérement lintérieur de la zone sphérique entre les 
circonférences F, et F;. 

Si dans le cas, que nous examinons, nous limitons Ja variation 
du temps t par des limites finies, le point V décrira dans cet intervalle 
fini une courbe finie, qui, se coupant elle-méme, forme un filet avec 
un nombre fini de points de section; plus l’intervalle sera grand plus 
ce filet sera serré. 

Nous remarquerons par rapport aux moments du temps t, pendant 
lesquels le point mobile V passe par les points de section des morceaux 





— = cS 


at 
n 
HH 


1e 
nt 
te 
2 
nt 
ul 


on 
lle 
us 


nt 
ux 








Sur un cas de rotation d’un solide autour d’un point fixe. 497 


de la trajectoire, qu’on peut se.servir pour les déterminer de la méme 
équation, qui se trouve dans le § précédent, c. . d. de )’équation (80’). 
"Apres avoir étudié la position relative des trajectoires du point v, 
correspondant a ses positions initiales différentes sur la circonférence 
E,, nous remarquerons, qu’avec les conditions que nous examinons les 
racines s, et s, de Péquation (57), représentées par les expressions (60), 
et les quantités conjuguées sont liées par les corrélations: 


3,0—=—s,0, 5,0——s,0. 
A laide de ces correlations et des corrélations (53) nous nous convain- 


quons que les quantités q, et g,, déterminées par les expressions (58”), 
et les quantités conjuguées remplissent les conditions: 


(100) di=Ud, @=> 


c. ad. que les quantités g, et g, sont réelles. Par la et d’apres les 
expressions (58”) il s’ensuit que: 


(100’) W,(—t) = Wit, W,(—t) = Wer. 
En différentiant ces correlations nous trouvons: 
(100") W/(—t) =— Wit, Wi (—-2) = — Wie. 


Ayant ces correlations, nous allons examiner deux trajectoires du 
point v, pour lesquelles la position initiale (ana moment t—() coincide 
avec l'un ou l'autre des points de l’intersection de la circonférence EL, avec 
axe O&. Nous avons pour ces positions initiales: v = + /1 — §,?. 
En déterminant par ces positions initiales les significations correspon- 
dantes ¢ et c’ de la constante c, nous obtenons: 


fm. vate 
Ge — 72” Get v2” 

ou y, est déterminé par l’expression (86'), Comme les deux mouvements 
que nous examinons se trouvent encore dans le cas général représenté 
au moyen de |’équation (93), nous avons: ¢ = cz’, c’ = cz” et par la 
c =c"z, ou 2’, 2” et 2 sont des quantités dont les modules coincident 
avec 1. Dans le cas présent la quantité 2 doit coincider avec — 1, car 
les quantités inégales c’ et c” sont réelles. Ainsi = — 1, autrement 
¢é=—c"’. De la: 

U+ v2 fia ck, 

G+ Ye d@e— 2” 
dow il s’ensuit que: 
(101) W192 = 72" 
C’est pourquoi nous pouvons supposer que: 


(101’) —_ V2 b, 
do = 2: b. 
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Il est évident que la quantité b, faisant partie des l’expressions (101’), 
est réelle. Au moyen des expressions (101’) nous nous convainquons que: 
(101”) ¢=—c'=b. 
Par conséquent les deux mouvements, auxquels le point v se dispose 
sur axe OF quand t=O, se déterminent a l’aide des expressions: 
Wir+bwW,'r 
(102) vee Pee yt, 
ot b est une quantité, déterminée par les expressions (101’). Au 
moyen des expressions (100), (100’) et (100”) nous nous convainquons 
que la quantité v, déterminée par expression (102), devient, avec le 
remplacement de t par — Tt, la quantité conjuguée. Par conséquent 
la trajectoire de chacun des deux mouvements, que nous venons 
d’examiner, représente une courbe pour laquelle laxe O§ est un axe 
de symétrie. Le point v occupe sur chaque trajectoire les positions 
symétriques dans les moments t et — t. 

Dans expression (93) nous pouvons admettre: c = 6, en sousen- 
tendant par b une quantité déterminée par une des expressions (101’). 
Nous aurons par la: eins 

« Tt 4 t 
(103) oan Des WeeWe ’ 
ot z= e*', L’équation (103), coincidant avec l’équation (65), concerne 
plus nettement une forme générale de la constante arbitraire c dans la 
formule (65), précisément: ¢ = be*', ot & est une quantite arbitraire 
réelle. Aprés avoir désigné la seconde partie de l’expression (103) par 
v(t, 2), nous nous convainquons au moyen des expressions (100') et 
(100”) que la fonction v(— t, 2) et la quantité conjuguée a la fonction 


) 
v ¥, 5)? 


coincident. On voit par la que la trajectoire du point v, déterminée 
par expression (103), et la trajectoire du point v, déterminée par 
expression : 
Wir+b 2 Wit 
(104) v = Pr —— —— ny 
Wyr-+d — Wer 
sont symétrique relativement a l’axe O§; le point v occupe des positions 
symétriques sur lune et autre des trajectoires dans les moments rt 
et —t. 
Examinons parmi les mouvements du point v, déterminés par |’ex- 


pression (103), deux mouvements, pour lesquels z prend les valeurs 
suivantes : 


+e et —e-#, 


ot @ est l’amplitude de la quantité caractéristique h. II est facile de 
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se convaincre au moyen des expressions (66’), (100’) et (100), que la 
quantité » prend pour chacun de ces mouvements, quand t = w + u 
et quand t = @ — uw, des valeurs conjuguées. Par conséquent chacune 
des trajectoires, que nous examinons, du point v présente une courbe, 
pour laquelle Og est un axe de symétrie, avec lequel le point »v 
occupe sur la trajectoire des points symétriques aux moments t= @-+- % 
et t=@— wu. Chacune de ces deux trajectoires passe, comme il est 
facile de le voir, par un des points correspondant du croisement de 
la circonférence E, avec l’axe O§ et le mobile v passe par ce point 
au moment t = o. 

Ainsi dans ce cas comme dans celui, que nous avons éxaminé 
dans le paragraphe précédent, nous n’avons que quatre trajectoires, pour 
lesquelles ’axe O§ est l’axe de symétrie. 

Comme conclusion du paragraphe présent il faut dire, que le 
mouvement du point v, déterminé par |’expression (65), est instabie 
& cause des perturbations qui agissent sur l’amplitude @ de la quantité h. 
Effectivement, si amplitude g subit la moindre perturbation Ag, la 
position du point v,,, déterminée par l’expression (91), et sa position 
agitée, qui représente la quantité 


Pp Wir tce@ot4oiy,'s 
ee AE nl Ty 
Wirt cP mPt4oy We? 
différent lune de l’autre par une quantité finie, suivant le nombre 


entier m, pris & volonté; cette circonstance caractérise le mouvement 
instable du point v dans le cas que nous examinons. 


g 8, 


Mouvement du point v dans le cas, oi le solide est capable de reproduire 
un seul mouvement asymptotique périodique avec la periode 2a. 


Examinons ici le cas de transition, quand les racines des équations 
(57) sont égales (s,—=s,—s); la quantité caractéristique h doit étre égale 
& Punité. 

Dans ce cas le mouvement du point v se détermine par |’expression 
(73) et sa position v,, dans la phase du temps t + 2m@ est déterminée 
par expression (74). Si m tend a + oo ou 4 — OO, Um tend dans 
les deux cas & la méme position limite 
(105) Vin = Pr- we: 

Par conséquent le mouvement du point v, déterminé par l’expression 
(73), étant impériodique pour les changements finis du temps t, tend, 
avec la diminution infinie du temps t ainsi qu’avec l’augmentation 








500 P. A. Nexrassorr, 


infinie, 4 un seul mouvement périodique avec la période 2m, déterminé 
au moyen de |’expression 

ai Wit 
(106) v= Pr. Wie’ 
Nommons ce mouvement périodique mouvement asymptotique. C'est a 
ce mouvement unique asymptotique du cas donné qu’aboutissent les 
deux mouvements asymptotiques, déterminés par les expressions (75) 
et (76). 

La liaison qui existe entre les quantités: 

(107) Z=v, e& 2==2ma, 


représentée par l’expression (74), appartient évidemment 4 la trans- 
formation linéaire 

g W,' ct + ¢(W,'t+2 W,'t) 
(108) Z= Pr: Wet aWetewsy 
Comme les tableaux des quantités Z et 2, déterminées par les ex- 
pressions (107), se disposent, ayant l’entiére arbitraire m, lune sur la 
circonférence E et l'autre sur la droite O§, le point correspondant Z 
doit changer constamment de place sur la circonférence E pendant la 
translation continuelle de z le long de l’axe O§&. 

On peut voir par la, en outre, que tous les mouvements 
mécaniques possibles du solide, que nous examinons, qui ne se 
different que par les positions initiales du point v sur la circonférence 
E,, sont déterminés, quand les autres circonstances initiales sont 
égales, par l’expression de la forme: 

W, t+ c(W, r+2 W,' rt) 
(109) v= Pr- WeEaWetew's ’ 
ou 2 est une quantité constante rcelle. 

Si 2 change de — oo jusqu’é + oo, le point correspondant Z, 
déterminé par l’expression (108), décrit une seule fois la circonférence 
entiére E depuis le point vi., représentant la quantité (105), jusqu’au 
retour & ce point. Par la on voit que les points 

Views ++, Vig, Vi1y Ug, Vy, Vo, - + +y Vteay 

qui représentent les quantités v,,, déterminés par expression (74), se 
disposent le long de la circonférence E dans lordre de la croissance 
des index, Cependant ils forment des deux cétés du point vi. les 
lignes pointillées, dont les points contigus v,, et Um 1 se rapprochent 
infiniment 4 mesure quiils approchent de la position vi... C'est de 
cette méme maniére que se disposent les points correspondants Vm 
de la circonférence F’ sur la sphére O. 

Si nous supposons que le temps t change de — @ jusqu’a + a, 
les points V,, décriront sur la sphére O les courbes &,,, qui forment 
ensemble une courbe continuelle 2, par laquelle se mouve le point V. 





ov ww iw - Sy 


~~.” 
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Les morceaux 2,, de cette courbe se disposent successivement les uns 
aprés les autres dans la zone sphérique entre les circonférences F, 
et F;. Dans la limite, quand m tend ou & —oo ou & + 00, les 
morceaux 2,, tendent 4 une seule et méme position de la limite 2+.., 
qui représente en méme temps la trajectoire fermée du point V dans 
le cas du mouvement asymptotique périodique, déterminé per l’expres- 
sion (106). 

Prenant m’ et m” pour des nombres entiers, convenons de 
sousentendre par U,V," l’are de la circonférence EZ, décrit par le point 
v, qui représente une quantité, déterminée par |’expression (109), 
pendant le changement de z de 2m’ @ jusqu’é 2m” w. Nous désignerons 
Pare correspondant de la circonférence F par Vy V". Cet are ne 
forme qu’une partie de la circonférence F’. 

Désignons par 6,, une courbe fermée, qui se compose de la courbe 
déja nommée 2, et de Vare U;4iU,, de la circonférence F,, avec 
lequel lare V;,41 V,, coincide au moment t——a@. Les courbes fermées 

» «9 Gags Cte Gs Wan Gees «2 
doivent faire chacune un nombre égal de tours autour de l’axe 0, ce 
qui est démontré par des procédés analogues 4 ceux, qui ont été 
employés dans les paragraphes précédents et que pour plus de briéveté 
nous ne répéterons pas ici. 

Nous désignerons par J le nombre des tours, produits autour de 
axe O§ par chacune des courbes 6,,, et nous le nommerons <index» du 
mouvement, que nous examinons. 

Dans le paragraphe suivant il nous sera démontré, que cet index 
est zéro. Maintenant bornons nous & remarquer: 1) que Pindex J garde 
sa constance avec le changement d’un mouvement a un autre, pendant 
lequel change d’une maniére arbitraire la position initiale du point v 
sur la circonférence E,; 2) que V'index J garde sa constance avec le 
changement continuel des constantes J,, 1, et a, pendant lequel la 
quantité caractéristique h reste toujours égale 4 1 et quand les con- 
ditions (17) ont toujours lieu et J, ne devient jamais zéro. Cette 
constance est confirmée par des preuves analogues a celles qui se 
rencontrent dans les paragraphes précédents. 

La courbe 6,,, que nous avons indiquée, change dans la limite en 
trajectoire 2}. du mouvement asymptotique périodique, déterminé par 
expression (106), quand m tend & ++ oo. C’est pourquoi la courbe 
2+. fait J de tours autours de l’axe Of. Autrement dit, si le 
mouvement périodique (106) a lieu, la ligne verticale OV fait dans 
le période du temps 2@ J de tours autour de l’axe Of Comme en 
réalité J =, ainsi que nous le verrons plus bas, la courbe 2+. ne 
fait aucun tour autour de l’axe O€ et par conséquent la droite OV ne 
peut pas non plus produire de tours autour du méme axe, 
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Admettons que le mouvement impériodique, déterminé par |’égalité 
(73), a lieu. Le nombre j, de tours, produits autour de axe O§ par 
la partie de la trajectoire X, décrite par le point V dans l’intervalle 
2kq@, égal au nombre entier k des périodes 2@, se présente ainsi: 


(110) jpraHd.k+a, 


ot — l<a<-+1. La démonstration de l’expression (110) est analogue 
aux démonstration des formules (82) et (95) des paragraphes précédents 
et n’exige d’étre répétée. Remarquons ce qui suit: si nous exprimons le 
moment, d’oii commence l’intervalle 2k@, que nous examinons, de la 
fagon suivante: t+ 2k@ of — a <t<-+o, le nombre a, faisant 
partie de lexpression (110), présente le nombre de tours, produits 
autour de axe O§€ par l’arc Vi, Vn4ie de la circonférence F. Si k est 
un nombre fini et si m tend & -+-oo, lare V,,Vn4, tend a zéro et 
le nombre correspondant @ dans |’expression (110) tend aussi 4 zéro, 

Si J=0, le nombre j, des tours, produits autour de l’axe O€ 
par la route, décrite par le point V dans lintervalle 2k@, est déterminé 
par lexpression: j, = a ok —1<a< +1. Ce nombre j, reste fini 
avec le nombre & aussi grand que l’on veut, et & cause de cela 
Yamplitude ® de la quantité v, déterminée par l’expression (73), doit 
toujours varier, avec la croissance illimitée du temps t, dans les 
limites finies et doit rester finie, quand t = co. 

Pour étre plus brefs nous ne ferons pas de détails sur les croisements 
réciproques des morceaux de la trajectoire 2, croisements qui possédent 
des qualités analogues 4 celles, que nous avons éxaminées dans le § 6. 
Nous ne remarquerons que ce qui suit. Les morceaux de la trajectoire 
= forment par leurs croisements réciproques dans l’intérieur de la zone 
sphérique, renfermée entre les circonférences F, et F', ux filet, qui 
atteint sa plus grande épaisseur prés du mourceau 2+, et surtot prés 
des points de ce morceau, qui se trouvent sur les circonférences 
F, et F;. 

Passons 4 présent a l’examen de la position relative de la trajectoire 
2 avec différentes circonstances. 

Au moyen des expressions (72’), (72”) et (53) nous nous convain- 
quons que 


(110') h=U, %=— Ys) 

Il en résulte de la et des expressions (58’) et (71) que 
(111) W,(—1t) = Wit, W,(—t) = — Wor. 

En différentiant ces expressions, nous trouvons: 
(111’) W, (—t) =— Wit, W,(—t) = Ws't. 


Les corrélations (111) et (111') montrent, que la quantité »v, 
déterminée par l’expression (106), change en une quantité conjuguée 








ae Ge me Ww Ww @ 





Sur un cas de rotation d’un solide autour d’un point fixe. 503 


avec le changement de t en — vt. Par conséquent dans le cas du 
mouvement asymptotique périodique du point v sa trajectoire S;. 
présente une courbe, pour laquelle la droite OF est un axe de symétrie, 
et le point mobile v occupe des positions symétriques dans les moments 
t et — t et arrive sur l’axe OF dans les moments tr—0 et r= w. 
En méme temps cette trajectoire doit passer par un des points de 
Yintersection de la circonférence FE, avec l’axe O§, et aussi par un des 
points d’intersection de la circonférence FE, avec le méme axe. Pour 
couper la trajectoire S;.. avec laxe O§ qui se trouve sur la circon- 
férence E,, nous avons: t=O et 


(112) v= Po. wae = P0.qi=byi—é,, 


ol b=-+ 1. Le signe de la quantité 6 est déterminé entitrement par 
expression (112), qui est reduite 4 la forme: 
(113) 1 = by, 
ou y, est déterminé par l’expression (86’). 

Déterminons la trajectoire du point v, qui passe par un autre point 
dintersection de la circonférence EF, avec l’axe O&, c. a. d. par le point, 
pour lequel, ayant t= 0, nous avons: 


(114) v= — byl —&,. 
Supposant dans l’expression (73) t = 0, nous trouvons pour ce point: 


—bY1—&,? = PO. i(g, + €4;), 
d’oi nous obtenons en considérant |’expression (112): 
(115) an — *% 2. Bi 
qs . 

Au moyen des expressions (110’) nous nous convainquons que la 
quantité 6, déterminée par l’expression (115), est réelle. Le mouvement 
du point v, pour lequel l’expression (114) a lieu quand t=O, est 
déterminé par l’équation: 

, _ Wit + BpiW,r 
aaa ome Pe pW ye 
Cette quantité v devient quantité conjuguée quand + est remplacé par 
—t. Par conséquent la trajectoire, que nous examinons, présente une 
courbe, pour laquelle l’axe O§ est l’axe de symétrie. Le point mobile v 
occupe des positions symétriques sur cette trajectoire dans les moments 
tet —t. 

Dans l’expression (109) nous pouvons introduire 4 la place de c 
une quantité, déterminée par l’expression (115). Nous aurons alors: 

op. Wit + Bi(Wy't+2 W,') 

wes) vm Pty + Bi(WyeteW a) ” 
ou ¢ est une quantité constante arbitraire réelle. L’équation (117), 
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coincidant avec |’équation (73), concerne plus nettement une forme 
générale de la constante arbitraire c dans la formule (73), précisément: 
c= Bi:(1-+ 2Bi). Ayant désigné la deuxiéme partie de l’expression 
(117) par v(t, 2), nous nous convainquons au moyen des expressions 
(111) et (111’), que la fonction o(—r, 2) et la quantité, conjuguée a 
la fonction v(t, —z), coincident. II] s’ensuit que les trajectoires des 
deux mouvements du point v, déterminés par |’expression (117) avec 
deux valeurs de z, égales par la quantité et différentes par les signes, 
sont disposées symétriequement par rapport 4 l’axe O§&, pendant quoi 
le point v occupe sur l’une et autre des trajectoires des positions 
symétriques dans les moments t et —rt. 

Examinons ensuite la trajectoire du mouvement, déterminée par 
Pexpression (117) ayant z= — @. II est facile de voir au moyen des 
expressions (70), (73°), (111) et (111'), que la quantité v, ayant 
t=@-+u et t= @ — u, prend des valeurs conjuguées. Par con- 
séquent la trajectoire, que nous examinons, présente une courbe, pour 
laquelle axe O€ est un axe de symétrie. Cette trajectoire doit passer 
par l'un des points d’intersection de l’'axe O& avec la circonférence E,, 
et justement par celui des deux points par lequel ne passe pas la 
courbe Sia. 

Ainsi dans le cas présent il existe non pas quatre trajectoires pour 
lesquelles | O€ est un axe de symétrie (comme dans les cas, examinés 
dans les deux paragraphes précédents), mais seulement (rois. 

Par le choix de la position initiale du point v on peut obtenir 
que le mouvement asymptotique périodique (106) se réalise immédiate- 
ment, Ce mouvement, obtenu au moyen de celui de (117), quand 
2=-+ 00, nest pas évidemment stable si la position initiale du point v 
sur la circonférence FE, est agitée et si les autres circonstances initiales 
du mouvement sont restées sans changements. 


§ 9. 
Coincidence de l’index J du mouvement avec zéro. Signes simplifiés 
de l’existence des mouvements asymtotiques périodiques. 


Nous avons établi ci dévant l’idée de lindex J pour tous les cas 
possibles du mouvement, n’écartant que le cas ot 1, = 0. En méme 
temps nous avons préparé dans l’énonciation précédente toutes les bases 
nécessaires pour la preuve du théoréme, par lequel cet index J égale 
toujours zéro. Passons maintenant & la démonstration méme de ce 
théoréme. 

Nous avons établi séparément dans chacun des trois cas, qui 
dépendent des propriétés de la quantité caractéristique h, que le nombre 
J ne change pas avec les changements continuels des quantités /,, /, 
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et a, si certaines conditions sont observées. Nous unirons cette 
conclusion, en démontrant, que la constance de l’index J a lieu indé- 
pendamment de la valeur que prend la quantité caractéristique h, a 
condition que les inégalités (17) soient remplies et que la quantité 1, 
ne se change pas en zéro pendant les changements continuels des 
quantités 7,, 1, et a. La démonstration de cette thése se reduit, en 
réalisant les conditions ennoncées, & la démonstration des deux pro- 
positions suivantes : 

I. Si la quantité caractéristique h, qui change continuellement 
partant de la valeur réelle, qui remplit la condition (62), tend en cas 
limite & 1, Vindex J du mouvement limite, ayant h—=1, garde la 
valeur qu'il avait avec les valeurs réelles h, contigués & 1. 

II. Si la quantité caractéristique h, qui change continuellement 
partant de la valeur imaginaire, satisfaisante les conditions (63), tend 
en cas limite 4 1, l’index J du mouvement limite, ayant h—1, 
garde la méme valeur qu'il avait avec les valeurs imaginaires h, 
contigués a 1. 

Si la quantité h, étant réelle, tend continuellement 4 1, les deux 
mouvements asymptotiques périodiques (75) et (76) coincident, en cas 
limite, en un seul mouvement (106), avec quoi les trajectoires fermées 
correspondantes X_,, et 2... examinées dans le § 6, en se déformant 
sans la rupture de leurs parties et sans le passage par l’axe O§, 
coincident avec la irajectoire fermée 2+., que nous avons éxaminée 
dans le §8 et qui est décrite par le point V dans le mouvement 
asymptotique périodique (106). Par conséquent les courbes fermées 
Z_. et X4., ayant les valeurs réelles de h contigués avec 1, et la 
courbe fermée 2+.., avec h=1, font chacune le méme nombre de 
tours autour de l’axe O€ et déterminent ainsi la méme valeur de 
index J. La premiére des deux positions est démontrée. 

Si la quantité h est imaginaire, il ne peut pas exister un seul des 
mouvements (75) et (76) dans le solide. C’est pourquoi nous emploierons 
un autre procédé, quand h est imaginaire. Prenons un mouvement 
déterminé par l’équation (65) ou mieux, par |’équation équivalente (103), 
qui, comme il est facile de s’en convaincre au moyen des expressions 
(58’), peut étre représenté par la forme suivante: 

1+bz) Wy c — b2(q, — Ge) We t 
am) oom Pee phy Wie brane 
ol g=e* et ot & est une constante arbitraire réelle. Admettons que 
la quantité z différe de +-1 par une quantité finie. Représentons la 
courbe 6, fermée, prise du nombre des courbes (94’) et composée 
de la courbe 2, et de l’are U,U, de la circonférence F,. Passons & 
la limite quand la quantité h tend & 1 et quand, par conséquent, 
Yamplitude m tend a zéro. Dans la limite la différence g, — q, tend 
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& zéro; la quantité b, déterminée par les expressions (101), tend ou 
a +1 on & —1; la quantité 1+ bz tend & la quantité 1 + 2 finie 
et différente de zéro; la deuxiéme partie de l’expression (118) tend, 
pour les valeurs finies de t, & la coincidence avec la deuxiéme partie 
de Vexpression (106); le morceau 2, décrit par le point V de la 
sphére O dans l’intervalle fini du temps (de t—=—@ jusqu’a t—=-++-o), 
tend & la coincidence avec la trajectoire fermée D+., du mouvement 
asymptotique périodique (106), qui a lieu quand hk —1; lare U,U, 
de la circonférence F’,, qui fait partie de la courbe fermée 6,, tend 
& zéro [nous nous en convainquons, en déterminant par la formule 
(94) le nombre j des tours, produits par l’are U,U, autour de l’axe 
Of]. Avec ces circonstances la courbe fermée 6, doit tendre 4 la 
coincidence avec la courbe ci-devant désignée 2+.., en méme temps 
cette déformation de la courbe 6, s’opére continuellement, c. a. d. sans 
la rupture de ces parties et sans leur passage par l’axe Of. Par 
conséquent la courbe 6, et la courbe 2}., avec laquelle coincide 6, 
quand kh = 1, font le méme nombre de tours autour de l’axe O£, ce 
nombre détermine une seule et unique valeur de l’index J. Ainsi la 
deuxiéme supposition est démontrée. 


Si la constance de l’index J se conserve dans la limite, quand h 
tend dune maniére ou d’une autre 4 1, elle doit se conserver avec le 
passage continuel de h des valeurs réelles aux valeurs imaginaires et 
vice-versa, puisque ce passage n’est possible pour la quantité carac- 
téristique h que par h=1. En plus la constance de l’index J, pendant 
les autres changements continuels 1,, 1, et a, est déja établie dans 
les paragraphes précédentes. C’est pourquoi la constance de l’index J 
pendant les changements, que nous examinons, est démontrée en 
général, indépendamment de la valeur h. 


Si, par conséquent, il est possible de produire un passage continuel 
d’un systéme des quantités 7,, 7, et a & un autre en conservant pendant 
tout le temps du passage les conditions (17) et si en méme temps J, reste 
toujours distinct de zéro, nous pouvons affirmer, malgré la quantité h, 
que Yindex J du mouvement pour l'un et pour l’autre systéme des 
quantités constantes J,, 1, et a est le méme. 


Supposons que le systéme donné des quantités J,, 1, et a satisfasse 
les conditions (17) *) et admettons que J, est différent de zéro. Changeons 
continuellement la quantité a@ jusqu’é zéro, en laissant intact les 
quantités 7, et 1,. On obtient ce changement de la quantité a, comme 
on le voit d’aprés |’expression (13’), par le rapprochement d’une des 
quantités A et C, qui n’entrent nullement dans les conditions (17), 4 la 


*) La quantité @ ne rentre pas immédiatement dans les conditions (17); mais 
il y entre le moment B dont depend la quantité a, 
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quantité B. Ce changement ne peut pas enfreindre les conditions (17) 
et ne peut pas non plus rompre la constance de l’index J. Si, par 
conséquent, Tindex J est zéro avec a=(0, il est en général zéro. 
Arretons done notre attention sur la détcrmination de index J dans 
le cas ok a=0. 

Dans ce cas l’équation prend la forme: 


@u ‘T— 
(119) a -;@- a) =0. 


Les résolutions fondamentales particulitres de ces équations seront 


t 
(119’) w,t = 1, wt = if V2"? dacar, 
0 


ou yt est une fonction, déterminée par l’expression (53”). Les coef- 
ficients x, 24, w et v, déterminés par les expressions (52) et (53”), 
seront exprimés ainsi: 


(119”) aml, A=0, p= Zier, v— exo, 


oul 
&—” = 
nf - cos (ya—yt)dt. 


La quantité N, déterminée par l’expression (61'), sera représentée ainsi: 
N = cos yo. 


En méme temps la quantité caractéristique h sera imaginaire et sera 
exprimée par l'une des quatre quantités: 


+ ettz~, 


On doit choisir parmi ces quatre quantités celle dont l’amplitude 
satisfait les conditions (63). Prenant la quantité 1, pour positive [ce 
qui ne borne pas la généralité du raisonnement, car le remplacement 
de t par — t, qui occasionne dans |’équation (42) le remplacement de 
1, par — /,, est toujours possible], nous ferons remarquer qu’en méme 
temps y4@ sera aussi positive. Puis démontrons que l’amplitude g, 
que nous cherchons, de la quantité caractéristique h sera: 


(120) P=, 
de sorte que 
(120’) h = ez, 


Pour se convaincre de |’exactitude de cette conclusion, il suffit de 
montrer que la quantité positive y4@ satisfait linégalité : 


(121) 





ya <i: 
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Nous avons: 





: e 
si. L, dt _ | a3 ic 
d 2) @— el Boo.) re 


Aprés avoir remarqué, que: 


3/9 LE ee en 
zs -)/ 3. R= 5 -V2Be(1—%) E—&) —_ i?, 


et en remplacant dans l’intégrale précédent le variable t par €, nous 
trouvons : 
= oo we 
aie J (§ — So) & 


1, Sangin dé pr were 
~~ 2V2B ad (§—&)ViE—&) (€— &) (& —8) 


Sousentendant par 3 une valeur moyenne de la variable €, qui varie 
entre les limites de lintégration: 


(121’) &<3< &, 


nous avons 


. 


dg 
fi t— to) ViE—&) (&— be) (fe —8) 


& 
‘ dé sd 


1 
V3 — % J (§—&)Vis— &) (t—2) ~ Ve—&) (G@—o) e- fo) 


On voit par cette = et par l’expression 








vane =V (1—&,) ( — $9) 
que la quantité y@ peut étre exprimée ainsi: 


(122) yo = (8). (= 8). 


0 


En méme temps la premiére des inégalités (19) et la premiére des 
inégalités (121°) démontrent que 


(122") 0< ite <1. 

En méme temps la premiére des inégalités (19) et l’équation 
démontrent, que ee eee 

(122”) 0<5—* <1. 





Fe 


ous aimee naoooeelhCOUk ee Oi 
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L’équation (122) et les inégalités (122) et (122”) affirment entigrement 
Vexactitude des inégalités (121). Par conséquent l’amplitude @ de la 
quantité caractéristique h, satisfaisant les conditions (63), se détermine 
par l’équation (120). 

Aprés avoir déterminé la quantité caractéristique h et son ampli- 
tude g, nous trouvons au moyen de (119"), (60) et (58”) 


sin 7@ 
M4 
avec quoi les résolutions canoniques W,t et W,r doivent étre ex- 

primées ainsi: 


(123) Wit =1, Wem tt aif (5 OF exedr. 
ou“ 


Ss =1, =e, g=—0, a= 


? 


En déterminant ensuite v, nous remarquons que les expressions 
(65) et (93) exigent pour passer 4 la limite, quand a@ devient zéro, 
des préparations préliminaires. La constante c, qui se trouve dans 
Yexpression (65) et qui est déterminée d’aprés la position initiale 
de v sur la circonférence E,, dépend de a. Il est nécessaire d’exa- 
miner cette dépendance. Les résolutions canoniques W,t et W,t de 
expression (42) peuvent étre développées, avant de passer 4 la limite, 
par les degrés a*, avec quoi les deuxiémes parties des équations 
(123) ne présenteront que les premiers membres de ces développements, 
Par conséquent, avant de passer a la limite, les résolutions W,r et 
W,t seront exprimées ainsi: 


W,r=—1+ @if,t, 


Wt =1+a,i[ LV’. nee. ards + af], 


ou f,t et f,t sont des fonctions qui gardent des valeurs finies ayant 
a=0 et qui changent en zéro quand t=0. Supposant qu’avec t= 0 
le point » occupe la position initiale, déterminée par |’expression 


(123’) 


v=V1—6,?- efi, 


introduisons les expressions (123°) dans |’équation (65) et examinons 
cette équation ayant t=. Nous trouverons 


, 2f,'0 1+a*f,'0 
aV ey — C+ Pt = mh Ot cast rs 9), 


Il s’ensuit que 
(124) 


od ¢ est une quantité qui garde une valeur finie avec a = 0. 
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Aprés avoir introduit dans l’équation (65) les quantités W,r, W,r 
et c, déterminées par les expressions (123’) et (124), puis en abrégeant 
dans l’expression v, que nous avons obtenue, le multiplicateur a dans 
le nominateur et dans le dénominateur et en passant enfin 4 1a limite, 


quand a = 0), nous trouvons: 
‘T—e 
125 vU=C,°- p - we. 
. . Veg — oT , 
) 
eo FY 
. Boo 


De méme lexpression (93) prend, en passant a la limite quand 
a = 0, la forme: 


5’ = ° T—e i(t+yt 
(125’) v=, ioe el +2), 

Maintenant nous passons 4 l’éxamen du nombre J des tours, pro- 
duits autour de l’axe O€ par la courbe fermée o,, composée du morceau 
x, de la trajectoire 2 et de l’arc U, U, de la circonférence F, (sup- 
posant a = 0). 

Le morceau 2, est décrit par le point V, représentant la quantité 
v, déterminée par lexpression (125), pendant que t change de — @ 
jusqu’a + @. Dans cet intervalle l’amplitude de la quantité: 

, £28 
Ve,—eT 
recevra un accroissement égal 4 zéro; tandis que l’amplitude de la 
quantité e'%* recevra un accroissement égal a 





yo — 4(—@) = 2yo. 
Cet accroissement coincide 4 celui de l’amplitude ® de la quantité v 
qui est obtenu pendant que le point correspondant V décrit l’are 2). 

Liare VV, de la circonférence F est décrit, avec la constante t 
et avec la croissance de # de 0 jusqu’a 2m = 2ya, par le point V 
qui représente la quantité v, déterminée par l’expression (125). Pendant 
ce déplacement du point V, l’amplitude ® de la quantité correspondante 
v regoit laccroissement de 2y@. Cet accroissement de |’amplitude ® 
correspond aussi 4 l’are U,U,, avee lequel coincide l’are V,V, au 
moment t= -- @. Quant a l’accroissement, qui correspond 4 Il’are 
U, U, passé en sens invers, c. a. d. & l’are U, Uy, il s’exprimera ainsi: 

— 240. 

En additionnant les accroissement ci-devant nommés de |’amplitude 
®, lesquels correspondent au passage des arcs 2, et U, U,, nous 
obtenons zéro, Ce zéro représentera l’accroissement de l’amplitude ® 
de la quantité v, obtenue pendant que le point correspondant V décrit 
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la 
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la courbe fermée 6,. Par conséquent le nombre J des tours, produits 
par cette courbe autour de l’axe O€ est zéro, En méme temps l’index 
J de rotation est zéro. 

Ainsi le théoréme de la coincidence de l’index J de la rotation 
avec zéro peut étre regardé pour démontré sur tous les points. 

On peut changer la forme de la démonstration de ce théoréme de 
différentes fagons. Dans la preuve que nous venons d’énoncer, nous 
navons changé que la derniére des quantités 1,,1, et a. Mais il est 
possible de fonder la preuve sur le changement de la quantité J,, en 
ajoutant, s’il devient nécessaire, les changements des quantités /, et a. 
Montrons dune maniére bréve le plan de cette preuve. Avant tout 
remarquons que les conditions (17) équivalent aux suivantes: 


(126) &<1, lF<gt e, 
ou 
2,B 3B 
eat 54Q,? 


Admettons que ces conditions soient satisfaites par le systeme donné 
des quantités 1,, 1, et a et admettons que 1, différe de zéro. Puis 
augmentons continuellement la quantité 1,2 depuis sa valeur initiale 


jusqu’d la limite: —; 
Io + /# ’ 


en l’approchant infiuiment de cette limite. Les conditions (17) seront 
toujours remplies, en méme temps la quantité A = g,* — 27g,” décroitra 
en approchant infiniment de zéro, les racines §, et € de l’équation 
R? = 0 se rapprocheront et deviendront égales dans la limite, avec 
quoi € coincide avec chacune d’elles (€ = €, —= €,). Ce cas de la limite 
est examiné en détails dans le § 12, ot il est démontré que d’apres 
la condition: 
(126') & < a?{(1— ¢?) 
les mouvements asymptotiques existent et les courbes fermées S_,, 
et S;.. se transforment en points b’ et 6”. En méme temps chacune des 
courbes fermées 2_., et 2,.. se transforme aussi en le point correspondant 
de la sphére O et fait le nombre J de tours autour de l’axe O€ égal 
évidemment a zéro.. Cependant si le changement continu désigné de 1,? 
jusqu’a - 

Io + oe 
conduit non pas a la condition (126’) mais 4 la condition inverse, il faut 
augmenter a? et atteindre par ce moyen la satisfaction de la condition 
(126’). Si avec cela on rencontrait un obstacle dans ce que la différence 
1—& serait zéro, on pourrait éloigner cet obstacle en changeant 1, de 
fagon que 1—£? ne fat pas zéro. C’est par des changements continuels 

33* 
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pareils qu’on obtient toujours l’exécution de la condition (126'), avec 
laquelle les trajectoires D_. et 2 ,. deviennent des points et font 
chacune zéro de tours autour de axe O€. Par conséquent l’index J 
doit étre aussi zéro pour ce mouvement ci et pour le mouvement qui 
correspond aux valeurs initiales des quantitées 1,, 1, et a. 

Passons & présent & examen des conséquences du théoréme de la 
coincidence de l’index J avec zéro. Nous concernerons les signes, qui 
permettent parfois de juger sans calculer la quantité caractéristique h, 
si les mouvements asymptotiques périodiques du point v avec la période 
2@ sont possibles ou non, suivant les circonstances présentes. 

Si Pindex J est un zéro, nous nous convainquons par les expli- 
quations données dans les paragraphes précédents, que le principe 
suivant doit avoir lieu. 

Si la longitude © du point V (qui représente aussi Vamplitude de 
la quantité v = § + in) tend, avec la croissance illimitée du temps t, 
en cas limite ad +- 0c, il mexiste pas de rotations asymptotiques pério- 
diques; mais si pendant la croissance illimitée du temps t la longitude 
® dans la limite garde une valeur finie, les mouvements asymptotiques 
périodiques doivent exister. On sousentend ici le changement continuel 
de la longitude ® du point V depuis la valeur initiale donnée. 

Ce principe, exprimé pour la premiere fois par Mr. B.C.Mlodzeievsky 
sans démonstration compléte, peut étre compté pour démontré dans 
toute sa pleinitude, comme une conséquence des formules (82), (95) et 
(110) et du théoréme concernant la coincidence de l’index J avec zéro. 
Nous nous baserons sur ce principe pour la déduction des signes ou des 
régles, désignés plus bas, qui montrent la possibilité ou limpossibilité des 
mouvements asymptotiques périodiques du point v avec la période 2a. 

En introduisant dans l’expression (14) & la place de v l’expression: 


v=Y1— @. ee? 
et supposant pour briéveté 


-R a ae 
02) go=5", y= V2BeV go spe 
nous avons 

HO) aye =e tbe _ eon (@—0)}- 
(128) dt ayVé bo Web cos (® ©) 


Remarquons que l’angle ©, déterminé par la premiere des ex- 
pressions (127), est une fonction périodique du temps 1, variable tou- 
jours entre deux limites finies. D’ailleurs la fonction 


1 
129 a Ls 
( - a ViE—&)8 


ne change pas de sigue pendant le changement de rt et varie 








it tn ‘ FS 


-_ — —. Pp ~~ — =. 


— 
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toujours entre les limites b, et b,, correspondantes aux valeurs de cette 

fonction pour t = 0 et t = @ et déterminées par les expressions: 
a eee 

_ Veer are 

Au moyen des inégalités (20) et (21) nous nous convainquons que 

(131) b,? > b,?. 

N’oublions pas cela et supposons, que pendant tous les changements 
du temps t la fonction fr ne devient jamais par sa quantité absolue 
plus petite que 1. Cela se réalise avec les conditions: b,? >1 et dans 
ce cas la deuxiéme partie de |’équation (128) conserve toujours le méme 
signe. Par conséquent la quantité absolue de la différence © — © 
grandit indéfiniment pendant la croissance du temps t. Cependant 
Yamplitude ® doit tendre a linfini pendant la croissance illimitée de t. 
Voila pourquoi il ne peut pas exister de mouvements asymptotiques 
périodiques, quand b,? > 1. 

Si nous supposons, qu’ avec tous les changements du temps t la 
fonction ft, déterminée par l’expression (129), ne devient jamais plus 
grande que 1 par sa quantité absolue, ce qui se réalise avec la con- 
dition b,7< 1, on peut se convaincre au moyen de léquation (128), 
que la différence © — © doit toujours varier entre deux limites finies 
pendant la croissance illimitée de +t. Effectivement la croissance 
continuelle de la quantité @ — © doit toujours, suivant ces conditions, 
venir prendre la valeur de zéro de la deuxiéme partie de |’équation 
(128) et ensuite changer son signe, c. a, d. que la croissance de la 
quantité ® — © doit se changer en décroissance; cette décroissance 
de la yuantité @—O doit conduire & ce que la dérivée @ —© vienne 
prendre la valeur de zéro, puis changer le signe de la deuxiéme partie 
de Péquation (128), c. 4. d. que @ — © doit commencer 4 croitre, et 
ainsi de suite. Pour représenter ces variations avec plus de clarié, 
déterminons langle Y des conditions 
(132) cos~=fr, 0O< ¥<z, 
puis imaginons nous sur la sphére O deux courbes, décrites, pendant 
le changement de t depuis 0 jusqu’é @, par des points qui représentent 
deux quantités: 

YVi—@. et”, 
Ces courbes présenteront deux transversales /’ et /’ de la zone sphérique 
incernée entre les circonférences F’, et F',; ces courbes seront disposées 
symétriquement par rapport au plan §O0§. Ces transversales partagent 
la zone désignée en deux domaines, pour lesquels la seconde partie de 
équation (128) garde l'un ou l’autre signe, selon le domaine dans lequel 
se trouve le point B, qui représente la quantité: 


(133) y = V1 — B. dP; 
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la seconde partie de Péquation (128) devient zéro avec la position du 
point B sur l’une ou l'autre des transversales, Pendant la croissance 
du temps t l’amplitude ®— © augmente ou diminue, selon la position 
du point 8 dans lun ou dans l’autre des deux domaines désignés. Il 
est facile de voir en plus que le point % avec l'une et l’autre de ces 
positions se mouve pendant la croissance de t dans la direction dune 
seule et méme transversale que nous désignerons par [. Le point %, 
représentant la quantité », déterminée par l’expression (133), balance 
prés de cette transversale /’ pendant le temps rt, exprimant de grandes 
valeurs positives. Effectivement il est facile de se convaincre au moyen 
de Péquation (128) et de Vexpression (133), que si dans le moment 
donné le point B est passé du cdte du plan €O£, ot se trouve la 
transversale I’, ce point ne peut pas traverse de nouveau le plan §O0€ 
pendant la croissance de t commengant de ce moment. Par con- 
séquent les passages du point B par la transversale /” sont impossibles 
& partir de ce moment, ce ne sont que les passages de la transversale 
U qui sont possibles. Ces passages du point @ d’une rive de la 
transversale [’ & lautre se repetent infiniment beuucoup de fois. La 
comparaison des dérivées 


adY d(o —®0 

a * a 
montre le suivant. Les intersections de la trajectoire du point B avec 
la transversale / sont telles que les passages du point mobile B allant 
de la premiére rive de la transversale / 4 l’autre s’accomplissent dans 
les phases t + 2mao, —@< t < 0 et les passages inverses dans les 
phases t+ 2ma, O<t<m. Le point B peut aussi faire une 
infinité de passages 4 travers l'autre transversale /’, mais cela se 
produira avec la décroissance de t jusqu’a —oo. Avec les mouve- 
ments désignés du point 8 l’amplitude ®>—O de la quantité » corre- 
spondante, ainsi que l’amplitude ® de la quantité v, ayant t = + ov, 
restent finies. Par conséquent, quand b,2 <1 nous devons avoir deux 
mouvements asymptotiques périodiques du point v avec la période 2a. 

Ainsi nous pouvons exprimer la régle suivante. 

I. Régle. Si b,?>1, il n’existe pas de mowvements asymptotiques 
dériodiques du point v (la quantité caractéristique h doit étre imaginaire). 
Si b,2 <1, a dott exister des mouvements asymptotiques périodiques du 
point v avec le periode 2@ (la quantité caractéristique h doit étre réelle). 

Cette régle ne résoud pas la question dans le cas ot 


(134) b? <1 < b,2. 


On peut rapetisser le domaine, ot la regle n’est pas réelle, en compli- 


quant un peu les calculs. Introduisons angle [ auxiliaire en le 
désignant ainsi: 
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ar a - 11 

(135) ,~ = ay VE— b {by — Wea’ 

ou b, est une quantité constante. Choisissons la quantité b, 4 con- 
dition, que langle [ reste toujours fini pendant la croissance illimitée 
de t. Pour avoir les circonstances, qui permettront la réalisation de 
cette condition, il faut remarquer, que la deuxiéme partie de |’ex- 
pression (135) est une fonction périodique paire avec le période 2@ 
et par conséquent elle doit se développer suivant les cosinus d’arcs 
multiples en série de la forme: 


at = A, + A, cos =* + A, cos mer. 
En méme temps l’angle [ sera représenté ainsi: 
r= Const. -+ Aye + 2| 4, sin + 3 14, sin 287 4... }. 


Cet angle ne restera fini pendant toutes espéces de changements de t 
que dans le cas ou 

A, = 0. 
Apres avoir écrit cette condition sous une forme plus étendue, nous 
en obtiendrons la quantité b,, exprimée ainsi: 


*w dt 


tf, EB. 


ats Ve— bode 


Au moyen de cette expression et de l’expression: 


Sf Ve=b ar 1G f° 4, 


ou 3 a une valeur moyenne entre £ et §,, nous nous convainquons, 
que la quantité b, occupe aussi une valeur moyenne entre les quantités 
b, et bs, c. & d. que 


(135’) 


(136) b,? < b,2 < 5,?. 

Aprés avoir additionné les expressions (135) et (128) nous trouvons: 
oOo = 

(137) UO-OTD — ay VE — & {by — c08 (O—8)}. 


Cette équation montre, que la fonction dérivée 6—O-+T garde 
toujours son signe ayant b,27>1 et que par conséquent langle 
® —O-+T de méme que l’angle ® grandissent indéfiniment pendant 
la croissance du temps t. Cependant il n’existe pas de mouvements 
asymptotiques périodiques. Ainsi 4 la place de la régle | nous pouvons 
exprimer la régle suivante. 

II. Régle. Si b,2>> 1, il wexiste pas de mouvements asymptotiques 
périodiques du point v (la quantité caractéristique h doit étre imaginaire). 
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Si b,? <1, wd doit exister des mouvements asymptotiques périodiques du 
point v (la quantité caractéristique h doit étre reelle). 

Cette régle ne résoud pas la question dans le cas ot b,? << 1 < b,?, 
inégalités, qui correspondent moins au large domaine que les inégalités 
(134), puisque b,* < b,”. 

Il est évident qu'il est possible de composer une quantité inombrable 
de signes pour résoudre la question de l’existence ou de la non-existence 
des mouvements asymptotiques périodiques. Rappelons nous du signe, 
proposé par Mr. B. C. Mlodzeievsky, signe, qui se distingue par 
sa simplicité. 

Il est & regretter, que tous les signes connus de cette espéce 
laissent toujours un certain domaine, ov ils ne résolvent pas la question. 
Si Yon parvient a étraicir ce domaine, ce n’est qu’en compliquant le 
calcul, et ce n’est pas désirable. Il reste & savoir, si ce défaut est la 


conséquence de conditions accidentelles, ou si elle provient de l’essence 
du probléme. 


§ 10. 


Correlations, qui existent entre les résolutions de l’équation (42) et 
leur quantités conjuguées. Formules pour le calcul des coefficients 
dans le développement des résolutions particuliéres fondamentales 
en séries r. 


Bornons nous 4 examiner les corrélations pour les résolutions 
particulitres fondamentales w,t et w,t, résolutions qui se développent 
en séries (51). On obtient facilement ensuite au moyen de ces corré- 
lations d’autres qui correspondent & deux résolutions particuliéres 
queleonque de léquation (42), par exemple aux résolutions canoniques 
W,r et W,r. 

La fonction v, déterminée par expression (41) est présentée au 
moyen des résolutions particulitres fondamentales w,t et w,t de la 
facon suivante: 


- _ wy t + Cw,'t 
(138) v= Pr Ut + ome . 
ot Pr est déterminée au moyen de lexpression (66), et la constante ¢ 
est déterminée d’aprés la position initiale du point v sur la circonférence 
E, (au moment t= 0). On peut représenter la valeur initiale corre- 
spondante de la quantité v ainsi: 

v =Vl1 oa &? . eF, 

oh 6 est une quantité réelle. En méme temps, quand tr = 0, |’équation 
(138) prend la forme: 


(139) c= y,e", 





tes 
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ou y, est une quantité réelle, déterminée par l’expression (86). C'est 
pourquoi la fonction v est exprimée ainsi: 
(140) pe Pe tH 120 wy t 
wt + yee?! wet , 
et la fonction conjuguée de la facon suivante 
(140’) jam Pe tte eye 
Wt + Ye ef Br 


En multipliant les expressions (140) et (140') et ayant en vue que 


a +) po tk. Meee 
vv=1—€ iV BE. 





@—r’ 
5A 17/4 gT?—e? 
Pe. Fem oY mee eae 
nous trouvons aprés les simplifications: 


(w, T+ 726°! W. T) (Y2 HW, t + CW, Tt) = 


(tye + 700?! w09't) (ygity’ e+ ef yt) | 
a?(e7— eT) 


En disposant les deux parties de cette identitée par les degrés de la 
quantité arbitraire 2 =e et en composant les coefficients avec les 
mémes degrés, nous obtenons les corrélations suivantes: 
, ae — 
W,'T.W, T= A (€)—PT)wW,T. WT, 
(141) w,'T.W, t= a*(e.—pT)W,t.w,T, 
W, T.W, T+ 7.2 Wy T.W, T= A? (Co—ET) (WwW, 7.0, T+ 7,2 W,T.W,T). 
Ces expressions déterminent deux quantités: 
w,t.W,t et yw, t.W,t 

au moyen des quantités w,t, W,t, W,t, wt et justement: 

WT .0,t = y,2a*(e.——T)W,t . w,T, 

Yo? Wy t. Wt = a? (e, ——T)w,t Wt. 
Ces deux expressions et la premiére des expressions (141) réduisent les 
trois corrélations (141) & une forme plus simple: 
(142) a 0, TH YYW T. WT, WT. Wt = YW, T . WoT, 
, , 2 — 
wt. W, t= y,2a?(e,—9T)w,t . Wt. 
En additionnant les deux équations (142), nous trouvons: 
d sal 

Fz (Mit WT — Yq? Wat. W,t)=0, 
d’ou - 

W,T. Wt — Yo? Wat . Wt = Const. 
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Aprés avoir déterminé Const avec tr = (0, nous obtenons: 


(143) W,T.W,T — Y.?W,T. W,T = 1, 

En joignant aux corrélations (142) et (143) la corrélation (53’) et 
si nous en déduisons les expressions w,’t, w,t, W,t et w,t, nous 
aboutissons seulement a cing corrélations différentes que nous représen- 
tons ainsi: 

WT = Y2?.4.W,T.Y,T.EX*, WT — y,?.i.w,T.Y,T.€7 X*, 
(144) | w,'t = 4.0, t.y, 7.6%", Wy, t= — iw, t.y,t.e-*%*, 
W,T.W,T — Y.°W,t.W,t = 1, 
ou xt est déterminée par lexpression (53”) et 
, e = Tr 
144 t= faa? = 
( ) v1 = € 


Passons @ présent 4 la formation des formules pour les calculs des 
coefficients a,,a,,..-, B,, B,, ... dans les développements (51) des 
résolutions fondamentales particuliéres w,t et w,r en séries par les 
degrés t. Représentons avant tout les développements par les degrés 
t des fonctions suivantes: 

= @'T ey" = 

MpT—a)’ XT—ay 2-4) 
dont la premiére est impaire et les deux derniéres sont paires. Ces 
développements doivent avoir la forme 


- oT 
(145) pT aio Ayt + Aye +--+ + Agrtt +... 


(146) opt HR tBet::- + Bet +--, 
(147) oT -- @— =O + C77 + eax of C,, 12” 4+ ..., 
ou les coefficients A,, A,,..., By, By, ..., GQ, C,,... sont des 
quantités réelles, caleulées d’aprés les formules citées ci-dessous, em- 


prantées 4 la théorie des fonctions elliptiques. 
Il s’ensuit des séries (145) et (146) que 


(148) 7 not = Ayr + Aytit + Agtitt... 
+ i(B+Bret+---+ Byr*+---). 


Nous obtiendrons en introduisant cette série et celle de (147) dans 
Péquation (42), puis en remplacant dans cette équation la fonction w 
par l'une ou l'autre des fonctions w,t et w,t, déterminées par les 
expressions (51), nous obtiendrons, par le moyen des coefficients 
indéterminés, des équations pour la détermination des quantités 


Gy, Oy, - +, Boy By,---- 








dét 


(1: 


ou 
slf 


(1 
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Ainsi nous nous convainquons que les quantités a,, a, ... se 
déterminent successivement par les équations suivantes: 


2(m-+1) (2n-+-1) Gente 
P 4 { (2k An-x—a?Cy_«) Go, — (2K+-1) By_-xceorys}, 


k=0 


(149) 
2(n+1) (2n+3)on+s 


g -3 {[(24+- 1) Anz —a? Cua) oangas + 2(k-+ 1) Braeoranye}, 


=0 





ou l’on doit supposer: a, = 1, a, = 0, en donnant au nombre n les 
significations 0, 1, 2,.... Nous trouvons de la méme maniére que les 
quantités B,, B,,... se déterminent succéssivement par les équations 


: 2(n-+ 1) (2n+ 1) Bente 
Yok d, ~& — @ On—x) Bor — (244-1) Bra Borys}, 


=0 


> 
uy 


k 


|| 


(150), 2(m-+1) (2n+3) Bons 


- D>) Qk 1 Ane 0? Cra) Banta + 2G 1) Bra Borge} 











ot Von doit supposer: B, = 0, B, = 1, en donnant au nombre » les 
significations 0,1,2,.... 

En différentiant l’expression (148) d’aprés t, nous obtiendrons*): 
15 adliteaatbnigen Se — ve---+ (2n+1)A,7°"+- 
— Lf 2(Bye foe wBye™ 4-9), 


ou 7, est une quantité, déterminée par l’expression (43’) ou, autrement, 
par les expressions (43). Il s’ensuit des expressions (151) et (147), que 


e®")(@ + 0’) — ste (o+o' +7) 


n=" 


1.2.3...Qn+1) 
(2m) 
‘ ie” (@ + o' + Ty) 
(152) oe Te. oe 


08" (o +) 
+.8.3..08e' 





C, = 
ot m=1,2,3,... Il faut ajouter aux expressions (152) encore les 
suivantes : 

(152) A, = @— G4) RB 


Laz) 
€2 — 2(€,—€y)’ G, © Co: 


*) Halphen, t. I, p. 137. 
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Par le calcul successif des dérivées 
eg (@-+a') et g™(o+a'+ 7), 
qui font partie des formules (152), on doit, en vue des expressions: 


p(a+a')=—¢4, g(a+a)=—0, 
9 (a+o'+T7,) =e, + eae 


9 (a+oa'+T,) = aa Laat, 


se servir des corrélations: 


‘“* 1 
pu = 6(pu?—ty, 
k=n-1 


perry = 12D (n—1;, 9%. pu, (n—1,2,...). 


Dans la derniére corrélation, que l'on obtient par la formule de 
Leibnitz , adoptée 4 l’équation: 


g’u= 1l29u.9'u, 


expression (n—1), est un coefficient binominal. 


$ 11. 
Cas ot 7, = 0. 


Ce cas appartient au nombre des plus simples. Mr. Hess a déja 
montré que la question dans ce cas se résolvait jusqu’a la fin au seul 
moyen des fonctions elliptiques. 

Dans ce cas on obtient facilement l’expression de amplitude ® 
de la quantité v. Cette amplitude satisfait |’équation: 


d® _, sun@ 

dg aes —-_- 
dot nous trouvons 
(153) tg . =C. e- a-are cost 


ot ¢ est une constante, déterminée par la valeur initiale de la quantité 
®. Liangle y, déterminé par l’expression (40), ne change pas dans 
ce cas. 

Le cas, que nous examinons, par rapport @ la question de l’index 
J a été séparé dans la théorie énoncée ci-devant; car la trajectoire du 
point V passe dans ce cas au moins par un des pdles de la sphére O. 
Mais dans les autres rapports ce cas peut servir d’explication pour la 
théorie générale. Afin de rapprocher ce cas de la théorie générale, 
examinons le en combinaison avec |’équation (42). 





le 


s 
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Dans le cas, que nous examinons, e, =O et l’équation (42) admet 

les deux résolutions particuliéres suivantes: 
= 5 ailog(¢+4Vi— ©) 
w,u=e : 


154 
ite — failog($—*Vi—@) 
WU =e ; 
Si d’aprés la désignation déja établie nous sousentendons par 6 l’angle 
de Paxe O€ (Fig. 1) avec la direction de la gravité, nous aurons: 


(155) E=cos0, Y1— f—sind, 
et l'expression (154) prend la forme: 


+520 —> 40 


(155’) wti=e " , wate 


Dans la suite nous distinguerons deux cas: 1) quand £ < 1 et 
2) quand —1<§,<-+1. En plus nous examinerons deux cas limite: 
1) quand § — — 1 et 2) quand & —=+1. 


Cas o& 1, = 0, & << — 1. 


Avec ces conditions les racines §,, € et €, du polynome R?, qui 
sera présenté sous la forme: 


R? = 2Be,(1—&) (€—h), 
seront: 


(156) & =o, &=—1,—+1. 

Les rayons des circonférences FE, et E, sont des zéros. Avec le 
changement de t depuis 0 jusqu’é @ le point v doit d’abord se mouvoir 
sur un cdté du plan Om depuis le point O jusqu’é la circonférence 
E,, décrite du centre O par le rayon 1 (circonférence que le point v 
atteint au moment ot = 0); puis avec le changement de t depuis 
@ jusqu’da 2@ le point v doit passer de l'autre cdté du plan § On (voyez 
le § 4) et doit aller jusqu’au point O. Les rayons des circonférences 
F,, et F, sont aussi des zéros, et les sections de la sphére O, auxquelles se 
disposent ces circonférences, se changent en tangentes de la sphére. 
Ces tangentes passent par les pdles (points d’intersection de la sphére O 
avec l’axe Of). Par conséquent le point V de la sphére O passe, 
pendant le changement de t depuis 0 jusqu’a , d’un pdle de la sphére 
O & autre, en passant par l’équateur E, au moment ot = 0. 

Quand le temps t passe par chacun des moments 2m et (2m+-1)a, 
ou m est un nombre entier, la quantité sin 6, qui d’aprés les expressions 
(155) et (156) se présente ainsi: 


sin 6 = V (&—&)(&3—$) = Wot : 
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est annullée en changeant de signe*). Avec ces conditions l’angle 6, déter- 
miné par les expressions (155), doit recevoir l’accroissement 22, quand 
le temps t, augmentant continuellement, regoit l’accroissement de 2a. 
En méme temps les quantités w,t et w,t, déterminées par les expressions 
(155’), doivent satisfaire les conditions 

w,(t+2a) = s,u,T, 

W,(t+20) = 5, W,T, 
ou 

8,=e* et Ss, = e-%, 

Par conséquent les résolutions, que nous examinons, w,t et w,t sont 
elles-mémes canoniques, et la quantité caractéristique h sera dans le 
cas donné: 


(157) h= V 2 == ¢- 48, 


Afin que cette quantité satisfasse la condition (62), prenons la quantité 
@ pour une quantité négative (ce qui s’obtient par le choix de la 
direction approchante de l’axe Oz). 

Comme la quantité caractéristique h est réelle et différente de 1, 
il doit exister sous les conditions, que nous examinons, des mouvements 
asymptotiques périodiques du premier et du second genre avec la 
période 2@; le mouvement impériodique doit tendre 4 l'un ou & l'autre 
des mouvements périodiques, quand le temps t tend a ++ co. 

Le mouvement impériodique du point v se détermine au moyen de 
expression: 


+}$e0 - 420 
(158) v = sin 0-* — 


oh 500 oe 3° 
ot Yon peut déterminer la constante c par la position du point v au 
moment, oi 6 == et par conséquent € — 0; & ce moment le point 


doit se trouver sur la circonférence E,, en représentant la quantité 
de la forme: v = e*‘, et par conséquent nous aurons: 


_. _, jee 1 
cC=—2.@€ - tg 56. 


La trajectoire du point v passe par lorigine O, et la trajectoire du 
point V passe par les deux poles de la sphére 0, 
Si le temps rt regoit un accroissement, égal au nombre entier m des 
périodes 2@, le point v se dispose au point v,,, représentant la quantité 
+429 —2mnta —4a9 
(158°) mr ale — bt 
e +e ce 





*) Cela s’explique par ce que €, et & sont le minimum et le maximum des 
fonctions ¢ et par conséquent la quantité R, proportionelle a dg » Sannule aux 


dt 
moments désignés en changeant de signe. 





et 


(1 
et 
(1 








Sur un cas de rotation d’un solide autour d’un point fixe. 523 


Quant 4 ce qui concerne les mouvements périodiques du premier 
et du second genre avec la période 2m, l’un d’eux se détermine au 
moyen des expressions: 


(159) o=sin6, »=0, §=—siné, 
et l'autre au moyen des expressions 
(160) v=—sinO, »=—0, §=—=—sinO. 


Ces deux mouvements sont des mouvements de rotation autour de Vaxe 
On (Fig. 1) et ils ne different que par la direction des rotations. 

Le mouvement impériodique, déterminé au moyen de l’expression 
(158), tend au mouvement périodique (159) avec la croissance du pro- 
duit a.t jusqu’é +-co et au mouvement périodique (160) avec la 
décroissance du produit a@.t jusqu’a — oo. 

Remarquons enfin, que le cas donné, caractérisé, entre autre, par 
Pinégalité €¢,< — 1 ou autrement par Vinégalité l, > 20, @ lieu, 
quand la constante 1, est suffisamment grande, c. a. d. quand le solide 
a recu une force vive suffisamment grande. 


Cas o& 1, = 0, —-1<&< +1. 

Avec ces conditions les racines €,, €, et €, du polynome R? seront: 
(161) f=—1 &—=—h% &=—=+1. 
Le rayon de la circonférence EF, devient zéro; mais le rayon de la 
circonférence EF, est différente de zéro. Si § < 0, le point v se mouve, 
pendant le changement de rt depuis 0 jusqu’a w, d’abord d’un cdté du 
plan Oy partant de la circonférence E, jusqu’a la circonférence FE, 
(quil atteint au moment ot = 0) et puis sur l'autre cédté du plan 
On partant de la circonférence E, jusqu’au point O. Le point corre- 
spondant V de la sphére O se mouve pendant le changement de t depuis 0 
jusqu’a @, entre la circonférence F, et le pole inférieur de la sphére O, en 
passant par l’équateur EZ, au moment ot = 0. Si § > 0 le caractére 
du mouvement ne différe du précédent que par ce que le point v n’ac- 
complit pas| le passage d’un cdté du plan On 4 lautre, et que le 
point V de la sphére O ne fait pas de passage par l’équateur EZ). 

Avec le changement du temps t depuis — co jusqu’a ++ oo la 
quantité sin @ qui, d’aprés les expressions (155) et (161), se présente 
ainsi: anes Si ahs 

sin 0 = /(§—E,) (& —&), 

sannule et change de signe aux moments (2m-+1)@, od m est un 
nombre entier. A cause de ‘cela, quand le temps +t, augmentant 
continuellement, regoit l’accroissement de 2, l’angle © se transforme 
en — 0 et les résolutions (155’) w,t et w,t passent mutuellement l’une 


dans l’autre, c. 4. d. qu'il se forme une substitution linéaire, déterminée 
par les expressions: 
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engi = W,T, 


ani w,(t-+2@) = w,t. 


Ayant cette substitution nous obtenons les résolutions canoniques: 
1,+$40 — $20 t) 
W,t=5(e * +e t ) = Cos (*°), 


Wye = Leet 8 _ ¢ 4%) _ gin (F). 


(163) 


ot Sin z et Cos z sont le sinus et le cosinus hyperboliques de l’argu- 
ment z. Ces résolutions canoniques satisfont les conditions: 


W,(t+20@)=—s,W,t, W,(t+20) —s, W,r, 
ol s; = -+ 1 et s, —-— 1. Par conséquent la quantité caractéristique 
h sera imaginaire et s’exprimera ainsi: 


bad 

h—=iqe’. 
C’est pourquoi il n’existe pas dans le cas présent de mouvements 
asymptotiques périodiques du premier et du second genre avec la 
période 2@. Comme l’amplitude m de la quantité caractéristique h, 


égale a >? est commensurable avec 2, le mouvement du point v, avec 
n'importe laquelle de ses positions initiales sur la circonférence E£,, 
sera périodique avec la période 4m. Ce mouvement se détermine au 
moyen de l’expression: 

Cos (“") + ¢: Sin “) 
(164) v = sin 6. ——-_-*-_-___-_*—-. 

Sin (=) + c-Cos ts 

2 2 


Ici c est une quantité constante, déterminée par la position initiale du 
point v sur la circonférence E,, et elle a la forme: c = e** od B est 
une quantité réelle. La trajectoire du point V passe dans ce cas par 
le pdle inférieur de la sphére O. 

Quand B=0, nous avons: c=1 et par conséquent v =sin 0. 
Quand 6 — z, nous avons: c= — 1 et v = — sin 6. Dans ces deux 
cas le solide se balance autour de l’axe On, qui reste immobile. 

Si le temps t recoit un accroissement égal au nombre entier m 
des périodes 2@, le point v, qui représente la quantité (164), se trans- 
porte au point v,,, représentant la quantité 


Cos (22° —1)"¢-Sin (2° 
IE ea hc. 
Sin =) + (—1)” e-Cos (~*) 





e 


pi 
ay 


r 
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Si m est une quantité paire; v,,—v, mais m est impaire, v,, =v, . 
Le cas, caractérisé par les conditions: 1, =—0, —1<§ < +1, 
a lieu quand le solide a recu wne force vive pas trop grande (1, <2 Q,). 
Entre autre ce mouvement se produit dans le cas, od l'on a fait 
partir le solide examiné de n’importe quelle position sans vitesses 
initiales. 
Cas ot 1, = 0, & = — 1. 
Dans ce cas 
R? = 2Be,(1—§) (1+ 8). 
Les racines £,, € et € se présentent ainsi: 
&§=&o—&—=——1, &=+1. 
La seconde des conditions (17) est remplacée par la condition de la 
limite A—=0. Le semipériode change en oo, c. a. d. que la fone- 


tion € n’a pas de période réelle dans le cas que nous examinons. 
En intégrant l’équation (10) nous trouvons: 


(166) t—| : 11, 


ett _ ty) + eat—t) 


ou ¢, est une quantité constante et 


= /$ 
La position du point v sera déterminée dans ce cas au moyen de 
lamplitude ®, que lon trouve par l’expression (153). 


Cas ov 1, = 0, & = +1. 
Dans ce cas limite 
Rt = 2Be,(1—8 (1-8). 


Les racines €,, €, € sont représentées & ce moment de la maniére 
suivante: 

&=—1, &6—-&—-hi—=—+1. 
Les conditions (17) se remplacent par les conditions de la limite: 
&=1et A=0. La fonction ¢ change en constante égale 4 1. Le 
module de la quantité v, égal 4 7/1 — &, est toujours zéro. Le solide 


tourne également autour de l’axe Of, qui coincide avec la ligne 
verticale OV. 
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§ 12. 
Cas ot les racines € et € sont égales. 


Ce cas limite qui est un cas singulier, sur lequel Mr. N. E.Joukovsky 
a arrété son attention, appartient aussi au nombre des plus simples. 
Ce cas est caractérisé par les conditions: 


(167) &<1, A=0, 


remplagant les conditions (17), qui ont servi de base aux déductions 
précédentes. 

Sous les conditions (167) les racines € et €, deviennent égales, 
La quantité €, qui, en général, doit varier entre § et €, devient 
dans ce cas particulier la constante: 


(168) f= ¢,*). 


Les circonférences FE, et E, coincident dans la méme circonférence EF, 
par laquelle le point v doit se mouvoir. La droite O€ doit se mouvoir 
par la surface d'un cone a base circulaire, dont l’axe coincide avec la 
ligne verticale O V (Fig. 1). L’équation (14) prend la forme: 


dv li(av —2 £)v ali 
(169) dt + ‘2B (1—2) +a. 

L’équation (169) peut étre intégrée immédiatement, par la sépa- 
ration des variables. En sousentendant par b’ et b” les racines des 
équations 
(170) av? — 2g + a(1—&) =0, 
résolue par rapport & v, et supposant 


74) al,(b'— b” 
(1 7 1) — 1( ) , 
2B (i — &) 
nous trouvons: 
; b” — Veet?! 
(172) v= -— = —— 
1—ce‘?* 
ou ¢ est une constante, déterminée par la position initiale du point v 
sur la circonférence E. 
Le caractére du mouvement que nous examinons dépend de celui 
des racines b’ et 6’. Ainsi il nous faut distinguer ici trois cas: 


*) L’équation (10) est satisfaite par des solutions singuliéres = { et ¢= §, 
méme avec A>0. Mais ces résolutions particuliéres, quand A> 0, n’aménent 
pas la solution du probléme concernant le mouvement, car avec ces solutions quel- 
ques unes des équations (2) ne peuvent pas étre satisfaites. 
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1) quand les racines 0’ et 6” sont des imaginaires conjuguées, 2) quand 
les racines b’ et b” sont réelles et inégales et 3) quand les racines 
b’ et b” sont réelles et égales. Le troisitme cas est un cas inter- 
médiaire par rapport aux deux premiers. 

Premier cas. Supposons que 


(173) e<a(l—&), 


c. 4. d. que les racines b’ et b” de léquation (170) sont imaginaires et 
inégales. La quantité y, déterminée par l’expression (171), est aussi 
dans ce cas une imaginaire de la forme: 


y=”, 
od y, est une quantité réelle, que nous compterons aussi comme positive 
(ce qui sobtient par le choix du signe du radical dans les ex- 
pressions des racines b’ et 6”). Avec ces conditions et avec l’exigence 


de placer le point v sur la circonférence E, lexpression (162) prendra 
la forme: 


. t-te 
174 v= bh”. - ‘ 
ci 1—b'ze**? 





od zg est une quantité réelle arbitraire constante. 
En examinant l’expression (174) dans deux cas particuliers: 1) quand 
= 0 et 2) quand z = oo, nous nous convainquons que dans ces cas 
le solide se mouve de fagon & ce que le point v reste en repos, occupant 
soit la position b” (si g = 0), soit la position b’ (si = 00). Par con- 
séqueut le solide doit tourner dans chacun de ces deux cas autour de 
Yaxe OV [avec une vitesse constante, comme le montre l’expres- 
sion (40)]. Les positions immobiles b’ et b” du point v seront nommées 
pans ces deux cas positions asymptotiques du premier et du second genre. 
Ces positions du point v sont symétriques par rapport & l’axe O§, puis- 
que les quantités b’ et b” sont conjuguées. 

Examinons ensuite |’équation (174), admettant que la quantité z 
soit finie et différente de zéro. Dans ce cas le point v se déplace 
continuellement sur l'un des deux ares de la circonférence E, partagée 
en deux parties par les points b’ et b”, et s’approche sans limite ou 
de la position asymptotique b” (sit augmente jusqu’a +- 00), ou de la 
position asymptotique b’ (si ¢ diminue jusqu’’ — oo). 

Il est évident que le cas, que nous examinons, présente un cas 
limite (quand £,— § tend a zéro) du mouvement, exploré dans le § 6. 
Aux deux mouvements asymptotiques périodiques désignés du point v 
correspondent en cas limite les deux positions asymtotiques b' et b” du 
point v, c. a, d. les trajectoires fermées S,... et S_,, dans la limite (quand 
€, — €, tend & zéro) se transforment d’une maniére correspondante en 


34* 
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points 6” et b'. En méme temps les courbes 2_. et 2}. changent 
aussi en points; ainsi on voit immédiatement que le nombre J des tours, 
produits par chacune de ces courbes autour de l’axe O€, doit étre zéro, 
Cette remarque de méme que la constance de l’index J avec le change- 
ment de J,, J, et a a servi plus haut (§ 9) de base 4 une des preuves 
du théoréme qui démontre que J = 0. 

La quantité caractéristique h (désignée plus bas) doit étre réelle 
dans ce cas. 

Second cas. Supposons que 


(175) > a*(1—é), 


ec. &. d. que les racines ’ et b” de l’équation (170) sont réelles inégales. 
Au moyen de cette condition et avec l’exigence que le point w reste 
sur la circonférence E, lexpression (172) se smemeee ainsi: 


V4 Vie. doer 
(176) v= Vi-@2 e. Fe Bo" ellvtt9)? 


ot @ est une quantité constante arbitraire réelle. 

Avec le changement du temps ¢ le point v se déplace sur la 
circonférence E sans tendre 4 aucune position asymptotique et en 
décrivant la cireonférence entiére EF dans la période de temps représenté 
par la quantité*) 

2x 


Y 


fl est évident que ce mouvement présente un cas limite (quand 
€, — § tend & zéro) du mouvement qui a été examiné dans le § 7. 
La quantité caractéristique h (désignée plus bas) doit étre imaginaire 
dans ce cas. 

Troisiéme cas. Supposons que 
(177) = a*(1—), 
ce. &. d. que les racines Bb et 6b” de léquation (170) sont égales 
(v a= b>” = é). Dans ce cas lintégrale de l’équation (169) peut étre 
exprimé ainsi: 


(178) = if erie 
ou 
’ Bé 
$ 77> al,’ 


*) Cette période a une valeur singuliére qui n’appartient qu’au cas limite 
que nous examinons. Cette période existe méme quand la quantité caractéristique 
h, étant imaginaire, a l’amplitude m incommensurable avec z, 
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et zg est une constante arbitraire, 4 laquelle on doit donner une valeur 
réelle pour que le point v puisse se poser sur la circonférence E. 
Quand z = + ov, |’expression (178) se réduit & la forme: 


(178’) vim. 


Dans ce cas le solide se mouve de fagon que le point v reste tou- 
jours en repos en occupant une position b, que nous nommerons 
asymptotique. Le solide tourne dans ce cas régulitrement autour de 
la verticale OV. 

Supposons maintenant que la quantité z de l’équation (178) soit 
finie. Dans ce cas le point v se déplace, pendant le changement 
continuel du temps ¢, sans interruption sur la circonférence E, en 
approchant sans limite de la position asymptotique b,, (178°) quand le 
temps ¢ croit jusqu’a + oo ou quand il décroit jusqu’é — oo. 

Il est évident que le mouvement que nous examinons présente le 
cas limite du mouvement qui a été examiné dans le § 8. 


Remarque. 


Dans le cas que nous examinons la demi-période w, déterminée par 
expression (29), se présente, pour le variable t, de cette fagon: 


‘ if dy n 
179 o=—- ———— ———— e 
iti af iy —e,Vy—e¢ 2Va—@ 


ey 


Si nous passons au moyen de la deuxieme des expressions (23) au variable 
t, la demi-période Q s’exprimera pour ce variable de la fagon suivante: 


, ~ a i 1/__Bé 
oe " 2 Vey — e Be *V aatst) 
La quantité caractéristique h se présentera [comme il est facile de le 
voir au moyen de |’expression (172)] comme lune des quatre quantités: 
+ tia, 


ou y est déterminé par l’expression (171) et 


g — at (i —@) 
(180) yQ— ay wo. 
Sous les conditions (173) la quantité h sera représentée ainsi: 


par quoi la condition (62) sera remplie. 
Sous la condition (175) l’amplitude g de la quantité caractéristique 
h sera: 
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(182) p= 72, 

par quoi, comme le montre l’expression (180), les conditions (63) seront 
satisfaites. Donc 

(183) h = ¢7®, 

Nous avons consideré dans les §§ 6—8 les courbes fermées de la 
forme 6,,. Dans le cas limite quand £,— §,, la courbe fermée 6,, 
représente l’arc U,, U;,41 passé deux fois en sens inverses. Le nombre 
J des tours, produits autour de l’axe O€ par la courbe 6, est 


évidemment égal 4 zéro. Ainsi nous trouvons la démonstration nouvelle 
du théoréme sur l’index J. 
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Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Collineationen. 
Von 


A. Wiman in Lund. 


s 
Die ebenen projectiven Gruppen von endlichem Grade. 


Die Gruppe, welche wir hier betrachten wollen, ist mit den geraden 
Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph. Da es mir aber 
scheint, dass die Existenz einer solchen ebenen Gruppe bisher nicht 
bekannt geworden ist, glaube ich die folgenden allgemeinen Erérterungen 
voranschicken zu diirfen. 

Die Aufgabe, alle médglichen endlichen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen im bindren Gebiete zu bestimmen, wurde bekanntlich zuerst 
von Herrn Klein durch geometrische Betrachtungen, dann von 
Herrn Gordan rein algebraisch erledigt. Sodann hat Herr C. Jordan 
die entsprechende Aufgabe im terndren Gebiete behandelt*). Die 
Schwierigkeit der Aufgabe bei mehr als zwei homogenen Verinderlichen 
erwies sich schon daraus, dass Herr Jordan in seiner ersteren Arbeit 
eine Gruppe von 168 Collineationen der Ebene iibersehen hatte, welche 
inzwischen von Herrn Klein durch Betrachtung der Transformationen 
7. Ordnung der ellipiischen Functionen abgeleitet wurde. 

Indessen vermisst man bei Herrn Jordan auch diejenige Gruppe, 
welche den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung bilden soll. Die- 
selbe ist erst spiterhin von Herrn Valentiner aufgestellt worden**), 
In der citirten Arbeit wird gezeigt, dass die fragliche Gruppe aus 45 
symmetrischen Collineationen, 80 von der Periode 3, 90 von der 
Periode 4 und 144 von der Periode 5 besteht. Man findet nun leicht, 


*) Mémoire sur les équations différentielles linéaires a intégrale algébrique, 
Journal fiir Mathematik Bd. 84 (1878), sowie: Sur la détermination des groupes 
Wordre fini contenus dans le groupe linéaire, Atti della Reale Accademia di 
Napoli (1880). 

**) De endelige Transformations-Gruppers Theort, avec un résumé en frangais 
(1889) in den Abhandlungen der Diinischen Akademie 6. Reihe V. 
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dass innerhalb der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen 
die gleiche Zahl Operationen von den beziiglichen Periodenzahlen auf- 
treten. Doch hat Herr Valentiner nicht den Schluss gezogen, dass 
letztere Gruppe mit der von ihm gefundenen ebenen Gruppe holoedrisch 
isomorph sei. Er begniigt sich statt dessen mit der Bemerkung, dass 
seine Gruppe die Ikosaedergruppe als Untergruppe enthalte. Diese 
Ausdrucksweise ist nicht gliicklich gewihlt, weil dieselbe zu der 
irrthiimlichen Ansicht Anlass geben kann, es handle sich hier um eine 
ausgezeichnete Ikosaedergruppe. Das wirkliche Verhiltniss ist aber, wie 
wir weiterhin finden werden, dieses, dass die zu besprechende Gruppe 
zwei Systeme von je sechs gleichberechtigten Ikosaedergruppen enthiilt. 

Da eine Zusammenstellung aller médglichen endlichen Collineations- 
gruppen der Ebene wohl niemals gegeben worden ist*), midge eine 
solehe hier ihren Platz finden. Diese glauben wir durch die gleich- 
zeitige Benutzung der Resultate der Herren Jordan und Valentiner 
erhalten zu kénnen. Dass keine Gruppe der Aufmerksamkeit dieser 
beiden Verfasser entgangen ist, scheint uiimlich um so weniger zweifel- 
haft, als ihre Arbeiten voéllig unabhiingig von einander entstanden sind. 
Herr Valentiner kennt nimlich die Arbeiten von C. Jordan offenbar 
nicht, was daraus ersichtlich ist, dass er nirgends Herrn C. Jordan 
citirt, und tiberdies einen anderenfalls leicht zu vermeidenden Fehler 
begeht; auf Grund einer irrigen Voraussetzung verneint er nimlich die 
Existenz der von geometrischer Seite her schon lange bekannten 
Hesse’ schen Gruppe vom Grade 216**). 

Bezeichnen wir nun solche Gruppen als frivial, bei denen ent- 
weder eine Gerade stets in sich iibergeht, oder auch drei Punkte sich 
geschlossen permuiiren, so bleiben nur noch sechs Félle zu erwiihnen 
iibrig. Von diesen braucht man aber in letzter Instanz nur drei von 
den Gradzahlen 216, 168, 360 zu beriicksichtigen, weil die drei iibrigen 
bereits in ihnen als Untergruppen enthalten sind; zudem ist von den 
Letzteren, deren Gradzahlen = 72, 36, 60 sind, die G,, keine andere 
als die terndre Ikosaedergruppe. Die drei Hauptfille seien hier nun 
angefiihrt. 

1) Die Hesse'sche Gruppe von 216 Collineationen. 

Diese Gruppe gehdrt zu einem Biischel: 


4,F+i4,H=0, 


wo F' eine cubische ternire Form, H ihre Hesse’sche Covariante be- 


*) Herr Franz Meyer giebt zwar eine solche in seinem Bericht wber den 
gegenwartigen Stand der Invariantentheorie (Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung 1). Dort ist aber offenbar die wahre Bedeutung der von 
Herrn Valentiner gefundenen G5. nicht erkannt. 

**) §. 151, 222 der citirten Arbeit. 
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zeichnet. F' und H erfahren nimlich bei der G,,, die linearen Sub- 
stitutionen einer Yetraedergruppe, durch welche je 12 Curven des 
Biischels mit derselben absoluten Invariante in einander tibergefiihrt 
werden. Von den fundamentalen Formen der Tetraedergruppe sind 
bekanntlich zwei von der Ordnung 4 und eine von der Ordnung 6; 
letzterer entspricht das System der 6 harmonischen Curven des Biischels, 
den ersteren die Systeme der 4 dquianharmonischen Curven und der 4 
Wendepunktsdreiecke. Die Hesse’sche Gruppe besitet eine ausgezeichnete 
G,,, welche der innerhalb der Tetraedergruppe ausgezeichneten Vierer- 
gruppe zugeordnet ist. Den symmetrischen Operationen innerhalb der 
Vierergruppe entsprechen drei G,,, von denen jede 2 harmonische C, 
in sich iiberfiihrt; der Identitét aber eine innerhalb der G,,, aus- 
gezeichnele G,,, bei welcher jede Curve des Biischels in sich tibergeht. 
Die Untergruppen G,. wnd G5, sind oben als nicht trivial angefiihrt*). 

2) Eine Gruppe von 168 Collineationen. Als ein einfaches in- 

variantes geometrisches Gebilde tritt hier eine C, auf: 
xy + yz + 22 = 0). 

3) Die hier zu untersuchende Gruppe von 360 Collineationen. Als 
Eigenschaften derselben seien im voraus die folgenden mitgetheilt. Die 
Geo ist, gleichwie die G,,,, einfach, und man erkennt leicht manche 
Analogien zwischen diesen beiden Gruppen; namentlich lassen sich 
ihre vollstindigen Formensysteme in vollig iibereinstimmender Weise 
ableiten. Die einfachste zur G,,, gehérige Form kann man auf die 
folgende Gestalt bringen: 

F, = 1025 y3 + 92(a°+ y*) — 45a? y? 2? — 135ayz* + 272°. 

Das Formensystem besteht nun aus F,, ihrer Hesse’schen Determinante H, 
der durch die Derivirten H,, H,, H, gerinderten Hesse’schen Deter- 
minante ® und der Functionaldeterminante ¥ von F, H und ®, welche 
letatere, gleich Null gesetat, 45 Symmetrieaxen darstellt. 

Innerhalb der Gg, treten zwei Systeme von je 15 gleichberechtigten 
Oktaedergruppen und zwei Systeme von je 6 gleichberechtigten Ikosaeder- 
gruppen auf. Durch die geraden Vertauschungen der zu den einzelnen 
Ikosaedergruppen eines solchen Systems gehorenden Gebilde entsteht die 
Gg). Von anderen Untergruppen innerhalb der Gy) erwihnen wir 
10 G,, welche alle gleichberechtigt sind. Diese G,, sind Collineations- 
gruppen von harmonischen C, und sind folglich schon als Untergruppen 
der Hesse’schen Gruppe bekannt. 


*) Eine eingehende Behandlung der Hesse’schen Gruppe findet man in einer 
Abhandlung von Herrn Maschke, Aufstellung des vollen Formensystems einer 
quaterniiren Gruppe von 51840 linearen Substitutionen, Math. Ann., Bd. 33. 

**) Diese Gruppe ist wiederholt und erschépfend in Klein-Fricke’s ,,Modul- 
functionen“ besprochen. 
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§ 2. 


Die Oktaedergruppen innerhalb der G,,,. Aufstellung der 
Substitutionen. 


Die Frage, ob es in der Ebene eine umfassendere projective end- 
liche Gruppe giebt, welche die Ikosaedergruppe als Untergruppe ent- 
halt, wollen wir spiterhin direct erledigen; zu dem Ende brauchen 
wir ja nur zu untersuchen, ob irgend welche bei der Ikosaedergruppe 
invariante geometrische Gebilde noch weitere Collineationen in sich 
gestatten. Hier sei nur vorab das Resultat mitgetheilt, dass man auf 
diese Weise in der That eine Gruppe von 360 Collineationen erhilt, 
bei welcher der bei der urspriinglichen Ikosaedergruppe invariante 
Kegelschnitt in 5 andere iibergefiihrt wird, und dass diese 6 Kegel- 
schnitte bei der G,,) alle méglichen geraden Vertauschungen erfahren. 
Wenn A und B die bei der Ikosaedergruppe invarianten Formen 
2. bez. 6. Grades darstellen, so hat man in A*-+ kB eine bei der 
ganzen G;,. invariante Form, wobei & eine gewisse Constante bedeutet. 

Nun lisst sich leicht beweisen, dass innerhalb der Gruppe der 
geraden Vertauschungen von 6 Dingen 2 Systeme von je 15 gleich- 
berechtigten Oktaedergruppen auftreten. Wir erhalten eine Oktaeder- 
gruppe des einen Systems, wenn wir 4 beliebige Dinge, etwa (1234), 
allen méglichen Vertauschungen unterwerfen, doch so dass bei den 
ungeraden Vertauschungen dieser 4 Dinge auch 5 und 6 permuitirt 
werden. Eine analoge Bildungsweise hat man aber auch fiir die 
Oktaedergruppen des anderen Systems, weil bei der G,,, auch 6 andere 
Kegelschnitte alle mégliche gerade Vertauschungen erfahren, so dass 
die beiden Systeme von Oktaedergruppen auf 2 Systeme von je 6 
Kegelschnitten oder Ikosaedergruppen bezogen sind. 

Kine Oktaedergruppe besitzt bekanntlich eine ausgezeichnete Vierer- 
gruppe. Zu den 3 Operationen von der Periode 2 innerhalb dieser 
Vierergruppe gehéren 3 Perspectivitiitsaxen, welche ein bei der Oktaeder- 
gruppe ausgezeichnetes Dreieck bilden. Durch die Combination der 
Vierergruppe mit den Vertauschungen der Seiten dieses Dreiecks ent- 
steht die terniire Oktaedergruppe. Wahlen wir das genannte Dreieck 
zum Coordinatendreieck, so kénnen wir bewirken, dass jede bei der 
Oktaedergruppe invariante Form in vélliger Symmetrie in Bezug auf 
z,y und g auftritt; zudem ist xyz die einzige beziigliche Form von 
ungerader Ordnung. Eine invariante Form von der Ordnung 6 kann 
man also in der folgenden Weise schreiben: 


(1) Fy = a® + y® + 2 + a(aty?+atyttatett a2ett yt2?+ yet) 
+ ba? y?2*. 
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Man soll nun a und b so bestimmen, dass die Form F, nicht nur bei der 
Oktaedergruppe sondern auch bei einer G5.) der fraglichen Art in sich 
tibergeht. Zu dem Ende bemerken wir, dass bei der Gruppe der geraden 
Vertauschungen von 6 Dingen 45 Operationen von der Periode 2 auf- 
treten, z. B. diejenige, bei welcher (1,2) und (3,4) vertauscht werden, 
5 und 6 je in sich tibergehen. Die Curve F, = 0 soll also 45 Sym- 
metrieaxen besitzen. Weil aber die Curve durch 2 Systeme von je 15 
Oktaedergruppen in sich tibergefiihrt wird, muss jede Symmetrieaxe 
dem ausgezeichneten Coordinatendreieck von 2 Oktaedergruppen an- 
gehéren; anderenfalls wiren ja 90 Symmetrieaxen erforderlich. 

Nun gehen durch die Coordinatendreiecke « = y = 0 zwei andere 
Symmetrieaxen: «-++-y—0 und s—y=0. Damit die obige Be- 
dingung befriedigt werde, muss die Curve F’, =0 auch durch eine 
andere Oktaedergruppe in sich tibergehen, bei welcher das zur aus- 
gezeichneten Vierergruppe gehérige Dreieck aus den Geraden ¢ = 0 
und z+ y= 0 besteht. Es soll somit méglich sein die Form F,, auch 
wenn dieses Dreieck zum Grunde gelegt wird, in der Gestalt (1) zu 
schreiben. Wir wollen das erreichen durch die Coordinatentrans- 
formation : 


(2) wv =e(z+y), y=oe(t—y), #1 = e602"). 
Auf diese Weise geht, wenn der Factor g* weggelassen und 6* = 0 
gesetzt wird, die Form F, in die folgende iiber: 
(3) Fy = 2(a+1) (a+ y®) + 886 + (30— 2a) (aly? +-22y!) 

+ (2a+b)d (at2?+-y'2*) + 2407 (a? 24+ y? 2") 

+ (1l2a—2b)d xy? 2’. 
Mithin kénnen a, b und @ durch das Gleichungssystem: 

2(a+1) = 03; 
(4) 30 — 2a = (2a+b)d = 2ad? 
bestimmt werden. Sehr leicht ergiebt sich nun 
(5) 6&5 + 63 — 20? — 32 = (0 —2) (6? —d+-4) (6° +30+ 4) = 0. 
Wir haben also drei Fille zu beriicksichtigen. 


1) 0 = 2. Man erhalt F, = (z*?+ y*?+-2*)*. Dieser Fall interessirt 
uns hier nicht. 


2) & +3d0+4=—0. Das System der Lésungen ist hier: 
0 Boy LAF 


a= 3(1+iy?); 
b= —5(3+ iy). 


*) Hier bezeichnen a’, y’, 2’ die alten, x, y, 2 die neuen Coordinaten. 
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Die Curve F, = 0 ist aber fiir diese Werthe von a und b keine andere 
als die Hesse’sche Curve einer C, mit 168 Collineationen in sich. Die 
im vorigen Paragraphen erwahnte G,,, besitzt ja 2 Systeme von je 7 
gleichberechtigten Vierergruppen (und Oktaedergruppen), und jede G, 
innerhalb der G,,, betheiligt sich an je einer Vierergruppe jedweden 
Systems*). Die Gleichung der speciellen C,, welche durch die Gyo in 
sich tibergeht, kann man auf die Gestalt: 
a + y' + at + a(a?y? + 2?2? + y?2?) = 0 

bringen, wenn die Coordinatenaxen ein zu einer Vierergruppe gehoriges 
Perspectivititsdreieck bilden. Nun findet man in analoger Weise, wie 
oben die Constanten in F, bestimmt warden, 


a= — 5 (1+i77). 


Von diesen a-Werthen gilt der eine oder der andere, je nachdem die 
C, auf eine Vierergruppe des einen oder anderen Systems bezogen wird. 
Es ist nun leicht zu bestitigen, dass die obenerwahnte C, die Hesse’sche 
Covariante dieser C, bildet. 

3) 0? —d+4=—0. Man erhilt hier: 


d= 5(1+i/15); 
(6) a= —+>(5+i/'15); 
b= 3(54 iy15). 


Werden a und b nach (6) bestimmt, so besitet die Curve F, = 0 eine 
Gruppe von 360 Collineationen in sich. 

Die beiden in (6) erhaltenen Werthsysteme bezeichnen wir mit 
0,, 4, 0, und 0,,a@,,b,. Man findet leicht: 

15—a (6a, —b,)d 

(7) a, 41 = A; aoe t= b,. 
Aus den Gleichungen (3), (4) und (7) erschliesst man, dass das eine 
Werthsystem gilt, falls die Curve auf die urspriingliche Oktaedergruppe 
bezogen ist, das andere aber nach der Transformation auf das zur 
neuen Oktaedergruppe gehérige Coordinatendreieck. Die beiden Oktaeder- 
gruppen sind folglich nicht gleichberechtigt innerhalb der Collineations- 
gruppe, welche die Curve F, = 0 in sich iiberfiihrt. Den Oktaeder- 
gruppen ist eine diedrische G, gemein, bei welcher z= 0 in sich 
iibergeht, und folglich auch die cyklische Untergruppe G,. Die Glei- 
chung der C, muss ohne doppelte Zeichen gegeben werden kénnen, 
falls man die Fixpunkte bei dieser G, als Coordinatenecken wihlt, da 


*) Man sehe Klein-Fricke, Modulfwnctionen 1, 8. 710. 
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ja alle G, innerhalb der Oktaedergruppen mit einander gleichberechtigt 
sind. Die neuen Coordinatenaxen sind folglich ¢=0 und z+ yi=—0. 
Setzen wir nach (6) 


a——2(,+i/%), 


so erhalten wir die bezweckte Transformation etwa durch die Sub- 
stitutionen : 


t= (2+yi)/  VEi; 
n= (e—yi)f* V+ i; 
f= &, 


wobei die Wurzeln in der Weise gewihlt sind, dass V+ i V+ t$=1, 
Als resultirende Normalgleichung der C, erhalten wir: 


(8) {+ 3064 — 159e2 Em? 4+ 1008898 
4 15715 (2428) (E—n!) =0. 


Dass diese C, 360 Collineationen in sich besitzt, folgt schon daraus, 
dass 15 Oktaedergruppen jeder Art existiren; eine Oktaederconfiguration 
kann ja durch 24 Collineationen in eine beliebige andere gleichberechtigte 
iibergefiihrt werden. Es eriibrigt also noch jene geschlossenen Systeme 
von je 15 Oktaedergruppen aufzusuchen. Nun kommt man immer 
nach (2) von je einer Oktaedergruppe des einen Systems zu dreien des 
anderen Systems, welche je eine Operation der ausgezeichneten Vierer- 
gruppe mit derselben gemein haben. Geht man folglich von einer 
bestimmten Oktaedergruppe des Systems S, aus, so kommt man zuniachst 
zu drei Gruppen des Systems S,; von diesen gelangt man zu 6 neuen 
Gruppen des Systems S, und von hier zu 12 neuen Gruppen des 
Systems S,; geht man so fort, so kénnte es scheinen, als ob man von 
den 12 letzterwihnten Gruppen noch zu 24 Gruppen des Systems S, 
gelangen wiirde, Es erweist sich aber, dass diese 24 Gruppen 
zu je dreien zusammenfallen. Daraus folgt unmittelbar, dass die 
Systeme S, und S, geschlossen sind und aus je 15 Oktaedergruppen 
bestehen. 

Wir haben bereits erwihnt, dass innerhalb der G5.) auch 2 Systeme 
von je 6 Ikosaedergruppen existiren. Diese Systeme sind den beiden 
Oktaedersystemen in der folgenden Weise zugeordnet: 

Je 2 Ikosaedergruppen desselben Systems haben mit einander eine 
Tetraedergruppe gemein. Auf diese Weise erhdlt man 15 Tetraeder- 
gruppen, welche Untergruppen eines entsprechenden Systems von Oktaeder- 
gruppen sind. 
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Bezeichnen wir desshalb die Ikosaedergruppen des Systems S, mit 
1,,..-+,6,, so ergeben sich fiir das entsprechende System Oktaeder- 


gruppen die Bezeichnungen (1, 2),,..., (5, 6),. Ein Analoges gilt 
natiirlich fiir das System S,. 


Von der Ausgangsgruppe mit den Axen 2, y, 2 kommen wir nach 


(2) zu einer Gruppe mit den Axen <9, z, und von dieser zu zwei 
1 





neuen mit der ersten gleichberechtigten Gruppen mit den Axen: 


epee s+°—¥ 
oan TE tw, Se 
Og ? 6; ’ Sg ’ oO; 
und so fort. Nun hat man 6,? = 0,, und wir nehmen in (6) 


so dass man 


1 Vs —iV3 

oe 
and in gleicher Weise 

1 V5 + iV3 

G. 4 


setzen kann. 

Gleichwie man die Oktaedergruppe durch die Substitutionen erhilt, 
welche aus der Combination der Zeichenwechsel und Vertauschungen 
von 2, y und g hervorgehen, so erhiilt man die ganze G,,,, wenn man 
x,y und g in analoger Weise durch die “Axen der mit der Ausgangs- 
gruppe gleichberechtigten Oktaedergruppen ersetzt. 

Es ist aber nicht méiglich eine mit der Collineationsgruppe G55 
holoedrisch isomorphe Gruppe von 360 terndren homogenen Substitutionen 
herzustellen. Dies folgt schon daraus, dass nach Herrn C. Jordan 
die entsprechende Méglichkeit schon fir die Untergruppe G,,, welche 
die Collineationsgruppe der harmonischen C, bildet, nicht besteht. 
Auch findet man, dass es bei der obigen Aufsuchung der Axen der 
Oktaedergruppen nicht méglich ist, das System so zu schliessen, dass 
man fiir die Axen einer Oktaedergruppe blos eine Ausdrucksweise 
(abgesehen von den Zeichenwechseln) erhilt; es kommt nimlich die 
Multiplication mit den dritten Einheitswurzeln hinzu. 

Die Gag) ist aber mit einer homogenen G,..) meriedrisch isomorph; 
der Identitat innerhalb der G,,) entspricht eine ausgezeichnete G,, 
welche durch die Operation 


w—=je, y=jy, ¢=je (jme*) 


erzeugt wird. 





to wr 3s’ we 
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Jetzt wollen wir die Mittel liefern, um die verschiedenen Oktaeder- 
gruppen und mithin die ganze G,,. herzustellen. Zu dem Zwecke 
brauchen wir nur diejenigen Ausdriicke anzugeben, welche gleich Null 
gesetzt, die Axendreiecke der beziiglichen Gruppen definiren. Es ist 
natiirlich nicht néthig, die bei der homogenen Substitutionsgruppe auf- 


tretende Multiplication dieser Ausdriicke mit j, bez. j? besonders 
hinzuzuschreiben. 


(1,2): @, y, 2, 
(1,2),: BW e+y),s, 


(3, 4)o: rain £2), ¥ 


(5, 6): Fa (y+2), x, 


(3, 4),: ESS 54 ere, a 


GG Sts 4 lowe, Be +y), 


(3, 5)4: a yt ; (¢+2), ws (¢— x), 


(4, 6): e+ sle y +1 o— a, oe (2+ 2) 
(3, 6),: sm ot : (yt2), =ih 


4,5): Bt gs 1y_», B-Myi,, 
V5 


(5,: §+ FH e441 _» 


Va+iV3 1 
oe eh ety), 


am: {-5-8ysegs fee. 


8 


+ 4 ety), 


(3, 6),: 54 a fe (a —y) + ce (a + y), 


Vs +iV3 1 
aa e359), 
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(4, 5)o: 


(1, 5)o? 


(2, 6),: 


(2, Dd)» : 


qd, 6).: 


(1, 3),: 


(1, 4),: 


(1, 5): 
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5 — Pe=AP8 (gy) 4 V8 (4 y), 
es 4 (z—y), 


y, B-iKy, e+e a+ = 8 »..., 





a y— ; (¢+ 2), 
g — aS 6 4 2) 4 1B Gy _ yy, 
Yo+iVs ~9+s (+2), 
4p MOTB (go) 4 = SV 6 4 0, 
EERE 9 hip 0), 
1 Bey 41-8 ey y, 
SS y+ tee — a) 
24 By p44 yy, 
EAT 5 hig 4), 
OF otras e-a, 
Vo+iV3 p41 (y+), 
© e-Vigy — 2) +188 y+ 9, 
EtG , ty — 2, 
2 _ ViVi _ 4) 4 1-MB y, 9, 
(iN 2+: 5 (¥—2), 
EP py 52 Ey, ~~ The i 
p+ tee — Pin, 


2 +79, 








— =~ eH Oo = 


rh hlUchTCrhUlC<i«tr ||) 
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(2, 6),: ry “9 4, — dy a ja +72 — —) 








6 1 Vs *6 1— 5 Su & j2 1 5 
@e,: —t a, iB, 4%, 1, ty, 
. 4 Saas, . i zy. 

7 1+V5 ., E —V5 —_ a 5 2 
(oe pe gy, 118 jg ay 
1—V5. 1+V5 
51 te p TE jy, 

. 1+V5 1—Vs 1—Vi 1+V5 2 
Gyo: pg My, 1K, 8, 


4): —DE psy HM ye, 1g, 4 Peg eh 
2, 3); CREF phy Ey 1-5, fe 1+V8, 


(1, 4),: J Lt ing as i, 1M 55 14 VO, 4 Hy 


4 4 4 2? 
ze 1—V5., 1+V5 
“hr eh eer e., 


Hier ist jede Oktaedergruppe nach den beiden Ikosaedergruppen 
bezeichnet, denen ihre ausgezeichnete Tetraedergruppe angehort. Dabei 
stand es natiirlich von vornherein voéllig frei, unter den Ikosaeder- 
gruppen jedes Systems die Reihenfolge 1, 2,...6 in beliebiger Weise 
zu vertheilen. Ausserdem haben wir noch verschiedene einfache Hiilfs- 
mittel angewandt, um die den einzelnen Oktaedergruppen zugehdrigen 
Bezeichnungen (i,k), wo i< k <6, zu ermitteln. 

Es wiire nun nicht schwer sowohl die Ikosaedergruppen als auch 
andere Untergruppen innerhalb der G,,. aufzustellen, Wir verweilen 
aber hierbei nicht weiter. Hier wollen wir nur noch durch das folgende 
Schema den Zusammenhang der verschiedenen Oktaedergruppen mit 


Mathematische Annalen, XLVII, 35 
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einander veranschaulichen, Je 2 Gruppen, welche durch einen Strich 
verbunden sind, haben eine diedrische G, gemein. 





(2,6), (16), (2,6), (2,5), 
(2,6), (5g a 5) (4,6), 
“ 
wn Ng a an, aS, 3h Ts), 
(1,3), ‘a 
(2, 7‘ wr ~ ie 3 I 
” 
(2,5), “Ne ' ‘i ai ha a Naa, 
(1,2) 
(1 I 4,5), 
_% ’ 
“~y 
(2,9), (1,5), (1,4), (2,3), 
(1,6), ““ 
(2,3), - 5,6), (2,4), 
_ 
(2/3), Nast 3.65 (1,5), 
(1, 4), (1,3), 
(26), Ts), 2%, (1,4), 


Die in der G,,, enthaltenen Untergruppen G,,. 


Innerhalb der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen 
befinden sich 10 Untergruppen von der Ordnung 18. Als Beispiel 
einer solchen nehmen wir diejenige, bei welcher (1, 2,3) und (4, 5, 6) 
als zwei geschlossene Systeme von 3 Dingen permutirt werden. Diese 
G,, hat dieselbe Structur wie die Collineationsgruppe der allgemeinen C,. 
Betrachten wir nun die umfassendere Untergruppe, bei welcher jene 
Systeme (1,2, 3) und (4,5, 6) auch mit einander vertauscht werden, 
so erhailt man 10G,,, welche sich mit der Collineationsgruppe der 
harmonischen C, holoedrisch isomorph erweisen. Bei letzterer Gruppe 
werden nimlich die vier Wendepunktsdreiecke zu je zweien mit einander 
vertauscht, und in den Ecken zweier solcher Dreiecke erhalt man 
6 Dinge, welche Vertauschungen der erwihnten Art erleiden. 

Wir wollen jetzt die C, mit 360 Collineationen in sich als 
Covariante der harmonischen C, darstellen. Die Gleichung der C, sei 


(1) F, = 32*y + 32y + 2 = 0. 











wil 
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wir bilden so die Gleichung der Hesse’schen Curve*) 


z, y, 9 
(2) H,=|y, 2, ¢|=—#@2+a2y—y=—0. 
9, 2 Y 


Die Invariante 6. Grades 7 verschwindet, und fiir die Invariante 
4. Grades hat man 


(3) S=—1. 

Verner giebt es eine unabhingige Covariante 6. Ordnung, welche nicht 
durch F', und H, zusammengesetzt werden kann. Als solche wihlen 
wir die durch die Differentialquotienten von H, geriinderte Hesse’sche 
Determinante. Wir schreiben also 


x ’ 7] ’ 0 , 2ay — 2° | 


yo, & 45 #& , wt —By?| 
(4) Os | 0 ? é ’ a — 22% 
\2ay—2?, 2 —3y*, — 2ez, 0 


== — 28+ 9etay + 2°(82!— 30a*y? — by) + ry(x!—6a?y?+21y'). 


Unter den Covarianten 6. Ordnung in den Veriinderlichen hat man 
nun einen Biischel 
(5) 0, + 2SF,H, 
vom 8, Grade in den Coefficienten. Man soll den Parameter 4 so be- 
stimmen, dass man fiir die Form mit 360 Collineationen in sich 

Fi, = 0, + ASF, H, 

erhilt. Zu dem Ende bemerken wir gleich, dass die Eckpunkte des 
Coordinatendreiecks Fixpunkte bei einer cyklischen G, innerhalb der 
G,, sind. Bei der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen bleiben 
auch die Eckpunkte fest bei einer cyklischen G,. Man hat somit das 
linke Glied dieser Gleichung mit der oben geschriebenen Form (5) zu 
identificiren. Nun hat man 


— (0, + 4SF, H,) = 2° + (8A—9) tay + 30222? y? + (6— 2A)asy 
+ # [at(A — 8) + y!(34-+6)] 
— xyf{a'(1-+-a) + y(@1—34)]. 
Diese Form soll vermittelst einer Substitution 
=2, §=ax, y= py 
in die Form 


G+ B0E4En — 150E%Ey? + 10089? + 15 V1 (-+2En) (E— 0) 


*) Was die Normirung der folgenden Ausdriicke anbetrifft, vergleiche man 
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der hdheren ebenen Curven, 2. Aufl., S. 243, 
35* 
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tibergehen. Man erhilt daher unmittelbar die Bedingung 
(4 —8) (21—34) — (384+ 6) (1+4) =0, 
woraus 
(6) 4=3+2iy5. 
Fiir @ und £ ergiebt sich dann 
1IbYl5at = —5+2iyf5, 57f15pt= —5 Ff 2iyd 


unter der hinzutretenden Bedingung, dass 


t 
ap = + Ki 
Damit sind aber auch alle erforderlichen Bedingungen erfiillt. 

Die Gleichung 
(7) 04 + (3+2i/5) SF, H, = 0 
definirt demnach zwei covariante Gebilde der harmonischen C, mit 360 
Collineationen in sich. Dieselben sind nach der Terminologie des 
Hrn. Klein symmetrisch, ob zwar aus der C, zuniichst unter imaginiarer 
Form hergeleitet. 

Dass wir in (6) zwei 4-Werthe gefunden haben, kénnte uns leicht 
zur Ansicht veranlassen, es existiren innerhalb der G,,, 2 Systeme 
gleichberechtigter G,,. Dem ist aber nicht so, wie durch die folgende 
Ueberlegung auseinandergesetzt wird. JF’, und H, sind Hesse’sche 
Covarianten zu einander. Nun kann man natiirlich, statt von F’,, auch 
von H, ausgehen. Dann kommen wir zuniichst zur Hesse’schen Co- 
variante J’; und darauf zu einer Covariante 6. Ordnung 0,', welche 
eine andere als 9, ist. Man muss ersichtlich auch von diesem Aus- 
gangspunkte die 2 4-Werthe (6) erhalten. Man findet aber, dass die 
4-Werthe, welche derselben Curve (7) eugetheilt sind, verschieden sind, 
jenachdem man von F, oder H, ausgeht. 

Von diesem Resultate sei noch die folgende Anwendung gegeben. 
Die harmonische C, hat in Bezug auf zwei Wendepunktsdreiecke, welche 
bei ihrer G,, vertauscht werden, dieselbe Gleichung wie ihre Hesse’sche 
Curve in Bezug auf die zwei anderen Wendepunktsdreiecke. Daraus 
folgt aber nach dem obigen Satz, dass, wenn die C, mit 360 Collinea- 
tionen in sich auf ein soleches Dreieck bezogen wird, ihre Gleichung 
fiir die zwei ersteren and die zwei letzteren verschieden ausfillt. Nun 
giebt es innerhalb der G,, fiir jedes der vier Dreiecke eine G,, bei 
welcher ihre Eckpunkte fest bleiben. Was soeben entwickelt wurde, 
bedeutet offenbar fiir diese G,, dass dieselben auch in der umfassen- 
deren Gruppe G,,) nicht alle gleichberechtigt sind. Hiermit haben 
wir bestitigt, dass es innerhalb der Gy,, 2 Systeme G, giebt, welche 
nicht mit einander gleichberechtigt sind. 
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§ 4. 


Die in der G,,, auftretenden [kosaedergruppen oder zehnfach 
Brianchon’schen Sechsecke. 


Bei der terniiren Ikosaedergruppe bleibt bekanntlich ein Kegel- 
schnitt invariant*). Da es keine héhere endliche lineare Gruppe giebt, 
welche die [kosaedergruppe als Untergruppe enthiilt, so muss jener 
Kegelschnitt, falls die Ikosaedergruppe als Untergruppe einer ebenen 
Collineationsgruppe G,,. auftritt, mit fiinf anderen vertauschbar sein. 
Diese 5 C, schneiden den ersterwihnten Kegelschnitt in 20 Punkten, 
welche eine bei der Ikosaedergruppe invariante Schaar bilden sollen. 
Von solcher Art giebt es aber nur eine einzige Schaar, welche (in iiber- 
tragenem Sinne) die Ecken des Pentagon-Dodekaeders darstellt. Den 5 
Kegelschnitten muss ersichtlich auch ein System von 5 (und nur 5) gleich- 
berechtigten Untergruppen innerhalb der lkosaedergruppe zugeordnet sein. 
Die einzigen diesbeziiglichen Systeme sind aber bekanntlich 5 Tetraeder- 
gruppen oder die in diesen enthaltenen 5 ausgezeichneten Vierer- 
gruppen. Jene Tetraedergruppen sind nun der Art, dass die Ecken 
der zugehérigen Wiirfel paarweise in den 20 Ecken des Pentagon- 
Dodekaeders zusammenfallen**), Die 8 zu einer Tetraedergruppe ge- 
gehérigen Wiirfelecken zerlegen sich nun in die Ecken zweier Tetraeder, 
und man findet die 20 Ecken des Pentagon-Dodekaeders auf 2 Weisen 
in die Ecken von 5 Tetraedern zerlegt. Die Schnittpunkte der 5 oben 
besprochenen C, mit dem Fundamentalkegelschnitte kann man also 
auch auf 2 Weisen wiihlen. Da wir die Existenz der G,,,. schon friiher 
kennen, kénnen wir jetzt die Folgerung ziehen, dass jede ebene 
Ikosaedergruppe als Untergruppe in 2 Collineationsgruppen Gig, ent- 
halten ist. Nun ist bekanntlich die Ikosaedergruppe mit der Gruppe 
der geraden Vertauschungen von 5 Dingen holoedrisch isomorph, Als 
diese 5 Dinge kénnen wir ersichtlich die 5 erwihnten Kegelschnitte 
betrachten. Da aber diese 5 Kegelschnitte in der G5e) mit dem Funda- 
mentalkegelschnitte vertauschbar sind, erhalten wir bei dieser Gruppe 
6 gleichberechtigte C,, und bei der G,,, erleiden offenbar diese Kegel- 
schnitte alle méglichen geraden Vertauschungen. Die Gye. ist also 
mit der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch 
isomorph. 

Wir bezeichnen weiterhin jene C, als ein System von 6 gleich- 
berechtigten Ikosaederkegelschnitten. Die gegenseitigen Verhiltnisse 
dieser C, zu einander sind in vieler Hinsicht sehr merkwiirdig. Je 


*) Beziiglich der terniren Ikosaedergruppe verweisen wir auf Klein, Vor- 
lesungen wiber das Ikosaeder 11: 4 und Clebsch-Lindemann, Vorleswngen iber 
Geometrie Il: 1, 8. 578. 

**) Man sehe Klein a. a. O., S. 19. 
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zwei von ihnen schneiden einander in 4 Punkten, welche auf beiden 
die Verschwindungspunkte einer Tetraederform, mithin mit Aquian- 
harmonischem Doppelverhiiltnisse, liefern. Dies besagt in der Sprache 
der Invariantentheorie, dass die simultanen Invarianten fiir jedes Paar 
der 6 Ikosaederkegelschnitle verschwinden*):. Diese Eigenschaft reicht 
in der That hin, um das ganze System projectivisch zu definiren. 

Betrachten wir zwei Ikosaederkegelschnitte, etwa 1 und 2, so haben 
wir erwahnt, dass jeder in sich bei einer Tetraedergruppe itibergeht, 
welche den beiden Ikosaedergruppen 1 und 2 gemvin ist. Vertauschen 
wir noch 1 und 2, so kommen wir zu einer jene Tetraedergruppe 
enthaltenden Oktaedergruppe, welche wir aus sofort verstindlichem 
Grunde schon im 2. Paragraphen mit (1, 2) bezeichnet haben. Beziehen 
wir nun die Oktaedergruppe auf ein ausgezeichnetes Coordinatendreieck, 
so erhalten wir dieselbe durch die Combination der Zeichenwechsel 
und Vertauschungen der Coordinaten; bei der Tetraederuntergruppe 
tritt die Beschriinkung hinzu, dass die Coordinatenaxen nur cyklisch 
vertauscht werden. Wir erhalten folglich bei der Oktaedergruppe einen 
invarianten Kegelschnitt 


ay? + a = 0; 
bei der Tetraedergruppe aber existiren noch deren zwei: 
e+ jy+Ppe=-0, YP +yPy+je—0, 

welche bei der Oktaedergruppe vertauscht werden. Nur diese 3 Kegel- 
schnitte kénnen bei der Tetraedergruppe in sich iibergehen. Diese 
Gruppe enthilt ja 4 G,, bei deren jeder 3 Punkte der Ebene fest 
bleiben. Ein Kegelschnitt muss aber bei jeder Collineation in sich 2 
feste Punkte besitzen. Jene 12 Fixpunkte bei den G, zerlegen sich 
in 3 bei der Tetraedergruppe sich geschlossen permutirende Systeme von 
je 4. Die 3 invarianten Kegelschnitte gehen durch je 2 von diesen 
Systemen. Man kann so von der Tetraedergruppe zu 3 Oktaedergruppen 
hinaufsteigen, bei denen je ein System von 4 Punkten geschlossen 
bleibt, die beiden anderen aber sich vertausclien lassen. In dem oben 
erwahnten Falle enthalt der Ikosaederkegelschnitt 1 acht von jenen 
Fixpunkten, welche wir als Dodekaederecken bezeichneten; der 
Ikosaederkegelschnitt 2 geht durch 4 von diesen und noch 4 andere, 
die Pole der Verbindungsgeraden zu derselben G, gehdriger Dodekaeder- 
ecken in Bezug auf 1. Durch letztere Punkte und die 4 anderen 
Dodekaederecken geht der Oktaederkegelschnitt (1, 2). Man ersieht 
hieraus, dass, wenn die Ikosaedergruppe 1 gegeben ist, man auf vollig 
bestimmte Weise die Ikosaederkegelschnitte 2, . .., 6 und die Oktaeder- 
kegelschnitte (1, 2),..., (1, 6) herleitet, dass aber diese Systeme nicht 


*) Man sehe Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 5. Aufl. 
S. 668. ‘ 
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wesentlich verschieden sind. Vielmehr liefern bei der anderen Gog), 
welche die Ikosaedergruppe 1 enthdlt, (1, 2),..., (1,6) Ikosaederkegel- 
schnitte und 2,..., 6 Oktaederkegelschunitte. 

Haben wir somit gefunden, dass jeder Ikosaederkegelschnitt zu 
5 Oktaederkegelschnitten des zugehérigen Systems die Beziehung hat, 
dass die simultanen Invarianten verschwinden, so tritt hierzu der nicht 
minder merkwiirdige Satz, dass der Ikosaederkegelschnitt von den 10 
anderen Oktaederkegelschnitten doppelt beriihrt wird. In der That wird 
jener Kegelschnitt von diesen in 40 Punkten geschnitten, und es giebt 
auf jenem kein anderes bei der Ikosaedergruppe invariantes System 
von 40 Punkten als die Dodekaederecken, doppelt gezihlt. Die be- 
sprochene Thatsache erliutern wir am besten durch das folgende 
Beispiel. Die Ikosaedergruppe 1 und die Oktaedergruppe (2, 3) haben 
mit einander eine cyklische G, gemein, bei welcher die Kegelschnitte 
1, 2,3 fest bleiben, und die Kegelschnitte 4, 5,6 cyklisch vertauscht 
werden, Bei dieser G, bleiben also die Kegelschnitte 1,2, 3, (1, 2), 
(1, 3), (2,3) invariant. Jeder von diesen muss durch 2 von den 3 
Fixpunkten bei der G, gehen, wobei die Tangenten den 3. Fixpunkt 
enthalten. Je 2 von den 6 Kegelschnitten sollen also einander doppelt 
ae Die einzige mégliche Zuordnung in dieser Hinsicht ist: 

1, (2, 3); 2, (1, 3) und 3, (1, 2), was auch daraus ersichtlich wird, dass 
z. B. din Gruppen 1 und (2,3) noch 3 Operationen von der Periode 2 
gemein haben, bei welchen die Kegelschnitte 2 und 3 und auch die 
beiden gemeinsamen Fixpunkte bei der G, permutirt werden. 

In den bisherigen Erérterungen spielen die 60 Schnittpunkte der 
Ikosaederkegelschnitte 1,...,6 eine ausgezeichnete Rolle. Dieselben 
erhalten wir als Fixpunkte derjenigen cyklischen G,, bei denen 3 Kegel- 
schnitte fest bleiben, und die 3 anderen sich cyklisch vertauschen. 
Nun giebt es in der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen 
auch ein anderes System von 20 G,; bei diesen permutiren sich die 
die 6 Dinge cyklisch zu je drei, und keine bleiben fest. Letzteres 
G,-System steht aber in genau derselben Beziehung zu dem anderen 
System von Ikosaedergruppen und Oktaedergruppen, welches in der 
Goo enthalten ist. 

Zwei Ikosaederkegelschnitte, welche verschiedenen Systemen angehoren, 
beriihren einander doppelt. Die einzigen Systeme von 6 gleichberechtigten 
Untergruppen innerhalb einer Ikosaedergruppe hat man nimlich in 6 
G, oder in 6 diedrischen G,); diese miissen also in der G5, den 6 
Rissacdorguepeen des anderen Systems zugeordnet sein. Das einzige 
System von 4 invarianten Punkten bei einer solchen G, oder G,, 
erhilt man in den doppelt gezihlten Fixpunkten bei der G,, welche 
wir (nach raumlichem Analogon) Ikosaederecken nennen. Daraus ergiebt 
sich unmittelbar der obige Satz, welchen wir dahin pricisiren kénnen, 
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dass ein Ikosaederkegelschnitt von den 6 Ikosaederkegelschnitten des 
anderen Systems in je 2 zu derselben G, gehirigen TIkosaederecken 
beriihrt wird. 

Ein leichtes Mittel, um die vorhergehenden Resultate zu bestiitigen 
und neue abzuleiten, gewahrt uns der 2. Paragraph. Wir haben nim- 
lich dort die Ausdriicke X, Y, Z, welche, gleich Null gesetzt, die 
Axendreiecke der verschiedenen Oktaedergruppen definiren, zusammen- 
gestellt. Die zugehérigen Oktaederkegelschnitte werden nun durch die 
Gleichungen 

X?+ Y?+ Z?=0 
bestimmt, und die Ikosaederkegelschnitte durch 
X4j¥7+F4'=0, X*4 FV? 4jZ*=0, 
wobei aber jeder Ikosaederkegelschnitt 6 Mal erhalten wird. Da wir 
also die Gleichungen der Kegelschnitte kennen, kénnen wir folglich 
leicht ihre Beziehungen zu einander analytisch studiren. 

Bei der terniren Ikosaedergruppe sind die invarianten Gebilde 

niedrigster Ordnung der Fundamentalkegelschnitt 


(1) A=zy+2=—0 
und die Bring’sche Curve*) 
(2) B= xy’ — 2(a+y°) — 22?a?y? + 82tay = 0, 


wobei die Ecken des Coordinatendreiecks Fixpunkte bei einer cyklischen 

G, liefern. Statt (2) wihlen wir das aus 6 Geraden (Verbindunglinien 

je zweier Ikosaederecken) bestehende Gebilde 

(3) A’— B= B, = 2(e+y'+ Seay? —5aiayte’) = 0. 

Wir fragen nun nach einem Gebilde 

(4) AS + 1B, = 0, 

welches 360 Collineationen in sich gestattet. Zu dem Ende bemerken 

wir, dass es in der That 2 Gebilde dieser Art geben muss, weil, wie 

oben hervorgehoben wurde, man von der Ikosaedergruppe zu 2 Gruppen 

Gg. aufsteigen kann. Weil aber in der Gy. alle G, mit einander 

gleichberechtigt sind, miissen jene 2 Gebilde mit Beibehaltung des 

Coordinatendreiecks in einander iibergefiihrt werden kénnen. Wir 

sollen also 4, und A, so bestimmen, dass die Form 

ay? + ay 2(a>+-y>) + (8454,) Pay? + (3—5A,) stey + (1A,)2! 

durch eine Substitution 

wan, Y= py, = ye 

in die Form 
wy 3 dye’ (a+ y) + (B-+54,)e 2a ty’? + (85a) te’ 

+ (1+a,) 2° 


*) Vgl. Klein a, a. O., 8. 217. 
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iibergefiihrt wird. Setzen wir . 


2 

"ah 

so ergeben sich unmittelbar die Gleichungen: 
(83+54,)8 =3+54,, 

(5) (3—5A,)0? == 3 — 5A, 
(I 4,09 = 14 a, 


Die Liésungen dieses Systems geben wir hier: 





—T+iVi5 
= eng 
. —9F3iV15 
6) a, ESN, 
a, = 9 +33 | 
or 20 


Alle iibrigen Bedingungen finden wir erfiillt, wenn 


ri 
axB=l, re, 
weil eben 


1,\2 
;) =, 


Haben wir nun in (4) 2 = A, oder 4,, so kénnen wir diese Gleichung 
durch die Substitution 


(7) J= we bez. eit 

auf eine Gestalt mit lauter reellen Coefficienten bringen. Wir ersetzen 
zuniichst 2’ durch zg und erhalten hiernach die folgende Normalgleichung 
der C, mit 360 Collineationen in sich 

(8) 10a%y3 + 92(a'+y°) — 45 22a? y? — 1352! zy + 2725 = 0. 
Betrachten wir nun die Gleichung (8), so ist es zunichst unbestimmt, 
durch welche der Substitutionen (7) man dieselbe erhalten habe. Gehen 


wir zu den inversen Substitutionen zuriick, so erhilt man 2 Funda- 
mentalkegelschnitte (1) 


100A? xy + 812? =0 (A= A,, A.) 
oder nach Einfiihrung der durch (6) gegebenen A-Werthe 
(9) 622 — (1+ if 15) cy = 0. 


Hier haben wir 2 Ikosaederkegelschnitte, welche innerhalb der Geo 
nicht gleichberechtigt sind. Die zugehérigen Ikosaedergruppen kénnen 
wir (nach den zu Anfang dieses Paragraphen citirten Abhandlungen) 
direct aufschreiben, und sodann durch Combination derselben die 
ganze Gogo. 
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Wir wiinschen nun die obige Gleichung (8) auf die Form (8) des 
2. Paragraphen zu reduciren. Zu dem Ende bemerken wir, dass die 
Gerade x — y = 0 eine Symmetrieaxe und der Punktz +y=z=O0 
das zugehérige Centrum fiir die Curve (8) liefern. Wir benutzen des- 
halb zuerst die Substitutionen: 
22—a+y, 2y¥—24-—y, &o=—2, 

und erhalten darnach die Gleichung 
(10) (2a'?+62' 2’ —32"*) (5a *—64'52+3a' 22? — 184' 23—92'4) 

+ y/?(— 302’ 4+ 180432’ + 902 22°? + 1352'4) 

+ y 4(30a'?+ 902’ 2 — 452’*) — 10y*§ = 0. 
Wir haben nun als neue Coordinatenecken auf y’ =—0 die Punkte 
222+ 6222 — 322 =0 zu wihlen. Sodann bringt man die Glei- 


chung der Curve auf die gewiinschte Form (abgesehen von einem 
numerischen Factor) durch die Substitutionen: 


(11) = a[2e'+ 2 (3—/15)], y= 62e+23+715)], b=y, 

wobei die Bedingungen: 
4+Vi5 4—Vi5 1 

(12) tan SET pt 

gelten. Damit ist dann die Identitit der auf véllig unabhingige Weisen 

abgeleiteteun Gleichungen der C, mit 360 Collineationen in sich bestitigt. 


§ 5. 
Weitere Eigenschaften der zur G,,,. gehérigen Configuration. 


Wir wollen hier die verschiedenen ausgezeichneten Punkt- oder 
Geraden-Systeme betrachten, welche bei der G5,. auftreten. Im All- 
gemeinen permutiren sich 360 Punkte oder Gerade in der Ebene als 
ein geschlossenes System; solche Punkte aber, welche bei » Collinea- 


tionen der G,,, fest bleiben, geben zu einem System von ~ n-fach 


gezihlten Punkten Anlass, und ein Gleiches gilt natiirlich fiir die 
Geraden. Um dergleichen Systeme zu ermitteln, suchen wir die Be- 
schaffenheit der Fixpunkte bei den cyklischen Gruppen. 

In der Gye. treten 36 cyklische G, auf; es gehéren nimlich deren 
6 zu jeder Ikosaedergruppe, und zwei solche G,. desselben Systems 
haben keine G, gemein. Man erhilt dieselben durch die cyklischen 
Vertauschungen von 5 unter den 6 Fundamentalkegelschnitten. Bei 
diesen 36 G, hat man insgesammt 108 Fixpunkte, welche zwei sich 
geschlossen permutirende Systeme von 72 bez. 36 Punkten bilden. 
Von den 3 Fixpunkten bei einer G, sind namlich 2 gleichberechtigt 
und permutiren sich bei den symmetrischen Collineationen einer 
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diedrischen G,o. Jene 72 Punkte bilden die Ikosaederecken der Funda- 
mentalkegelschnitte. Dieselben sind auch nach Gl. (8) des vorigen Para- 
graphen Wendepunkte der Fundamentalen C,, wobei stets je eine Tan- 
gente in 2 Wendepunkten beriihrt. Die C, besitzt folglich 36 doppelte 
stationdre Tangenten. Man beweist auch leicht nach den Pliicker’schen 
Formeln, dass eine C, ohne Punktsingularitiiten genau 72 Wende- 
punkte besitzt. 

Im geschlossenen System von 36 Punkten bleibt jeder bei einer 
diedrischen G,, fest. Jeder Ikosaedergruppe sind 6 von diesen Punkten 
zugeordnet, welche ein zehnfach Brianchon’sches Sechseck bilden. 
Den beiden Systemen von je 6 Ikosaedergruppen entspricht die merk- 
wiirdige Eigenschaft, dass jene 36 Punkte auf’ zwei Weisen in sechs 
zehnfach Brianchon’sche Sechsecke zerlegt werden kinnen. Dabei ist ein 
Punkt fiir je zwei zu verschiedenen Systemen gehirende Sechsecke gemein. 
In thnlicher Weise bilden die bei den G, festen Geraden 2 Systeme 
von 72 bez. 36 Geraden, welche sich gegeniiber den 360 Collineationen 
geschlossen permutiren, Das System von 36 Linien besteht aus den 
oben erwihnten doppelten stationiren Tangenten der C,; dasselbe kann 
auf 2 Weisen in 6 zehnfach Pascal’sche Sechsseite zerlegt werden. 

Die G55. enthalt ferner 2 Systeme von je 20 cyklischen G,. Jede 
G, ist innerhalb der Gy, mit einer G,, vertauschbar, welche die 
Collineationsgruppe einer allgemeinen ebenen C, liefert. Man folgert 
leicht, dass die 60 festen Punkte oder Geraden, welche bei den ein- 
zelnen G, jedes Systems auftreten, alle mit einander gleichberechtigt 
sind. Wir haben hier sonach 2 Systeme von je 60 bei der Gey sich 
geschlossen permutirenden Punkten oder Geraden. Jeder von diesen 
Punkten (bez. Geraden) bleibt bei einer diedrischen G, fest. Man 
beweist leicht, dass die fraglichen Fixpunkte nicht auf der funda- 
mentalen C, liegen. Von denselben befinden sich nimlich 20 (die 
Dodekaederecken) auf jedem Ikosaederkegelschnitte, und die C, kann 
aus diesem Kegelschnitte nur 12 Punkte (die Ikosaederecken) aus- 
schneiden. 

Endlich haben wir 45 Collineationen von der Periode 2. Die zu- 
gehérigen Perspectivitaétscentren und Axen sind im 2, Paragraphen 
gegeben. Jede G, ist Untergruppe einer eyklischen G,, bei welcher 
ausser dem Perspectivitiitscentrum noch 2 Punkte auf der Perspectivi- 
titsaxe fest bleiben. Wir haben ebenfalls im § 2 gefunden, dass 
letztere Punkte auf der fundamentalen C, liegen. Die 270 Punkte der 
C,, welche auf den 45 Perspectivitiitsaxen liegen, zerlegen sich also in 
zwei bei der G,,, sich geschlossen permutirende Systeme. Das eine 
System besteht aus 180 Punkten, das andere aus 90 Punkten, welche 
letztere die Fixpunkte bei den cyklischen G, darstellen. 

Nach Cayley liegen auf einer allgemeinen ebenen Curve n'* Ord- 
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nung (12m — 27) Punkte, in denen ein Kegelschnitt mit der C, 
6 consecutive Schnittpunkte haben kann*). Solcher Punkte, welche 
man auch sextactische Punkte nennt, giebt es also auf der C, 270. Da 
die C, sich zu jeder Perspectivitiitsaxe symmetrisch verhilt, ist es leicht 
zu zeigen, dass die 270 auf diesen Axen liegenden Punkte sextactisch sind. 

Durch die Operationen der nun aufgezihlten cyklischen Gruppen 
zusammen mit der Identitait ergiebt sich die Gesammitzahl der 360 
Collineationen. Wir haben in der That fiir die Perioden 2, 3, 4,5 die 
beztigliche Zahl der Collineationen: 45, 80, 90, 144. 

Wir haben auch das Resultat gewonnen, dass es auf der funda- 
mentalen C, 3 besonders ausgezeichnete Systeme von Punkten giebt, welche 
sich bei der Gye geschlossen permutiren. Dieselben bestehen aus den 72 
Wendepunkten und aus 2 Systemen sextactischer Punkte, fiir deren Zahl 
wir soeben 90 und 180 gefunden haben. Alle anderen der G,,. gegen- 
iiber geschlossenen Punktsysteme der C, bestehen aus 360 getrennten 
Punkten. 

An Diedergruppen giebt es innerhalb der G,,,. 36 G,,, zwei Systeme 
von je 60 G, und 45G,. Dazu kommen noch als Untergruppen dieser 
G, zwei Systeme von je 15 Vierergruppen. Um diese Zahlen aufzu- 
finden, brauchen wir nur die cyklischen ausgezeichneten Untergruppen 
der fraglichen Diedergruppen zu betrachten. Von den 3 festen Punkten 
(uder Geraden) bei jenen cyklischen Gruppen miissen 2 bei der Dieder- 
gruppe vertauscht werden, der dritte aber muss fest bleiben. Wir haben 
die diedrischen G,, auf die 36 doppelten Wendetangenten der funda- 
mentalen C, bezogen, und gleicherweise die diedrischen G, auf die 120 
festen Geraden bei den G, und die diedrischen G, auf die 45 Per- 
spectivititsaxen. Die Collineationen innerhalb der fraglichen Dieder- 
gruppen, welche nicht jenen cyklischen Untergruppen angehéren, sind 
von der Periode 2, und es ist sofort geometrisch einleuchtend, dass 
ihre Perspectivitiitscentren auf der bei der beziiglichen Diedergruppe 
festen Geraden liegen miissen. 

Man erhilt nun den Satz, dass die 45 Perspectivitiitscentren so 
geordnet sind, dass jede Gerade, welche zwei Centren zusammenbindet, 
wenigstens ein drittes enthdlt. Den Diedergruppen entsprechend haben 
wir ja 36 Gerade durch 5 Centren, 120 durch 3 und 45 durch 4 
Centren. Diese miissen 


10-36+3-12004+6.45— “4: 


Verbindungsgerade je zweier Centren liefern. Das ist aber auch die 
Gesammtzahl solcher Geraden. Der dualistisch entsprechende Satz 
gilt natiirlich fiir die Perspectivitiitsaxen. Man erweist auch, dass 
durch jedes Perspectivitiitscentrum 4 Gerade gehen, welche 4 andere 


*) Philosophical Transactions 155 (1854), S. 545. 
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Centra enthalten, und gleicherweise 8 bez. 4 Gerade, welche durch 
2 bez, 3 andere Centra gehen, oder dass jede G, als Untergruppe 
in 4 diedrischen G,, und 8 diedrischen G, und (nicht ausgezeichnet) 
in 4 Diedergruppen G, enthalten ist. 


§ 6. 
Die fundamentale C,. Das System der Covarianten. Schlussbemerkungen. 


Wir haben bereits verschiedentlich eine Curve der 6. Ordnung 
gefunden, welche bei der Gesammtheit der 360 Collineationen in sich 
iibergeht. Da diese C, keine Doppelpunkte besitzt, ist ihr Geschlecht 
p= 10. Damit ist freilich noch nicht bewiesen, dass bei der Gacy 
keine Curve von niedrigerem Geschlechte in sich tbergefiihrt wird. 
Indessen liisst sich das fragliche Resultat vermittelst von Hrn. Hurwitz 
gegebener Beweismethoden leicht herleiten*). Wir kénnen also den 
Satz aussprechen, dass die Gruppe der 360 geraden Vertauschungen 
von 6 Dingen zum Geschlechte p = 10 gehért. 

Die Gleichung unserer C, haben wir im 4, Paragraphen durch 
(1) Fy = 10a%y + 92(25+ y*) — 45222? y? — 13524xy + 272° = 0 
gegeben. Wollen wir diese Curve mit Riicksicht auf die Realitiits- 
verhiiltnisse untersuchen, so substituiren wir zuniichst fiir 2 und y die 
Ausdriicke 2 + iy bez. 2 — iy und erhalten die Gleichung 


(2) 10(a?+-y?)3 + 1822(a'— 10z*y?+ 5y') — 452?(a*+ y’*)? 
— 135¢4(a?+-y?) + 2726 = 0. 

Diese Curve besitzt zwei reelle Ziige. Betrachten wir = 0 als die 
unendlich ferne Gerade, so erhalten wir ein inneres fast kreisformiges 
Oval und einen fiusseren dasselbe umschliessenden Zug, zu welchem 5 
gewohnliche Doppeltangenten und 5 in je 2 Punkten stationiir beriihrende 
Tangenten mit reelien Beriihrungspunkten gehéren. Man erschliesst 
hieraus, dass die Gleichung (2) auf 5 Weisen durch reelle projectivische 
Transformation in die Form (1) tibergefiihrt werden kann. 

Die Form F, bleibt bei der ganzen Gruppe der 1080 homogenen 
Substitutionen von der Determinante 1 schlechthin invariant, d. h. 
erhilt auch keinen hinzutretenden numerischen Factor. Wir wissen 
ja von vornherein, dass dieser Satz bei jeder in der Gesammtgruppe 
enthaltenen Oktaedergruppe oder Ikosaedergruppe gilt. Weil aber die 
Gjos9 durch Combination zweier solecher Gruppen erzeugt werden kann, 
muss der Satz allgemein wahr sein. 

Natiirlich muss nun auch jede Covariante der C, bei der Collinea- 
tionsgruppe Gg. unverandert erhalten bleiben. Eine solche Covariante 


" Man sehe Hurwitz, Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transforma- 
tionen in sich. Math, Ann. Bd. 41. 
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ist erstlich die Hesse’sche Determinante der Form F,, fiir welche wir 
die Bezeichnung einfiihren wollen: 
or OF ar | 
Oz® ? Oxdy’ Gx dz | 
@F OF @F | 
(3) 20250 Hm Faay? ay? ayaa |’ 
OF @F 2F | 
Oz0z2’ dyds’ d# 
Lassen wir F, durch (1) gegeben sein, so erhalten wir in ausge- 
rechneter Form: 
(4) H= 38a%y® + 4682? a> y° — 3375 24atyt + 10802%z5y3 
— 121522? y? — 43742" ry — 7292"? 
+ 2(x°+ y*) [— 9023 y® — 10802? a? y? + 3242'xy — 2916 2°] 
+ (2+ -y") [— bay + 92". 
Die Hesse’sche Curve H = 0 schneidet bekanntlich auf der C, die 72 
Wendepunkte aus. Wir haben auch im vorigen Paragraphen gefunden, 
dass diese Punkte das einzige gegeniiber der G,,. invariante System 
von 72 Punkten auf der C, bilden. Man hat folglich keine andere 
unabhingige Covariante 12. Ordnung. Nun kennen wir ja schon in 
den beiden Systemen von je 6 Ikosaederkegelschnitten 2 derartige 
covariante Gebilde. Diese miissen wir also durch 2 Gleichungen von 
der Form 
(5) H+ eF2= 
definiren kénnen. Um die fraglichen w Werthe zu bestimmen, bemerken 
wir, dass durch die Gleichung (9) des 4. Paragraphen 
62? —(1 + iy 15) zy = 0 
ein Kegelschnitt jedes Systems gegeben ist. Damit einer von diesen 
Kegelschnitten in (5) enthalten sei, muss 
(6) ind 2 a Vi5 
sein. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Fiir diese u-Werthe 
enthalt natiirlich (5) auch die 5 anderen Kegelschnitte des beziiglichen 
Systems. 
Wir bilden uns ferner die Covariante: 
oF @F @F oH) 
Oz?’ Qxdy’ Odxdz’? Ox | 
er @F @F oH 
dxoy’ dy?’ dye2’ oy 
@F @F @#F @dH| 
0x02’ Oyds? as? Gz 
| oH aH aH 4 | 
oz? Oy’ O08 | 
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Der Complicirtheit halber geben wir diese Covariante nicht in aus- 
gerechneter Form. Jedenfalls iiberzeugt man sich leicht, dass ® = 0) 
nicht durch den Punkt = z=—0 geht, und dass also ® nicht als 
eine Function von F uud H ausgedriickt werden kann. Die Curve 
® = 0 ist von der 30. Ordnung und muss demnach die fundamentale 
C, in einem gegeniiber der Go. invarianten System von 180 Punkten 
schneiden. Von derartigen Punktsystemen kennen wir aber zwei, 
nimlich das System von 180 sextactischen Punkten und das doppelt 
gezihlte System von 90 sextactischen Punkten. Weil die sex- 
tactischen Punkte auf den Perspectivitiitsaxen belegen sind, muss 
ersichtlich jede bei der G5,, invariante Curve, welche auf der C, ein 
System von sextactischen Punkten ausschneidet, in diesen Punkten 
eutweder Doppelpunkte besitzen oder auch die Tangente durch das 
beziigliche Perspectivititscentrum schicken, es sei denn, dass die frag- 
liche Curve alle 45 Perspectivititsaxen entbilt. Da Letzteres offenbar 
hier nicht der Fall sein kann, so ersehen wir, dass die Curve ® = 0 die 
Cy im System von 90 sextactischen Punkten beriihren (oder auch dort- 
selbst Doppelpunkte besitzen) muss. 

Eine neue Covariante finden wir in der Functionaldeterminante 
von fF, H und 9: 

|oF aH 90) 
| Oz’? Ox’ Ox | 
x OF cH 040} 
®) ¥= lay? ay? ay |’ 

|0F ¢@H 00 

oe? O22 
Die Curve ¥ = 0 stellt die 45 Perspectivitdtsaxen dar. Dies folgt ein- 
fach daraus, dass die zu den Curven des Netzes 

aF" + pH' + 7%? =0 
gehérigen Tangenten, deren Beriihrungspunkte auf jenen Axen liegen, 
stets durch die zugehérigen Perspectivitiitscentren gehen. 

Wir behaupten nun, dass durch F, H, ® und ¥ das vollstindige 
System der Covarianten gegeben sei. Man kann ersichtlich die Con- 
stante 2 so bestimmen, dass die Curve 
(9) H®+iev’?=0 
ein beliebiges gegeniiber der Gg. sich geschlossen permutirendes System 
von 360 Punkten auf der C, ausschneidet. Wir kénnen nun einer 
beliebigen covarianten Curve Q = 0 ein Aggregat von der Form 
(10) >) = Heo yr | | (He + 4.0% =0 

i=1 
zuordnen, welches dieselben Schnittpunkte mit der C, besitzt. Darauf 
bestimmen wir die Constante w in der Weise, dass die Curve 
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(11) Q—vwz=—0 

noch einen weiteren Schnittpunkt mit der C, erhilt. Weil aber das 
System der Schnittpunkte schon vorher vollstandig gegeben war, muss 
die C, in irgend welcher Multiplicitét einen Bestandtheil der Curve (11) 
bilden, Wir erhalten demnach 

(12) Q=ert+ F,PQ,. 

In abnlicher Weise kénnen wir jetzt die Form Q, zerlegen. Fahren 
wir fort, so miissen wir schliesslich die Form Q durch &, H, ® und ¥ 
ausgedriickt erhalten. Hiermit ist aber auch die behauptete Vollstiandig- 
keit des Formensystems erwiesen. 

Fiir einen gewissen Werth von 2, sagen wir 4 = 4,, beriihrt die 
Curve (9) die C, im System der 180 sextactischen Punkte. Unter 
Beibehaltung der obigen Beweismethode kénnen wir nun Y? durch 
F, H und © ausdriicken. Dabei ist das von F’ unabhiingige Glied 
von der Form; 

uy, O(H® + 2, 0%). 
Zwischen den vier Formen des volistiéndigen Systems besteht also eine 
identische Relation, welche ¥? durch die 3 anderen ausdriickt. 

Durch die innerhalb der G,,,. auftretenden gleichberechtigten Unter- 
gruppen von je 6 Ikosaedergruppen, 10 G,, und je 15 Oktaedergruppen 
wird die Aufmerksamkeit auf gewisse Normalgleichungen von der 6., 
10. und 15. Ordnung hingelenkt. Weil aber die Aufstellung der be- 
treffenden Gleichungen nicht ohne Schwierigkeit zu sein scheint, und 
iiberdies verschiedene interessante Fragestellungen hinzukommen, wollen 
wir dieselben erst in spiiteren Untersuchungen behandeln. 


Lund, November 1895. 
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Notiz tiber die Discontinuitaét gewisser Collineationsgruppen. 
Von 


Rosert Fricke in Braunschweig. 


Es giebt bekanntlich oo* reelle Collineationen einer eintheiligen 
nicht-zerfallenden Curve zweiten Grades C, in sich. Diese Collinea- 
tionen bilden eine Gruppe, und die in letzterer enthaltenen discon- 
tinuirlichen Untergruppen ohne infinitesimale Substitutionen liefern, 
in andere Gestalt umgesetzt, die in der Theorie der eindeutigen auto- 
morphen Functionen auftretenden Hauptkreisgruppen. Diese Gestalts- 
inderung der Gruppen kommt darauf hinaus, dass die Collineationen 
der Curve C, in sich in linear-gebrochene Substitutionen einer com- 
plexen Variabelen € umgesetzi werden. 

Fiir gewohnlich stellt man nun die nihere Untersuchung der 
Gruppe in der ¢-Ebene an. Es ist aber fiir die Discussion gruppen- 
theoretisch-geometrischer Fragen fast tiberall zweckmissiger, die Ebene 
der C, beizubehalten. Diese Ebene wird durch die C, in zwei Theile 
zerlegt, das Innere der C, (von wo aus keine reellen Tangenten an die 
C, gezogen werden kénnen) und den ausserhalb der C, gelegenen Theil. 
Es ist zweckmissig, hierbei der Curve C, die Gestalt einer Ellipse 
zu geben. Ist nun eine Gruppe [ unserer Art ohne infinitesimale Sub- 
stitutionen vorgelegt, so ist dieselbe bekanntlich im Innern der C, 
eigentlich discontinuirlich, d. h. sie besitzt dort einen endlichen Dis- 
continuitiitsbereich. Es war aber bislang eine offene Frage, in wie 
weit der gleiche Charakter der Gruppe ausserhalb der C, gewahrt 
bleibt. Die hier eintretenden Verhiltnisse sollen in den folgenden 
Zeilen entwickelt werden. Der Einfachheit halber nehmen wir an, 
dass die Gruppe sogenannte Collineationen zweiter Art (d. i. solche, 
bei denen eine Umlegung der Winkel in der Ebene der C, stattfindet) 
nicht enthalt. 

Man hat nun zu unterscheiden, ob die Gruppe [ auf der Curve 
C, selber eigentlich oder uneigentlich discontinuirlich ist. In letzterem 

Mathematische Annalen, XLVII. 36 
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Falle ist die C, allenthalben dicht von Fixpunkten hyperbolischer Sub- 
stitutionen von [ bedeckt, und man kann leicht zeigen, dass dasselbe 
von dem gesammten ausserhalb der C, verlaufenden Theile der Ebene 
gilt. Die Gruppe ist demnach ausserhalb der C, nirgends eigentlich 
continuirlich. 

Ist die Gruppe auf der C, selber eigentlich discontinuirlich, so 
sind die hier eintretenden Verhiltnisse die folgenden. Der Dis- 
continuitatsbereich von [ auf der C, besteht aus m Segmenten 
S,) Sxy.+-) Sn, WO” jede beliebige positive ganze Zahl > 0 sein kann. 
Das einzelne dieser Segmente s; besitzt endliche Bogenlinge und seine 
beiden Endpunkte sind durch eine hyperbolische Substitution V; der 
Gruppe auf einander bezogen. Indem wir auf s, sowohl Vi wie Vi-* 
unbegrenzt oft ausiiben, entspringt eine zusammenhingende Kette von 
beiderseits unendlich vielen mit s; iiquivalenten Segmenten, welche ein 
grésseres Segment S, auf C, bilden; die Endpunkte von S, sind hyper- 
bolische Fixpunkte, naimlich die zu V, gehérenden. Wir denken uns 
in entsprechender Weise von s,, S,,..., S, aus die » Segmente 
S,, S,,..-+, S, gebildet. 

Denken wir nun auf s,. ..., Ss, oder sogleich auf S,,..., S, die 
gesammten Substitutionen der Gruppe angewandt, so erscheint die 
Ellipse C, allenthalben von Segmenten S bedeckt, von denen zugleich 
keine zwei tiber einander greifen. Haben wir die Gruppenerzeugenden 
nur erst eine endliche Anzahl von Malen ausgeiibt, so liegen die bis 
dahin erreichten Segmente S,,..., S,, S,4i,..-, Sn durchgingig 
isolirt, so dass zwischen ihnen noch m Intervalle frei bleiben, in 
welchen die weiter folgenden Segmente Platz finden. Wie man sieht, 
wiichst bei Fortfiihrung des Processes die Anzahl der noch frei bleiben- 
den Liicken ins Unendliche, wobei die einzelne Liicke unbegrenzt kleine 
Bogenlinge bekommt. Die Grenze, dem das System der Liicken 
schliesslich zustrebt, bildet solcherweise ein eigenartiges Punktsystem 
auf der C,, welches wir als das System der Grenzpunkte der Gruppe T 
bezeichnen. Man kann sagen, dass dieses System aus allen hyper- 
bolischen Fixpunkten auf C, und deren Héufungsstellen besteht. Nirgends 
kommt es vor, dass Grenzpunkte von [ auf C, ein endlich ausgedehntes, 
wenn auch noch so kleines Bogenstiick iiberall dicht bedecken. 

Ist S; irgend eines der unendlich vielen Segmente S und gehort 
zu diesem Segment die hyperbolische Substitution V;, so werden die 
beiden Endpunkte P und Q von S; als Fixpunkte von V; zum System 
der Grenzpunkte gehéren. Ausserhalb S; finden sich hart an P (bez. Q) 
in jedem noch so kleinen Bogenstiicke von C, unbegrenzt viele weitere 
Segmente S, welche daher gegen P (bez. Q) hin unendlich klein 
werden. Man bemerkt dies leicht, indem man auf endlich entfernte 
Segmente S die Substitution V; (bez. V;-') immer wieder ausiibt. 
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Auf das Verhalten der Gruppe ausserhalb des Kegelschnitts' C, 
schliessen wir nun vermége der Polarreciprocitit. Kinem Punktepaar 
auf C,, oder auch der beide Punkte verbindenden Sehne lassen wir den 
ausserhalb C, gelegenen Pol entsprechen. Doch miissen wir diese 
Vorstellung noch ein wenig ausgestalten. Wir versehen vor allem die 
Sehne mit einem gewissen Richtungssinn, den wir etwa durch einen 
Pfeil andeuten ; die Sehne bekommt solcher- 
art einen Anfangspunkt A und einen End- B 
punkt B (ef. Fig. 1). Wir bezeichnen den 
Richtungssinn als positiv, wenn (wie in 
Fig. 1) sich ein Strahl, der vom Mittel- 0- 
punkt O der Ellipse nach einem die Sehne 
in der Pfeilrichtung durchlaufenden Punkt 
hinzieht, um O entgegengesetzt dem — 

Sinne des Uhrzeigers dreht. Im andern Fig. 1 

Falle heisst der Richtungssinn der Sehne 

negativ. Fiir die durch den Mittelpunkt O selbst hindurchziehenden 
Sehnen wird diese Festsetzung unbestimmt. Wir kénnen auch sagen, 
dass die Sehnen durch den Mittelpunkt den continuirlichen Grenz- 
iibergang darstellen zwischen den Sehnen von positivem Richtungssinn 
und denjenigen von negativem. Um nun beim Uebergang zum Ellipsen- 
fiusseren dieser Maassnahme gerecht zu werden, fassen wir die Ebene 
als eine doppelseitige Fliche auf. Indem wir die Ebene etwa horizontal 
gelegen denken, mdgen den Sehnen mit positiver Pfeilrichtung die 
Punkte der oberen Seite entsprechen, wihrend die Punkte der unteren 
Seite vou den Sehnen mit negativem Richtungssinn geliefert werden. 
Beide Belegungen der Ebene hiingen dabei lings der unendlich fernen 
Geraden der Ebene mit einander zusammen und bilden solchergestalt 
ein Continuum*). Indem wir also z. B. lings einer geraden Linie die 
unendlich ferne Gerade iiberschreiten, gelangen wir von der einen 
Seite der Ebene zur andern; erst nach zweimaligem Ueberschreiten der 
unendlich fernen Geraden kénnen wir die fragliche Linie zu einer ge- 
schlossenen ausgestalten. 

Ks sind nun erstlich einige Entwicklungen zu geben, welche fiir 
beide Belegungen der Ebene gleichmiissig gelten, und bei denen wir 
demnach nicht zwischen den beiden Seiten der Ebene zu unterscheiden 
brauchen. Wir markiren auf der Ellipse C, m Segmente S,, S,,..., Sin 
von f und kénnen dabei (wie eine eingehende Betrachtung zeigt) m 


*) Die hiermit beschriebene Auffassung der Ebene der projectiven Geometrie 
als einer Doppelfliiche ist auch fiir viele andere Untersuchungen von principieller 
Bedeutung. Der Verf. verdankt diese Auffassung einer brieflichen Mittheilung 
von Hrn. Klein; siehe auch dessen Darlegungen in Bd. 7 der Mathem. Annalen 
pag. 550 (1874), 


36* 
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SO gross annehmen , dass die zwischen den Segmenten noch frei bleiben- 
den Liicken in Summa eine beliebig kleine Bogenlinge besitzen. Aus 
jenen m Segmenten greifen wir nun zwei, S; und S,, auf und bilden 
alle oo? Sehnen, welche Punkte von S; mit solchen von S, verbinden. 
Die zugehérigen oo? Pole erfiillen ausserhalb C, einen leicht anzugeben- 
den Bereich. Ist nimlich erstens k =i, d. h. sind beide Segmente 
S; und §&; identisch, so erfiillen die Pole eine etwa durch £; zu be- 
zeichnende Ecke, welche durch S; und die beiden Tangenten in den 
Endpunkten von S; eingegrenzt ist. Ist hingegen i2k, so stellen 
jene co? Pole die simmtlichen Punkte eines Vierecks 7;, dar, welches in 








Fig. 2. 


der durch Figur 2 angezeigten Weise aus den Tangenten in den End- 
punkten von S; und S; eingegrenzt ist. 


Den m Segmenten S,,..., 8, entsprechen nun m Ecken £; und 
aie) Vierecke 7;;. Diese ae) Bereiche verlaufen durchaus 


isolirt, indem rings um ‘den einzelnen herum ein Intervall frei bleibt; 
dies folgt ohne weiteres aus den friiheren Angaben tiber die Abfolge 
der Segmente S auf der C,. Aber wir kinnen m so gross annehmen, 
dass der ausserhalb der C,, jedoch im Endlichen verlaufende Theil der 


Ebene, welcher noch frei von den ser) Bereichen E;, 7; bleibt, 
beliebig kleinen Gesammtinhalt bekommt. 


Die merkwiirdige hiermit gewonnene Viereckstheilung wolle man 
nun noch etwas mehr ins einzelne verfolgen. Wir denken dabei m 
iiber alle Grenzen wachsend, so dass der ausserhalb C, verlaufende 
Theil der Ebene von unendlich vielen Bereichen E,, 7;; bedeckt ist, 
die nicht mit einander collidiren, aber auch kein endliches Intervall 
zwischen sich frei lassen. Geht man iiber irgend eine Seite eines 
Vierecks 7, hinaus, so kommt dies darauf hinaus, dass wir bei fest- 
gehaltenen S; an Stelle von S, benachbarte Segmente treten lassen. 
Die obigen Angaben iiber das Aussehen der Segmenttheilung von C, 
hart an der Grenze eines einzelnen Segmentes S liefern hierbei die 











Discontinuitit gewisser Collineationsgruppen. 561 


folgenden Sitze: Bei Ueberschreiten einer Seite von T,, treffen wir in 
jeder Nihe auf weitere Vierecke, welche die Verliingerungen der beiden 
anliegenden Seiten von T;, wieder zu Gegenseiten haben; in unmittelbarer 
Nachbarschaft von T;, werden diese sich anschliessenden Vierecke siimmt- 
lich unendlich schmal, und es liegen ihrer immer unendlich viele in 
einem endlichen am Rande von Tj, eingegrenzten Streifen. Diese Ver- 
hiltnisse kehren fiir jedes in endlichem Processe erreichbare Viereck 
unserer Kintheilung und fiir jede seiner Seiten wieder. Noch unmittel- 
barer ergiebt sich tibrigens die Lage der Ecken £,, E,,... aus der 
Lage der Segmente S,, S,,... auf C,. 

Mit Hiilfe der vorstehenden Entwicklungen ist es leicht, endgiiltige 
Angaben iiber die Lage der hyperbolischen Fixpunkte der Gruppe zu 
machen. Zuvirderst stellen die ausserhalb C, gelegenen Eckpunkte der 
Ecken E, , E,,... unendlich viele hyperbolische Fixpunkte dar, welche sich, 
den n Segmenten S,, S,,..., Sa entsprechend, in n Classen anordnen. 
Aber hiermit sind in keiner Weise die gesammten hyperbolischen Fix- 
punkte der Gruppe erschépft; betreffs der noch fehlenden Punkte dieser 
Art ergiebt sich aus der Kigenart der Segmenttheilung von C, folgendes: 

Das Innere jedes Vierecks E;, sowie auch jeder von dessen Eck- 
punkten endlich entfernte Randpunkt ist frei von hyperbolischen Fixpunkten 
und von solchen endlich entfernt; in jeder noch so kleinen Umgebung 
jedes Eckpunktes eines Vierecks finden sich unbegrenat viele hyperbolische 
Fiaxpunkte. 

Es fragt sich nun, was wir als System der Grenzpunkte oder kurz 
als Grenzmannigfaltigkeit unserer Gruppe ausserhalb der Curve C, 
anzusehen haben. Indem wir auf die Segmente S,,..., S, die Gruppen- 
erzeugenden immer wieder erneut anwenden und fiir die so entspringen- 
den Segmente S die Ecken E sowie auf alle Weisen die Vierecke 7 
bilden , wird der ausserhalb der C, verlaufende Theil der Ebene immer 
mehr mit Bereichen bedeckt. Jeder Punkt des Ellipseniusseren, der 
hierbei durch ,,keine endliche“ Fortsetzung des Processes erreicht 
werden kann, ist als zur Grenzmannigfaltigkeit gehérig anzusehen. 
Doch werden wir dieser Mannigfaltigkeit auch die gesammten Rand- 
punkte der Vierecke 7’ und der geradlinigen Grenzen der Ecken E 
zurechnen. Die Grenzmannigfaltigkeit wird somit von den Tangenten 
in den Endpunkten der gesammten Segmente S,, S,,...+, sowie von den 
Héufungsstellen dieser Tangenten gebildet. 

Diese Auffassung erscheint um so mehr geboten, wenn wir auf 
die urspriinglichen Segmente s,, S,,..-, Say Sn4i,-..- selbst wieder 
zuriickgehen und fiir sie genau nach der friiheren Vorschrift sowohl 
Ecken e; als auch Vierecke ¢;, construiren. Wie man leicht iiberblicken 
wird, erscheint nun der einzelne Bereich E von unendlich vielen Ecken e 
erfiillt, welche gegen die beiden geradlinigen Grenzen von E unendlich 
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schmal werden; andrerseits ist das einzelne Viereck T in co? kleinere 
Vierecke t getheilt, welche gegen den Rand von T hin unendlich schmal 
werden. Uebrigens ist es bei den discontinuirlichen Gruppen linearer 
Substitutionen einer Variabelen € eine sehr gewéhnliche Erscheinung, 
dass die Grenzmannigfaltigkeit die ¢-Ebene (analog unseren Bereichen 
E und 7) in unendlich viele Bereiche zerlegt. 

Es ist nun ein Leichtes die Frage nach dem Discontinuitétsbereich 
unserer Gruppe ausserhalb C, zu beantworten. Wir gehen zu diesem 
Ende auf die beiden Belegungen der Ebene zuriick und denken ins- 
besondere die Grenzmannigfaltigkeit beiderseits markirt. In iiblicher 
Weise werden wir nur fiir den von dieser Mannigfaltigkeit freien 
Theil des Ellipseniusseren den Discontinuititsbereich construiren. Sei 
demnach P ein beliebiger nicht zur Grenzmannigfaltigkeit gehérender 
Punkt ausserhalb C,, so werden wir natiirlich ausdriicklich festsetzen, 
ob er der oberen oder unteren Belegung angehért. Hiernach regelt 
sich die Pfeilrichtung der zu P als Polare gehérenden Ellipsensehne 
AB (ef. Fig. 1). Sowohl der Anfangspunkt A, wie der Endpunkt B 
der Sehne liegt in je einem Segment aus der unendlichen Reihe der 
Segmente s. Es giebt eine und nur eine Substitution der Gruppe, 
welche das Segment des Anfangspunktes A in eines der m ersten 
Segmente s,,S,,..., S, transformirt. 

Auf Grund dieser Ueberlegung construiren wir die Pole aller 
Sehnen, welche auf einem einzelnen der » Segmente s,,..., 5,, etwa 

auf s;, ihren Anfangspunkthaben. 

ae Diese Pole erfiillen vollstindig 

; den in Fig. 3 angedeuteten Be- 

A reich, der die Gestalt eines 

Zweiecks Z; mit den Ecken p 

und g darbietet. Z; ist sowohl 

in der oberen wie unteren Be- 

legung durch s;, ausserdem aber 

durch die Tangenten in den 

Endpunkten p und qg von 5; 

begrenzt. Man muss sich vor- 

stellen, dass Z; durch das Un- 

Fig. 3. endliche hindurch zur anderen 

Belegung hiniiberzieht; dabei. 

greift der Bereich Z; mit zwei Spitzen bei p und q iiber sich selbst 
hiniiber, natiirlich ohne daselbst zusammenzuhingen. 

Indem wir fiir alle » Segmente s,, ..., Ss, gerade so verfahren, 
entspringen » Zweiecke Z,,..., Z,, die iibrigens durchaus von 
einander getrennt verlaufen. Nehmen wir aus den Zweiecken Z,,..., Zn 
die in ihnen enthaltenen Punkte derGrenzmannigfaltigkeit heraus, so 







>» p as 
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bildet das Uebrigbleibende einen Discontinuititsbereich der Gruppe 
ausserhalb C,. Da hierbei aus dem einzelnen Zweieck nur isolirt 
liegende Gerade (die sich freilich in mannigfacher. Weise hiufen) 
herausgenommen sind, so kénnen wir folgenden Satz aussprechen: 
Ueben wir auf die n Zweiecke Z,,..., Z, die gesammten Substitu- 
tionen der Gruppe aus, so erscheinen die beiden Belegungen des 
Ellipsendusseren durchweg einfach und ohne endliche Liicke von Zwei- 
ecken bedeckt. 


Braunschweig, am 6. August 1895. 











Ueber eine merkwirdige Kreisfigur. 


Von 


W. Gopr in Liibeck. 


1. Kin Kreis kann in zwei entgegengesetzten Richtungen durch- 
laufen werden. Insofern er als in einer ganz bestimmten Richtung zu 
durchlaufen vorgestellt wird, mége er kurz ein Kreis mit Sinn heissen., 





* ——— ~ . 
jo. 4 
| 
} 
/ 


Ein Kreis theilt die Ebene in zwei 
Gebiete, ein Kreis mit Sinn ins- 
besondere theilt die Ebene in ein 
rechtes und ein linkes Gebiet. 

2. Zwei Kreise mit Sinn mégen 
sich in zwei Punkten schneiden. Ich 
benenne den einen Schnittpunkt mit 
00, den einen Kreis mit 01, den 
andern mit 10, den anderen Schnitt- 
punkt mit 11. Den Winkel, um 
den sich ein im Punkte 00 aufge- 
steliter Beobachter in einem beliebig 
aber fest gewihlten Sinne, etwa 
linksum, drehen muss um aus der 
Richtung von 0 1 daselbst in die Rich- 
tung von 10 zu kommen, bezeichne 


00 
ich mit . 1 | - Dann ist der Werth 
10 


eines solchen Symbols bis auf Vielfache von 22 véllig bestimmt und 


es ist ersichtlich 


10 


00 
Jo: 


00) 


+ 410;=0, 


01 
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wenn das Zeichen = die Congruenz mod. 22 ausdriickt. Man kann 


dann auch schreiben 
00 00 
jo2] =- 01. 
10 01 


Vergleicht man die Winkel an den beiden Schnittpunkten mit 
einander, so erhellt 


00 11 00 11 
jor =— [os] oder o1| = 10}, 
10 10 10 01 


3. Es mégen 3 Kreise mit Sinn durch einen Punkt gehen. Man 
benenne den Punkt mit 000, die Kreise mit 100, 010 und 001, 


ihre drei weiteren Schnittpunkte bez. mit110,011,und101. Dann 
ist nach Nr. 2 





110 000 011 000 
100| = |r00], Jox0} = —[orol, 
010 010) 001 001] 
dq 000 
001$=~—/001}. 
Joos BY 


Da die Summe der drei rechts stehenden Winkel augenscheinlich = 0 
ist, so auch die Summe der drei links stehenden. Man lasse nun 
etwa den Kreis 001 sich stetig verindern, wihrend die beiden Punkte 
011 und 101 fest bleiben; dann nehmen die beiden Winkel an diesen 
Punkten gleichzeitig um den gleichen Betrag a zu oder ab und der 
Kreis geht nicht anders durch den Punkt 000, als wenn a@ ein Viel- 
faches von a wird. Also: 
Drei Kreise mit Sinn 100, 010 und 001 mit den 
Schnittpunkten bez. 110, 011 und 101 haben ausserdem 
einen gemeinschaftlichen Schnittpunkt oder nicht jenachdem 


110 011 101 
[209] oo 0x0] + Joos} =< 
010 001 100 
ist oder nicht. 
4. Durch den Punkt 000 gehen die Kreise mit Sinn 100, 010 
und 001 mit den weiteren Schnittpunkten 110, 011 und 101. 


Durch die letzteren geht ein Kreis und heisse in beliebigem Sinne 
genommen x. Dann folgt aus Nr. 3 











566 W. Gopr. 


110 110) (011 wig 2 101 - 
joo | x foro | fe =0. 


xz) 010 x onl na 


Nach (2) ist aber von diesen sechs Winkeln der zweite dem dritten, 
der vierte dem fiinften, der sechste dem ersten gleich. Ersetzt man 
demgemiiss, so wird: 


110 ne 
2-froo +2; x '|=0. 
010 looa| 





ae 
ie =~ 
_ WK J /. | 


a) 





Der Sinn von ~ lisst sich daher so wahlen, dass auch 


110 011 
100 4. x |= 
010 001 


und werde bei solcher Wahl als 111 bezeichnet. Man kann dann 
schreiben: 








110 011 
}100) = [oo 
010 111 


Bei der hier benutzten, freilich etwas weitliufigen, Bezeichnungs- 
weise geht jeder Kreis durch diejenigen Punkte, deren Benennung 
durch Verinderung je eines Index aus seiner Benennung entsteht und 








co 


re =] 
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ebenso gehen durch jeden Punkt diejenigen Kreise, deren Benennung 
durch Veriinderung je eines Index aus seiner Benennung entsteht. 
Man erhalt dabei den folgenden Satz: 

Gehen drei Kreise durch einen Punkt, wird durch ihre weiteren 
Schnittpunkte ein vierter Kreis gelegt, werden die drei ersten Kreise 
in beliebigem, der vierte im geeigneten Sinne genommen und werden 
dann die Kreise mit Sinn und Punkte in der vorgeschriebenen Weise 
durch je drei Indices bezeichnet, so dndert ein Winkelsymbol seinen 
Werth nicht, wenn die Indices zweier Colwmnen verdndert werden, 2. B. 


110 000 011 101 
100 fore ~ Joos] - [i 
010 100 111 001 


Kiirzer und anschaulicher, aber nicht ebenso vollstindig, kann 
man sagen: die Tangenten der Kreise in ihren Schnittpunkten bilden 
vier congruente Biischel. Der Satz ist, wenn man will, auch auf- 
zufassen als Verallgemeinerung des Peripheriewinkelsatzes der Elemente 
nach der Methode der reciproken Radien. 


5. Durch einen Punkt 000 mégen vier Kreise mit Sinn gehen. 
Man benenne sie mit 
1000, 0100, 0010, 0001. 

Ihre sechs weiteren Schnittpunkte benenne man beziiglich mit 
1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011. 
Durch je drei von diesen, die in einem Index 0 an gleicher Stelle 
iibereinstimmen, lege man nach Nr, 4 einen Kreis mit Sinn und erhilt: 
1110, 1101, 1011, 0111. 

Ob drei von diesen Kreisen, etwa die ersten drei, durch einen Punkt 
gehen, wird nach Nr. 3 ersehen aus der Summe: 





1100 1001 1010 
S=—}1110$'4+}1101$+4+/1011 
1101 1011 1110 

















Dieselbe lisst sich aber unter Hinzuziehung des Kreises 1000, der 
durch die Scheitel aller drei Winkel geht, zerlegen in: 











1100 1100 1001 1001 
p= frase 4+ 11000 + fro 4 + [1000 
1000 1101 1000 1011 
1010 1010 
4+4101154 1000). 
1000 1110 
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Jetzt enthalt jedes Symbol eine Columne, in der nur der Index 0 vor- 
kommt, und es ist einleuchtend, dass fiir die tibrigen Columnen der 
Satz in Nr. 4 giiltig ist. Daher hat man: 








0000 0000 0000 0000 
Sax o010l 4 01001 4 + |oo0r) 4 + fore] 
0100 0001 0010 0100 
0000 0000 
“Isl Jovor| 
0001 0010 








oder S=0. Es gehen also die drei Kreise 1110, 1101 und 1011 
durch einen Punkt. Die ganze Schlussweise bleibt aber bestehen, wenn 
man durchweg zwei Columnen mit einander vertauscht. Daher gehen 
alle vier Kreise 1110, 1101, 1011 und 0111 durch einen und 
denselben Punkt, den man nun mit 1111 benennen mag. 
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Nachdem die Existenz des Punktes 1111 nachgewiesen, gilt der 
Satz vom Winkelsymbol auch fiir ihn mit. 


6. Es mégen nun durch einen Punkt » Kreise mit Sinn gehen. 
Man bezeichne den Punkt durch » Indices 0, die Kreise aber mit 
1000..., 0100..., 0010...us8. w. 


Je zwei Kreise bestimmen einen weiteren Schnittpunkt, man be- 
zeichne sie mit 


1360...5 1000@..., $418... 886 


Je drei von diesen Punkten bestimmen einen Kreis mit Sinn, 
dessen Benennung an drei Stellen den Index 1 aufweist. 














Je vier von diesen Kreisen gehen durch einen Punkt, der an vier 
Stellen den Index 1 hat. 
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Alle Winkelsymbole, die mit den bisherigen Benennungen gebildet 
werden kénnen, fndern ihren Werth nicht, wenn man in zwei Columnen 
gleichzeitig alle Indices verandert. 

Nun lisst sich zeigen, dass die Punkte mit vier Indices 1 zu je 
fiinf auf einem Kreis liegen, dem man an ftinf Stellen den Index 1 
beizulegen hat. Fiir welche fiinf Stellen man den Beweis fiihren will, 
ist gleichgiiltig; wir wihlen die fiinf ersten und lassen alle andern, 
da sie nicht mitspielen, fort. 

Durch die Punkte 01111,10111,11011 geht ein Kreis, 
wir nennen ihn in beliebigem Sinn genommen gz. Es ist 


penaes 11011 10111 
00111 01011 10011'=0 
cops fig l10013] gai Yoh shan 


nach Nr. 3. Ziehen wir den Kreis mit Sinn x hinzu, so ergiebt sich 


se pores ‘ape es 


7OOLL1) +) x + (01011) 4+ x 
| « lorors} | a J (toons) 
voor} Pee he, 
+ 410011 
| x is ae 


Hier sind aber die Glieder paarweise gleich nach Nr. 2. Daher haben wir: 


Heetida on ° ay I 


x gE ie "hess 


oie re 
00111 
wp ei faa g EME be 


oder 


und wir kénnen x in demjenigen Sinne genommen denken, worin auch 


O1111 (’ 1011 
00111 x = 0, 
01011 li 0011 

wihrend wir bei dem anderen Sinn erhalten wiirden = zx. 


In ahnlicher Weise geht ein Kreis mit Sinn y durch die Punkte 
10111, 11011 und 11101 und liefert: 





1n 


0 


“me TP 


an —_ 
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11101) - (11011 
10101) 4 y }=0 
11001 10011 


wo nur z mit y und Columne 1 mit Columne 4 vertauscht ist. Die 
in den beiden letzten Congruenzen links stehenden Symbole sind, wie 
vorhin unter Nr. 6 bemerkt, congruent, also ist auch 


11011 11011 
x = y 
10011 10011 


oder, da eine gleiche Schlussweise fiir irgend drei Stellen in den 
Symbolen gilt, die Kreise mit Sinn x und y sind identisch, die fiinf 
Punkte 01111, 10111,11011, 11101 und 11110 liegen 
in einem und demselben Kreis, der nun in bestimmtem Sinn mit 
11111 bezeichnet werden darf, und der Satz, dass ein Winkelsymbol 
seinen Werth nicht aindert, wenn man gleichzeitig in zwei Columnen 
die Indices verindert, erstreckt sich auch iiber diesen Punkt mit. 


Die bisher angewandte Schlussweise lisst sich weiter fortsetzen 
und liefert folgende eigenthiimliche Kreisconfiguration : 

2” Kreise K und 2" Punkte P kénnen so liegen, dass 
jeder Kreis K durch n+ 1 Punkte P hindurchgeht und 
jeder Punkt P Schnittpunkt von n+1 Kreisen K ist; dabei 
sind » + 1 Kreise, die durch einen Punkt gehen, beliebig, 
wihrend aus ihnen alle tibrigen Punkte und Kreise folgen. 
Nimmt man diese »-+ 1 ersten Kreise jeden in willkiir- 
lichem Sinne, alle iibrigen in geeignetem Sinne, so kann 
man jeden der Punkte und Kreise durch eine Variation von 
n+ 1 Elementen 0 oder 1 so bezeichnen, dass durch jeden 
Punkt die Kreise gehen und jeder Kreis durch die Punkte 
geht, deren Bezeichnung aus seiner Bezeichnung durch 
Aenderung je eines Elementes hervorgeht. Bezeichnet man 
die von den Kreisen an den Punkten gebildeten Winkel in 
der oben benutzten Weise, so iindert ein Winkelsymbol 
seinen Werth nicht, wenn gleichzeitig in zwei Columnen 
alle Indices geiindert werden, oder die Kreise bilden an allen 
Punkten congruente Biischel von gleichem Sinn. 


Keiner der Punkte und keiner der Kreise ist, was im Beweise 
nicht so hervortrat, vor irgend einem anderen ausgezeichnet. Anstatt 
der Indices 0 1 kann man selbstverstindlich irgend welche andere, ja 
fiir jede Stelle ein besonderes Paar wahlen. 
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Besondere Fille der Configuration von acht Punkten und acht 
Kreisen sind von J. Steiner betrachtet und benutzt, siehe J. Steiner 
Ges. Werke Bd. 1, pag. 223 und Bd. II, pag. 689. 

Die ganze Betrachtung gilt vollkommen unverindert auf der 
Kugelfliche. 

Die beifolgenden Figuren geben ein anschauliches Bild von der 
schrittweisen Entstehung der Configuration. Die Benennungen der 
Kreise sind immer an das linke Ufer gesetzt und in der dadurch 
bestimmten Richtung zu lesen. Die Benennungen der Punkte sind 
linksum zu lesen. Die schwarzen Halbkreise bedecken entsprechende 
Winkel und stehen auf einem linken Ufer. 


Liibeck, im September 1895. 














Ueber Fuchs’sche Functionen zweier Variabeln. 
Von 


S. Kemprmsxi in Krakau. 


§ 1. 

Die folgende Note bezieht sich auf die Existenzfrage derjenigen 
eindeutigen Functionen zweier Variabeln, welche von Herrn Fuchs, 
vor etlichen Jahren*), auf Grund zweier Lésungen einer linearen, 
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten in ganz analoger Weise definirt worden sind, wie die Abel’- 
schen Functionen auf Grund der algebraischen gebildet werden. 

Es seien nimlich y,, y, zwei Fundamentallésungen der Differential- 
gleichung: 

2 1k 
(1) atz a 


i=1 








a— 


i=n—~l,, 7 bias eat 
+9] > pin Daa Dp het Ae t N| 


wo 


> hi th’ = n—l 
i=1 
ist. Wenn man dann die Ausdriicke: 


Jrde+ y,dz=%, 


fader frde— a 


*) Vgl. a) die erste der zwei Noten, enthalten in den Nachrichten der k. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gittingen, 1880: ,,Ueber eine Classe von Functionen 
mehrerer Variabeln, welche durch Umkehrung der Integrale etc. entstehen‘; 
b) Abhandlung: ,,Ueber eine Classe von Functionen etc.“ (Crelle’s J. Bd. 89, 1881), 
welche ich der Kiirze wegen (F,1) nenne: und c) kurze Note in Crelle’s Journ. 
Bd. 90, p. 71—73. 
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aufstellt, in denen die unteren Grenzen €,, £ constant sind und die 
oberen 2,, 2,, als Functionen von u,, «, betrachtet, so stellen die sym- 
metrischen Verbindungen: 

(3) 2 2,= FF, (Uy, My), 24% = Fi, (uy, uy) 

diejenigen Functionen vor, welche Gegenstand der Fuchs’schen Be- 
trachtungen waren. Diese Functionen nenne ich schlechtweg Fuchs’sche 
Functionen zweier Variabeln im Gegensatze zu Poincaré’s Fuchs’schen 
Functionen (einer Variabeln), welche nach der von Herrn Klein ge- 
brauchten Terminologie ein specieller Fall der allgemeinen automorphen 
Functionen einer Variabeln sind. 

Diese Functionen F,, F, sind von Herrn Fuchs in der Abhand- 
lung*): ,,Ueber Functionen zweier Variabeln welche etc.“ noch ver- 
allgemeinert worden, insofern anstatt der Lésungen der Differential- 
gleichung (1), allgemeinere (I. c. niher definirte) Functionen y,, y, zu 
Grunde gelegt sind. 

In den erwahnten Arbeiten sucht Herr Fuchs die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die Functionen y,, y, anzugeben, 
damit die Functionen F,, F, eindeutig seien, namlich: 

a) Der Exponent der niedrigsten Potenz in der Entwickelung der 
Function ay, + by, (a, 6 sind Constanten) hat in einem endlichen 
—n—k+1 

n 


singularen Punkte die Form: - , wo k=(0, oder eine ganze 


positive Zahl ist; im Punkte z= 00 ist der Exponent von der Form 
eti—38. 
n 


b) Die Function z= y(n) wo 7 ist, kann nicht mehr als 
2 
1 


zweideutig sein, woraus folgt, dass die Exponentendifferenzen k; — k;’= =? 


ees ae 
oder = ;, sein kénnen. 


c) Indem man die Variable y in die Integrale (2) einfiihrt, bekommt 


q 
man die Integrale V¥(n) dn, fave dy, wo w(x) 


«) eine eindeutige Function ist. 
8) Die nicht wesentlich singuliren Punkte von z = y(n) sind 
auch nicht wesentlich singular fiir p(y); wenn dabei 7 = oo ein nicht 


wesentlich singulirer Punkt fiir p(y) ist, so ist »*j/w(y), oder 
nh V (y)**) fiir 4 = co eindeutig, endlich und von Null verschieden. 


*) Abh. der k. Gesellschaft der W. zu Gdttingen, Bd, 27, 1881. Diese Ab- 
handlung, welche man als griindlichste in diesem Gegenstande ansehen muss, 
bezeichne ich im Folgenden (F, 2). Derselben entnehme ich die unten ange- 
fiihrten Siitze. 


**) Je nachdem z= (7) in 7 = © ein- oder zweiwerthig ist. 





da 
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Nun hat Herr Lohnstein in seiner Inauguraldissertation*) bewiesen, 
dass, im Falle y,, y, Lésungen der Differentialgleichung (1) sind, auch 
y) fiir wesentlich singulire Punkte von z = y(n): die Function 

wv(y) nur bestimmt unendlich grosse Werthe annehmen darf, woraus 


folgt, dass = G(n) eme ganze rationale Function ist**); 


1 
v(n) 
0) wenn solche wesentlich singuliire Punkte wirklich vorhanden 
sind, G(y) hdchstens 3’ Grades sein kann, im anderen Falle aber 
5'= oder 6" Grades; im letzteren Falle sind die Differentialgleichungen 
(1) algebraisch integrirbar***). 

Der Hauptzweck der citirten Dissertation ist eben, diese Differen- 
tialgleichungen anzugeben, welche algebraisch imtegrirbar sind und 
zugleich den obigen Bedingungen geniigen. Es werden aber in den 
ersten Capiteln nebenbei auch die in Betracht kommenden nicht alge- 
braisch integrirbaren Differentialgleichungen erértert. Bei der Fest- 
stellung dieser letzteren Gleichungen schliesst nun Herr Lohnstein die 


Annahme k; — k;’ = = [v. (1)] von der Analysis giinzlich aus. Indem er 
dementsprechend annimmt, dass die Exponentendifferenz kj — k;’ =: 


sein soll, folgert er, dass dann ¢ = g(y) eine eindeutige Function ist 
(eff. 1. ec. p. 15), was bekanntlich nur dann der Fall ist, wenn die 
Anzahl der singuléren Punkte der Differentialgleichung (1) gleich 
3 istf). 

Indem man diese Ungenauigkeit und die erwihnte Voraussetzung 
beachtet, scheint es nicht unwerth zu sein, die Untersuchung noch 
einmal aufzunchmen, um den Umfang der betr. Fuchs’schen Functionen 
genau festzustellen. 


§ 2. 

Indem wir die algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen 
(wo also G(n) des 5'" oder 6'e" Grades ist) von der Betrachtung aus- 
schliessen, machen wir gleich die Annahme, dass ¢ = (y) wenigstens 
einen wesentlich singuliiren Punkt besitzt. Dann ist nach 0) 


G(n) = a+ By + yy? +07? 


*) ,Ueber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung etc.“ 
Berlin 1890. 
**) S. Le. p. 12, 13. 
***) 1c. p. 22. 
+) Dieselbe Ungenauigkeit findet sich schon bei Herrn Fuchs in (F. 1); sie 
ist nachher von Herrn Poincaré und Herrn Klein hervorgehoben und neuerdings 
auch von Herrn Picard zur Sprache gebracht worden (Acta Mathematica XVII, 
p. 297 ff.). 
37* 
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Aber auch umgekehrt folgert man aus 6) und y), dass, wenn G (7) 
nicht 5'*" oder 6'** Grades ist, die Function z = g(y) wenigstens einen 
wesentlich singuliren Punkt besitzt. 

Entsprechend den Werthen, welche die Coefficienten a, B, y, 0 
der Function G(y) annehmen kénnen, unterscheiden wir sieben Fille 


1) G(y) =a; 

2) G(n) =a + B(m); 

3) G(n)=a+ Bn+ rn’, (4va—B)20; 
4) G(y) =(a+6n)’; 

5) Gy) = a+ By + yy? + dy; 

6) G(m) = (a+bn) (+d); 

7) G@(n) = (a+bn). 


Nun bemerken wir, dass zwischen den Lésungen der Differential- 
gleichung (1) folgende Relation*) besteht: 


(4) WG (4) = Rie)’, 


wo R(z) eine rationale Function von z und r eine ganze Zahl ist. 

Von anderer Seite ist aber fiir solche Relationen folgender Satz **) 
von Herrn Fuchs bekannt: Ist eine aus einem Fundamentalsysteme 
Yi> Yo gebildete Form hiheren als zweiten Grades Wurzel einer ratio- 
nalen Function, so hat die Differentialgleichung (1) ein algebraisches 
Integral. 

Dies findet nun wirklich in den Fallen 2, 3, 4, 5, 6 statt, in 
denen die beziigliche Relation der Reihe nach folgende Formen besitzt: 


2’) 9:°(ay,+by2) = RG, 

3) wy? +BY %2 +742") = Rey, 

#) 97 (ay, +by,) = Rey, 

F) yay PF +By ye +7 9 yo? + 942°) = Rey, 


6) y,%(ay,+by,) (cy, +dy,)? = R(e)”. 


*) Vgl. Lohnstein p. 8. 
**) Crelle’s J. Bd. 81, p. 127. 
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Die hierher gehérenden Differentialgleichungen werden demnach 
ein algebraisches Integral besitzen. Dies widerspricht aber unserer 
Annahme, dass die Function ¢ = (y) wenigstens eiien wesentlich 
singuliren Punkt besitzen soll. Es ist also nur noch ein Schluss 
moglich: 

In den Fiillen 2, 3, 4, 5, 6 existiren keine Differentialgleichungen, 
welche den Fuchs’schen Bedingungen (in F, 2) genug thun. Mit anderen 
Worten, in diesen Fiillen existirt kein eindeutiges Umkehrproblem. 

Was die Fille 1) und 7) anbelangt, so reducirt sich in ihnen die 
Relation 4) bezw. auf: 

1 
') n= Re)”, 
1 


7’) y,(ay,-+by,) = R(e)”. 


Nach dem oben angegebenen Satze von Herrn Fuchs und seiner 
Umkehrung besitzt dann die Differentialgleichung (1) ein nicht alge- 
braisches Integral. 

Und in der That, wenn man die Gleichung (4) benutzt, kann 
man in beiden Fallen mit leichter Miihe diese rationale Function R (2) 


finden. Nimmt man noch den Ausdruck fiir 4 - * als Function 
2 


von 2, so erhialt man die allgemeine Form der Integrale y,, y,*). 
Nachher construirt man die zugehérigen Differentialgleichungen. 

Dabei zeigt sich, dass alle diese Differentialgleichungen mit Aus- 
nahme eines Falles, schon von Herrn Fuchs als Beispiele angegeben 
worden sind**), und das zugehérige Umkehrproblem durch Heran- 
ziehung der doppeltperiodischen Functionen gelést werden kann. 

Der Fall, welcher von den beiden Autoren bei Seite gelassen 
wurde, ist darum wichtig, weil er das einzige Beispiel fiir solche 
Differentialgleichungen liefert, in denen ¢ = (y) zweideutig ist und 
die Functionen F,, F, doch eindeutig ausfallen, Und in der That, 
man kann sich leicht itiberzeugen, dass die bei Lohnstein vorkommende 


Constante ¢, (I. ¢. p. 24, 25) nicht nur den Werth c, = a (wo 2@ 
eine Periode einer doppeltperiodischen Function ist, sondern auch den 
Werth ast erhalten kann. Dann ist, wie gesagt, = (yn) zwei- 


deutig und trotzdem kann man die F,, F, vermittelst einer doppelt- 
periodischen Function in Reihen nach ganzen Potenzen von w,, uy 
entwickeln. 


*) S. Lohnstein 1. c. §§ 2, 3. 
**) Note II in den Nachrichten der k. G. der Wiss. zu Gottingen, 1880. 
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Die vorhergehenden Betrachtungen resumiren wir in folgendem 
Satze: Die Bedingungen von Herrn Fuchs, welche sich auf Functionen 
sweier Variabeln beziehen, die ihre Entstehung den Differentialglei- 
chungen mit rationalen Coefficienten verdanken, sind nothwendig und 
hinreichend. Es existiren aber nur einige Fiille solcher Differential- 
gleichungen, welche alle durch Heranzichung der doppeltperiodischen 
Functionen erledigt werden und bis auf einen Fall (in welchem 2 = ~(n) 
eweideutig ist) schon von Herrn Fuchs in der zweiten Note der Gittinger 
Abhandlungen angefiihrt worden sind. 


Krakau, November 1895, 

















Nouvelles applications des fractions continues. 
Par 


Anpré Marxorr a St. Pétersbourg. 


Dans ma thése ,,Sur quelques applications des fractions continues 
algébriques“, publiée en russe (année 1884), je m’occupais & la déter- 
mination des valeurs limites des certaines intégrales dépendantes d’une 


fonction f(y), laquelle n’est assujettie qu’a des conditions suivantes: 
1) fy) >90 pow a<cy<b; 


2) les intégrales 


fro dy, fur (y) dy,.. J 70) dy 


doivent avoir des valeurs données. 

La question sur, ces valeurs limites est soulevée par Tchebychef 
dans sa note*) ,,Sur les valeurs limites des intégrales.“ 

Nous devons aussi & Tchebychef les inégalités importantes, qui 
demontrées et généralisées**) par moi sont la base des recherches sur 
les questions de ce genre. 

Maintenant nous allons considérer les questions semblables aux 
précédentes, en remplagant seulement l’inégalité 


f(y) >0 


par les deux suivantes: 
L>fy)>9. 


*) Journal de Liouville, 2 série. XIX. 
**) Mathematische Annalen, Band XXIV, p. 172. Voir aussi: C. Possé, Sur 
quelques applications des fractions continues algébriques, St. Pétersbourg, 1886. 














580 A, Marxorr. 


§ 1. 
Commengons par la question suivante: 
Etant données les valeurs des intégrales 


(1) fraw~. fittoa—«.... fortan—«. 


il s'agit de trouver les valeurs extrémes de Vintégrale 


6 
f y' f(y) dy 
a la condition : 


(2) L>f(y)>09 


En abordant la solution de notre question, posons, que f(y) est 
une fonction quelconque satisfaisante aux conditions (1) et (2). 
Entre a et 6 nous prenons 4 + 1 nombres 


Ei» Eo, eo ey gi, Ei4s 
et dans le voisinage de ces nombre les éléments d’une méme longueur 
6 infiniment petite. 

Or sur ces éléments nous donnerons 4 la fonction f(y) les accroisse- 

ments (positifs ou négatifs) constants 
O,, Oy, - 2 09 Oe, crs, 
qui ne contreviennent pas aux conditions (1) et (2). 

En supposant les éléments 6 infiniment petits, nous supposerons 
en méme temps, que sur chacun d’eux, séparément, la fonction f(y) 
ne peut atteindre que l'une de ses valeurs extrémes 0 et L. 

Si sur quelque élément o la fonction n’atteint aucune de ses valeurs 
extrémes 0 et LZ, Vaccroissement 4d correspondant peut étre aussi bien 
positif comme négatif, pourvue qu'il soit assez petit numériquement. 

Cet accroissement 0 doit étre negatif, si sur l'élément 6 corre- 
spondant la fonction f(y) a la valeur extréme L, et au contraire 0 
doit étre positif, si sur l’élément 6 correspondant la fonction f(y) a la 
valeur 0. Ainsi les valeurs 0 sont bornées par la condition (2) 

Quant 4 la condition (1) elle nous donne les équations suivantes 


& +8, +:°:-4+604. =0, 
Ob, +9,8 +:--++ Oi4ibi41 =, 


0: fi" + Of 4+ + 4+ EI =O, 
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d’ou on trouve 


é é é 
* ag) & ag Se @"(E:41)’ 
en posant 


O(y) = (y — &) (y — &).-- (y -- Eau), 
é étant un nombre arbitraire. 
Or les valeurs trouvées de 
B,, Gos 0 2 oy Oras 
ont les mémes signes que les produits 
(—l}fe, (—1)e,..., 8} 
nous supposons 
fi < 8 < +++ < bys. 
Done la variation considérée de Ja fonction f(y) est possible toutes les 
fois, que les signes de 


(—l)jfe, (—1)}'e,...,€ 
sont conformes aux remarques précédentes sur les signes de 0. 
L’accroissement correspondant de lintégrale 
4 
J u'f(y) dy 


a 
est égale a 


» gt i ‘ é é; 
6 (0,8, + dof +--+ + dibs) —o8 {eis + ie 3 ot} = OS, 
et par conséquent il a le méme signe que «. 


De tout ceci on peut tirer les conclusion suivantes. 


I. Liintégrale 
b 
f y' f(y) dy 


n’atteint aucune de ses valeurs extrémes, si dans une partie de |’inter- 
valle, de y= a jusqu’a y= b, la fonction f(y) n’atteint aucune de 
ses valeurs extrémes 0 et L. 


Il. L’intégrale 
b 
J y' f(y) dy 


n’atteint pas son maximum, si l’on peut indiquer entre a et b, dans 
Yordre des valeurs croissantes de y, les i-+ 1 intervalles, ot la 
fonction f(y) est égale alternativement 0 et L, étant 

f(y) =0 


dans le dernier de ces intervalles. 











582 A. Manxorr. 


6 
furoyay 


n’attient pas son minimum, si l’on peut indiquer entre a et b, dans 
Yordre des valeurs croissantes de y, les i-+-1 intervalles. oi la fonction 
f(y) est égale alternativement 0 et L, étant 


fy) =L 
dans le dernier de ces intervalles 
Done les valeurs extrémes de Vintégrale 


fi ; f(y) dy 


correspondent aux telles fonction f(y), pour lesquelles Vintervalle de y= a 
jusqua y =b se divise en i+ 1 parties, dans lesquelles alternativement 
f(y)=0 et f(y) = L, au moins: que les divisions semblables en plus 
petit nombre des parties soient impossibles. 

Or dans la derniére des i+-1 parties précédentes on doit avoir 
f(y) = L pour le maximum et f(y) = 0 pour le minimum de Vintégrale 


Ill. L'intégrale 


fy f(y) dy. 


g 2. 


Supposons maintenant, que par les valeurs de /(y) l’intervalle de 
=a jusqua y=—b se divise effectivemment en i-+ 1 parties de 
sorte qu’on a 


fy) = toY 1 ou i) 7 pour @a <y< yy, 


1+ (—1)— 1—(—1)—! 
fy) =*FSY— 1 ow 1S" 7D pour 4 <y<m, 





f(y) =0 ou L pour yi <y <M, 
fy) =L ou 0 pourry, <y<b. 


Soit de méme F(y) une autre fonction, satisfaisante aussi aux con- 
ditions (1) et (2): 


b b b 
fFow= ty, JyFo) dy=%,..., fyrFway = 01, 
L> Fy) > 0. 
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Ceci posé, nous aurons 


frwmrm ay =fom Faay 


pour chaque fonction entitre Q(y) de degré inférieur a i. 
Or la différence 


y — (y— 4) Ym) --- (Yy—H) 
est une fonction entiére de y de degré inférieur 4 i. 
Il en résulte que la différence 


b 6 
fvtw dy —fv¥ Fw dy 


est égale a 


b b 
fo-—w -.» (y—y) fy) dy —f—m) .»- (y—%) Fly) dy, 


ce qui revient a |’intégrale 


Jorn --- Ww lt — FO) ay, 


dont tous les éléments sont positifs ou négatifs, selon que 


fy)=L ou 0, pour ys y <b. 
Par conséquent la différence 


6 b 
Jvtway—fyraay 
est assurément positive dans le cas de 


fy)=L pour y<y<bd, 
et négative dans le cas de 

f(y) =9 pour y<y<b. 
De cette maniére nous vérifions notre solution et démontrons sa unicité, 
en excluant seulement les cas, od par les valeurs uniques 0 et L d’une 
fonction f(y), satisfaisante aux conditions (1) et (2), tout l’intervalle 
de ya jusqu’a y=b se divise en nombre des parties plus petit 
que 7+ 1. 

Mais il est facile de se convaincre, que ces cas exclusifs sont 

impossibles, si les nombres @,, @,,..., @—1; sont donnés par les égalités 


b b b 
(3) w= Fay, a= fy FY) ay). G1 yi Fly) dy, 
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Fy) étant une fonction donnée, dont les valeurs satisfont a la condition 


L>F(y)>0 (pour a<y <b) 
et ne sont pas toutes égales 4 0 et L. 


§ 3. 


fain et | 


. 


les fonctions f(y) satisfaisantes & nos conditions et correspondantes 
aux maximum et minimum de l’intégrale 


Désignons par 


6 
J y'f(y) dy. 
Soient encore F 
B80, 0 
ces valeurs de y, pour lesquelles les fonctions fmin et fmax changent 
leurs valeurs 0 et L, de sorte qu’on aura: 


{min = 0 pour y = & — g, fuin = L pour y= +6, 

/max = 0 pour y = 5” wee Ge fuax = L pour y => e"+ é, 

‘min = L pour y = x — &€, /max = 0 pour y=y7 +e, 

foax = L pour y = 7" -- ¢, fmax = 0 pour y=y'+ ¢, 
é étant infiniment petit et positif. 


Enfin nous désignerons par 


Vi0(2) le produit de tous les facteurs 2 -—- &, 


") (eo) Pa 
VE(ez) ,, ” ”» » 9 ” ee 
U}(z) ” ” ” » » ” "ee 
U2) s—y7 

i (2) » ” » 9 9 ” y 


Aprés ces désignations la condition (1) pour les fonctions fnin et 
‘max Se raméne aux équations 


(Si — Se -ta=— F Hd +> 0" — De" ua, 
1 2 lat pam — >"? — wa 


Sy De teat - 14 D0 Sr ‘pat, 


— 1-1) _i+(-1F 
* es 


(4) 








= étant le signe d’une somme. 
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Quant aux minimum et maximum de l'intégrale 


b 
J y' f(y) dy 
ils seront " 
nit pitt lait 
hi =f fa dy — Lh tpi 2 tpi — eat 
(5) 





3 ~ pat n’itt gr itt 
we afy Fax dy = LiF 1 +2 i+1 ath 
Dans le cas de i pair = 2m, nous avons les 4m inconnus 


<q <& <& <-: <& <M, 
"1" < hy < No” < . “ ve. < Mn < gE, 


et nous pouvons remplacer les équations (4) par ces formules 





LE L 2a Neon» , (2m+1)hon 
— =" Stgetet Ts i ss ele wee 
L ae 2NOy ny 
se —- tle =" e+ +: ot 
/ ‘Gana ove 


gine 


dou, en intégrant par rapport a 2, on tire 








a, e2n—1 
V2@ Ls +7a+- ad Le fn hy 
inte =. io 
US (2) Let ’ 
Go @2n—1 
(2—a) < (2) B+ pate “> La" ‘ 4 
we ay 
(e—b) Uy, (2) Leet 
et par conséquent 
6 
= 1 (FW) dy 
Von (2) * sit han — Con 
——n ne 
Uz, (2) a “Leet - 
(6) 
ny Pip dy 
re iJ Oe | Maton 
0 @ #4" Lent 


si l’on détermine tous les nombres « par les égalités (3). 








586 A. Marxorr, 


De méme maniére on trouvera 

















6 
- 1 (F&\edy 
(24) Vani @) .% 7 4 fens ~ “tn-1 . oer 
U3, 1 (2) Ls** : 
6 
“” J dy 
(@—b) V1 (2) _ &— ~~ vise 4 Mam ths We Ode 
6 j.§ te L2* : 
(7) , 
1 (Fw)ay 
Ve) x one Rt Moos 
(eg —b) Uf” _, (2) L:** . 
4 
1 (FW dy 
V$n 1 (2) ent atk 4 Mena an + ie 
\(g—a) US”) (2) 2 @ L** 
Nous parvenons ainsi au théoreme suivant: 
; Théoréme I. 
Si la fonction F'(y) satisfait a la condition 
L> Fy) >0, 
les développements suivants*) 
6 
1 (Fw dy 
cf s—y 1 
(8) e¢ =——— © , 
1 ee Ce 
eee C3 
zZ—a— 
EF 
1 (Fly)dy 
iS z-y vs 
(9) -* mits ts my - 
1+ spy 
oo. 
q 
oF 
1 (Fly) dy 
10 z—b iJ ata 1 a 
. a nt One ante 2 
( ) Zz —ee g—6— a. Os ’ 
ot 
z — 


*) Ce genre des fractions continues était employé déja par Stieltjes dans 
ses ,,echerches sur les fractions continues“. 
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6 
1 Fiay 
= sy 
(11) sabes a 
z—a in @ 
oF SS 
e—b+.-. 





sont possibles, les nombres c, y, 2, 9 étant positifs. 


Or ces développements sont liés avec nos fonctions U et V par les 
formules 











Ve, @) 1 
(12) a i. 2. , 
2n (2) s—6— - . 
adil 2n-1 
 $—a—G, 
; (¢—a)Ven_.() 4 
(13) jo ’ 
Usy_1 (2) s—a— Cane 
7 
z—a 
VS) @) ¢ 
(14) —~— == ] — 1__ . 
ul) (2) 2—a— — 
2n 1—- , 
z—a—ds, 
(15) Vie) es oa 
(e—a) U4 (2) ee, 
i- = 
Vo‘, (2) 
1 "== |] a 
- w2 @ tab 
. od Von—1 
e—b + Yon 
vin) (2) 
17 2n—-1 ies ] 41 
sii (2 —b) Uf? , (2) Te ee 
‘v 78 
VS @ 1 
18 —* —— = r) 
a CC 
. 2n—1 
z—b+d,, 
(¢—B)Ven_.(2) 1 
(19) ' a ——— +5 
2n—1 (4) z—b+- s Ganz 9 
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D’aprés les propriétés connues des fractions continues on a 


a a 
“=n—=fZ> d= 0,=—b—a—PF, 
@, , — We he’, — a@,_ 
Cy Cy 00 Gj => —— bs — t. a, Og +.- 95 = a ons RN -_ 


™= I ,—2 — &on—9 


ViV2-+-++ Yoa-1 = 199--- Oan—1 = — 


? 


O29 — ign _s 
a = n 2 F) 








i’ Con— — hyn 
ie oe ee, 68... et. 


Il est important aussi de remarquer la proposition suivante: 


La fraction ordinaire irréductible a) étant égale a 





et les nombres ¢,, €,, €3,..-, & tant positifs, toutes les racines des 
équations 


p(z)=0 et (xe) =—0 
sont réelles positives et distinctes; de plus les racines de |’équation 
p(x) = 0 séparent celles de l’équation w(x) = 0. 
Ayant égard a cette proposition et aux formules trouvées, il est 
facile de vérifier en ordre inverse nos conclusions, fondées sur |’existence 
de maximum et de minimum de l’intégrale 


froray. 


§ 5. 


Nous allons établir maintenant, que les fonctions trouvées /nin 
et fmax donnent aussi la solution de cette question générale. 
Etant donnés 


b 6 b 
frw dy = a, uray = G,,- 4 fy-7@) dy = a1 


et la condition 
L>fy)>9, 


il s'agit de trouver les valewrs extrémes de l’intégrale 





oe ee 
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b 
q] %(y) f(y) dy 
pour chaque fonction ®(y) donnée, dont la derivée 
d' Oy) 


= of 
pi = Oty), 


de Vordre i, ne change pas son signe entre y= a et y = b, 


A cet effet en conservant les désignations de § 2 et en posant 


=H) (Y= piiaiatiniets 
Q(y) = O(y,) (y ¥ (y Yi) +-:-+ O(y) ea eae 


(Yi— Ya) «++ (Yi —Y;) 


nous relevons les égalités 


fow Fy) dy—fowmty ay =fow —-2M) (Fw —fwlay 


et 
(y—Y) (Y—Y2) ---(Y—-H) ,. 
(y) — Q(y) = = one, 


1.23.8...8 


d’ou l'on tire 


b b b 
(21) J O(y) Fly) dy= J O(y) f(y) dy + (6) L*io— Repegi se 


en posant 
oy) = (y—%) (Y—m) --- (Y—H), 
yy et € étant quelques nombres intermédiaires entre a et b. 
La formule (21) s’applique 4 chaque fonction ®(y). 
Or dans le cas, od l’on a constamment 


Oi(y)>O pour a<y<b, 


il en résultent les inégalités 


fo) fa dy < few) F'(y) dy < [0 fu dy, 


quelque soit la fonction F'(y) satisfaisante 4 nos conditions. 
De méme dans le cas, ot |’on a constamment 


Oi(y)< 0 pour a<y<b, 
la formule (21) donne 


b b b 
J ®(y) fmin dy > fi (y) F(y) dy > J O(y) finax dy. 


Mathematische Annalen, XLVII, 38 
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En appliquant ce résultat 4 la fonction 





1 
—<—; 


et en posant pour fixer les idées 


z>b 


on obtient le théoréme suivant: 


Théoréme II. 
Si Von a 
L>F(y)>0 e ze>b 


et si Von développe les expressions 








b b 
a free 1 fr 
L z-y —- L 2—y 
e* “< —e * 
z—b 
en fractions continues 
1 1 J 
= Cy et an eS 
{— _ 1— ra 
S—G—— % ee 0, _ 
z#—a—- g—a-—-: 


toutes les fractions réduites de ces développements seront plus petites que 
les expressions correspondantes. 
Or si aux conditions précedentes 


L>Fiy)>0 e «>b 
on développe les mémes expressions 
b 


6 
, 72 as fe 
L s—y — L 2—-y 


e¢ et ae: 
en fractions continues 
i+. « a 24.5.8 
s—o-+7 : a—b+ -t 3; ’ 


Y 
eo rs > 


les fractions réduites de ces développements seront alternativement plus 
petites et plus grandes que les expressions correspondantes. 














eset SORE 


get Bi ns es 
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§ 6. 


En conservant nos conditions (1), (2) et (3), passons aux valeurs 


extrémes de |’intégrale 
fi f(y) dy, 


x étant un nombre donné compris entre a et b. 


Or préalablement nous devons établir cette proposition simple. 
Etant 


E< bE << E << be <e CE < Bigs 
0 (2) = (¢—§,) (2 —&,) eee (2 —&) (e—§i41), 


et 


la somme 
we tot tee, 
a le méme signe (++) que son terme dernier 
z. . 
0'(éx) 
En effet pour chaque fonction entire Q(y), de degré plus petit que i, 


on a 


QE) 4 2G) (8:41) 
steht +e — 
et par ee 


1 Q(Eeir) 
ee + em 5 eile 0’ (é,) T 6 Gn)” 


si les coefficients de la fonction Q(y) sont déterminées par les équations 
QE) =QE) =—--- = Qe) =—1, 
Q(Ex42) = Q(Exps) = - ++» = Q(Ei4i) = 0. 
D’autre part il est facile de voir, que la dérivée Q'(y) doit étre con- 
stamment négative dans I’intervalle de y=y, jusqua y= yy49, la 
fonction Q(y) étant déterminée par les conditions que nous venons 
d’établir. 
Il en résultent les inégalités 


0 < QE) <1. 


Donec la somme 
1 1 1 
0'(&:) a O’(&) a 0’ (é,)’ 


étant comprise entre 


a le méme signe que ~~: 
k 


38* 
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Rappelons maintenant la variation 4 laquelle était soumise la 
fonction f(y) en § 1, en posant & < a < E44. 

D’aprés les résultats précédentes cette variation de f(y) augmentera 
ou diminuera la valeur de l’intégrale 


five, 


é 
ne 0 (E,) 


selon que 


sera positif ou negatif. 
Céla étant, il n’est pas difficile d’établir pour la fonction f(y), 
correspondante au maximum ou au minimum de l’intégrale 


fi f(y) dy, 
les conditions suivantes: ‘ 


1) f(y) n’a pas d'autres valeurs que 0 et L; 

2) Vintervalle, de ya jusqu’a y=b, se divise en i-+-2 parties, 
dans lesquelles f(y) est alternativement égale 4 0 et a L; 

3) f(«—#) = L et f(~+«) =0 dans le cas maximum de 


Vintégrale 
fi f(y) dy, 


f(a—#) = 0 et f(a+ «) = L dans le cas de minimum de 
Vintégrale 


faway, 


é étant infiniment petit positif. 

Or ces conditions déterminent tout a fait la fonction cherchée f(y), 
ce que nous allons démontrer: 

Soient 


Yy << Yo <6 Ye SL < Yuta < Yate <> < Y¥i-1 < Y; 
les valeurs de y, qui séparent les valeurs 0 et L de la fonction f(y). 
Soit encore F(y) une autre fonction satisfaisante aussi aux con- 
ditions (1) et (2). 
En posant 
(y—) (y—Y2) -- - Y— i) = OY) 


et 








O(y) O(y) O(y) 
Q(y) =; cst 7 = salt (y—y,)°' Ws)? 


(y — ys) © (yo) * (y — ye) O’(ys) 
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on aura : 

Qiy;) =QA(y) =-+--=QW(yx)—1, 

et Q(Yxt1) = 2(Yxp2) = +++ = Q(y;) = 0 
Jt) — FO) QW) ay =o. 


Or on peut écrire 


Jie ay —fP) ay =f 4 — FW) away, 


en déterminant w(y) par les égalités 


a(y)=1 pour a<cy<a@ 
et 


a(y)=0O pour t<y<b. 


Il en résulte que la différence 


fray — fFeray 


est égale a l’intégrale 
6 


J —FW)\ ow — 2W)ray, 


a 
dont tous les éléments ont un méme signe, car les différences 


fy) — Fy) et ay) — 2iy) 
changent de signe simultanément. 
Done notre fonction /(y) donne le maximum ou le minimum de 


Vintégrale 
fi fy) dy. 


Enfin pour s’assurer que le maximum et le minimum de lintégrale 


fro dy 


correspondent respectivement au cas de f(w—é)=—L et au cas de 
f(a—e) =0, & étant infiniment petit et positif, il reste 4 remarquer, 
que pour y, << y < = la différence 

a(y) — 2(y) 


est positive. 
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§ 7. 


Nous nous bornerons ici & examiner en détail la solution de la 
question sur le minimum de I’intégrale 


fiway 


dans le cas de ¢ pair, i = 2n. 


Il faut pour cette recherche de distinguer deux hypothéses par 


rapport aux valeurs de y, qui séparent les valeurs 0 et Z de la 
fonction f(y). 


Dans la premiére hypothése nous avons 


fy)=0 pura <y<& , f(y)—Lport <y<y, 
f(y) =0 ” om =? ’ nlite 


? 


” . — ? 


fy)=9 5 Me<y< bi f “—_ - _ <y < M-1; 
fy=9 5 mwai<y<a@ , roy=t . & <o<@ ; 
f(y) =0 , me <y<& , eal —_ » & << Nutt, 
f(y) =0 » Qn <y< & ’ f(y) = ” g., <y<ib 


et dans la seconde hypothése 


haga <y<m , fy)=O porn <y< &, 


na) ” . “— ? asiinied » No <<, 
ra) 1 ” nen ? fly) <0 » Ye Kye, 
fe) = » ~«& <Y < Neti, fw) =0 , Yep SY < int 
f(y) = ” _ <Y < Nn}, fy) =0 , Mui<y<b. 


En considérant séparément ces hypothéses 


et en ajoutant aux 
désignations de § 3 celles ci 


P(z) = le produit de tous les facteurs z — &, 
Q(2) — 2 ” ss - 2 ” &—yY, 


on trouvera, par des calculs semblables 4 ceux de § 3, les formules 
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(2—#) P(2) ‘ane ae 
90) Fame 
* te wd 
i+; b 
(b—a) Ve, (#) 
~ Waa” 
(2—«a) P(2) s 
(g—a) Q(z) im j=e= *- P ’ 
2n ; 
—-— 20 
oo endl 
Aw 
— (w—a) V5, (@) 


Ve 1 (ae) iad 
Ly, Yq - ++ Yan¥ + LA,0,.. . O2n0 = Ign — han 
dans la premiére hypothése, et les formales 


(s—@)(s—a) Ps) 1 


Q(z) i T——— & ; 
_ Con 
—— c¢ 
— 
Van (@) 
Ven—1 (a) 
(2—b) (2—«z)P(z) 1 8 
— = ’ 
MW +7358 , 
2n 
72.2. 
i+ st 
VS) (a 
0} an A) & 
. 1 (a)? 


L eye, ... Cone + LG,8,... bond = hen — hen 


dans la seconde hypothése. 


De ces formules il est facile de conclure que nous devons nous 
arréter & la premiére hypothése dans le cas de 


Vin(a) Van (a) > 0 
et & la seconde dans le cas de 
Vin(x) Viw (a) <0. 
Quant au minimum cherché de l’intégrale, il s’exprime par 


Lin + M2 +++ + Me — & — & — +++ — Ee} 
dans la premiére hypothése, et par 
Lin, +m +:+- +m —§& —& —---—&u—a}, 


si la seconde hypothése a lieu. 
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§ 8. 
En terminant nous allons remarquer une méthode de calcul ap- 
proximatif des intégrales, qui découle des recherches précédentes. 
Cette méthode est basée sur ce qu’on remplace l’intégrale proposée 


6 
fomFrmay 
par l’intégrale . . 
JO) fain dy 
ou . 
foo) Faas dy, 


qui se réduit 4 la somme des intégrales de ces formes 


" " : 
Lfowan Lf ower, Lfoway. 


Ss 


Nous retenons ici les désignations du § 3, en réunissant seulement 
&’, &” en un signe &, et 7, 7” en un signe 7. 
Or en posant 


Oy) = Hy) et Fy) —g(y) 
et ayant égard a légalité 


[9a ew) dy = FO) 9) — Fa) (a) — fF oy)ay, 


on transformera la formule, que nous venons d’indiquer, en celle ci 


J[omoway=L'90)—L'9(@) + L239) —L29()+ Ko 


K étant un nombre constant, § un nombre compris entre a et b, 
L' = F(b) ow F(b)—L, 
L*= F(a) ow F(a) — L. 
On ne doit pas oublier, que notre formule suppose 
L> Fy) > 9. 
Les nombres L’ et L”, en général, sont différents de 0 et de +- L. 


En examinant les conditions aux quelles L’ et L” deviennent égales 
a 0 ou & + JL, on parviendra @ ces deux cas: 








— oOo oO. re 


i -_ -— 
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1. cas: 
b 
foray =0, 
y 


Fy) = fo ay>0; 


2. cas: 


b y : 
L = faway> Fy) =f ay dy >0 


Dans ces deux cas et dans les cas, qui n’en différent, que par le signe 
de g(y), notre formule sera conforme 4 celle, que Tchebychef a traité 
dans les derniers paragraphes de son mémoire*) ,,Sur les quadratures‘ 
La différence consiste seulement dans la valeur du facteur L. 
Pourtant grace au changement de ce facteur nous pouvons 
assurer, que tous les nombres de nos calculs seront réels, et ensuite 


nous pouvons donner la formule approchée avec son terme com- 
plémentaire. 


*) Journal de Liouville, 2 série, XIX. 











Sur |’équation de Lamé. 
Par 


AnprE Marxorr 4 St. Pétersbourg. 


(Extrait d’une lettre adressée 4 Mr. Klein). 


Dans la note ,Ueber den Hermite’schen Fall der Lamé’schen 
Differentialgleichung“‘ Vous avez indiqué*), par deux figures, les lois 
de la distribution des racines réelles de ]’équation 

F(z, B)=0, 
F(a, B) éant la fonction entitre de M. Hermite déterminée par les 
équations 
F(z, B) = W1Y2> 

294, + Hy, — 2(Ax+B)y, = 9, 

2py." + Py, — 2(Az+B)y, =0, 
p = (x) = 4(a@—e,) @—e@,)(2—@,), A—n(n+1), 4 Ce <a. 
Quant & la démonstration de ces lois, Vous avez renvoyé les lecteurs 
& Vos legons. 

A mon regret je n’avais pas l'occasion de connaitre Vos lecons 
et je ne posséde que Vos deux notes intitulées ,,Autographirte Vor- 
lesungshefte ‘‘ **). 

Mais de ces notes je conclus que Vétre démonstration est fondée 
sur des considérations géométriques; c’est pourquoi je suppose que la 
démonstration suivante différe de la Votre et ne sera pas sans intérét. 

On sait que la fonction F(z, B) satisfait a léquation linéaire du 
troisiéme ordre 

29 F" + 39’ F" + oF’ — 8(Ac+B)F’ —4AF=0 
et aussi 4 ]'’équation du second ordre 

(F’F’ — 2FF")9 — FF’ + 4(Az+B)FF = 9(B), 
®(B) étant une fonction entiére de B, du degré 2n + 1, et le coef- 
ficient de B’"+' dans cette fonction ®(B) étant positif. 


*) Mathematische Annalen, Bd, 40. 
**) Mathematische Annalen, Bd. 45 u. 46, 














Sur P’équation de Lamé. 


Pour les valeurs de B satisfaisantes 4 l’équation 
o(B) =0 
la fonction F(a, B) se réduit au carré d’une fonction de Lamé. 
Dans ces cas |’équation 
F(a, B)=0 
aura les racines doubles; dans tous les autres cas toutes les racines 
de équation 


F(z, B) =0 
sont simples. 


Quant aux fonctions de Lamé je ne supposerai connus que les 
théorémes suivants: 
1) ces fonctions correspondent aux 2n + 1 valeurs de B réelles 
et distinctes 
Bonss < Bz, < Boni +s B, < B, < B;; 
2) on a 


(i (0 3 
F(x, B)) = (w@—e,)'! (w@—e,)? (w—e,)* [fi(x)]?, 


; i i ia * 
), a), ef? étant égals 


fi(x) étant la fonction entiére et les nombres « 
& Punité ou a zéro. 
3) les racines de ]’équation 
fi(x) = 0 
sont réelles, distinctes et comprises dans les intervalles 
(C1, €) eb (€,€3) « 
Nous allons considérer les changements de la distrjpution des 
racines réelles de ]’équation 
F(x, B)=0 
par les intervalles 
(— 00, €), (15 ©) (25 5), (€3, + &%), 
quand B croit de — oo jusqu’é + oo. 
Or cette distribution ne varie que dans les cas, ot B passe par 
les valeurs 


Bont, Ban, cre B,, B,. 


Par conséquent il suffit, pour notre but, de considérer les valeurs de B 
voisines a 


Bani, Ban, ..., By... ., By, B, 
et les racines correspondantes de |’équation 
F(a, B)=0. 
En posant, conformément 4 cela, les différences 
a—& et B—B; 
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infiniment petites et en désignant par & une racine quelconque de 
l’équation 


F(z, B)=0 


on peut réduire |’équation 


& la forme trés simple 
(e— by? F" (Gs, B) + 2(B— By (=?) 
D’autre part en différentiant l’équation 
(F" F’—2FF")o — FF’ + 4(Ac+ B) FF =9(B) 
par rapport 4 B et en posant 
ra=&, Bo B,. 


B=B; 


on trouvera 


oF : ; 
— 29(&) F'(G, B) (Sg?) — o(B). 
Il en résulte, que le carré 
(a —&;)? 
(—1-4(B- Bi) 


doivent étre de méme signe, si &; est compris dans |’intervalle (e,, ¢.). 
Dans |’autre cas, ov l’on a 


Cy < & < és, 
(a — &) 
(— 1) (B—B)). 


Fie, B) =0, 
en désignant ¢,, €), é, par é. 

Alors pour les valeurs infiniment petites des différences 
a—e; ec B—B; 


F(z, B)=0 


et le produit 


le signe de carré 
est identique a celui de 


Supposons maintenant 
* 


léquation 


deviendra 





(x —e) F’(e, B) + (B- B) (SS ~) 79 


En méme temps on trouvera 
F B , , 
— Fee, B) (Sena? (ce) = 0'(B,). 


Par conséquent la différence 
x—e 
aura le méme signe que 
(— 1)" (B— Bi) 
ou le signe contraire, selon que e soit égal & l’un des nombres e, et e, 
ou au nombre e,. 
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fi(x) = 0 


dans l’intervalle (e,,e,), et par N;’ le nombre des racines de la méme 


Sur l’équation de Lamé, 
En réunissant nos résultats, et en désignant par N; le nombre 


des racines de ]’équation 
tion dans |’intervalle (e,, e,), on parviendra & la table suivante. 


équa 


s 


&? = § 
(g—u )° (1—na)? 


0 | 





a- “ete ‘ahha ug)? 


art, NG TG? 


ay? +. at? iF = 
wT + NG + gj? 


0 





] 
2— UZ Tz — 
(g—ud? +o “FNC H (ug)? 


(1- aft FINE Ta wa)? 





0 
(wa? +} “=N é + wa 


wget “Neted?— sci 











&3 = &2 0 
(ug) (+43) osedt Hf it8y7 Zz + cpus? 
ee - ae nee ee 
0 | alt sie “e+ asad | 0 
= eS —<—<—== =— 
(@ + ‘*a) (°a ‘*a) | (* ‘ta) 


Q[[VAIozUI] suBp 





e[[varaquLy, suep o[[eareqyUry, suvp 








2 gq > >“ 


\ “er >IT a amas & 





J op seqrmt, sor] 





‘0 = (q ‘x)q woryenbe| ep seupoel sep e1quiou oT 
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Aux égalités de cette table on peut joindre celles-ci: 

” ” , , ” ” La ” 
Non+t aad Nea, Nen = Nen-,; Nex ag Nen-2; sery N, = N, ’ 
N, = N,’ 

car toutes les sommes 
2N,; + 2N/ + of + of) + of 
doivent se réduire au méme nombre n. 
En comparant toutes ces égalités on obtiendra saus aucune difficulté 
Pégalité suivante : 
€ ° (2n-+-1) + (2n+1) _. 9 ’ —— (2m) __  ¢(2n—1) (2m—2) __ _ -(2n—3 
2 Nene + ej - + & " 2N, & & +8 ® ; 


fess a — 8) 4 a) 4 2), 
Or la forme des coefficients de la fonction F(a, B) indique, que les 
modules des racines de l’équation 
F(z, B) =0 
deviendront infiniment grands en méme temps que B?. 
De la-résultent les égalités 


(2n-+-1) —__ (2n-+1) —— _ 2 N’ (2n4+1) — 
eG Q, e@nt 9, Nea = 9, 2M + af n, 
@) == elt) N, =0 
et ensuite 
ak = 2n—2 2n—1 3 2 
m = s2") — g2n > + ee 1— ge yoe--- - sf — of + of), 
Done nous parvenons aux équations 
OO an O-O an. ss oe Meee AO ce 
ef ef ef ef l, 
Sutton e~8 ce. . s ae A ee MO ee 
eRe ef af af! 0, 


qui déterminent complétement les nombres ¢() . 
Cela étant l’égalité 
2Nse $ af) = n 
donne la formule 





g@nt1) 1 —(—1)" 
l ——< 


u 
~ 


et de la table précédente on tirera successivement 
e(2n+1) =é, ent) = 0, antl) =0, 


ee) —=1—s, 2) =1, 2) =O, 


e2e—I) = ]— sg, eo? = 0, e@e-0) — 1, 


2n-2) __ 2n—2) —_ 2n—2) 
e(2"-2) — ¢, e2e—2) = 1, e@n—2) — J, 
a@n—8) = g, e@e-3) — 0, 2-9) — 0, 
etc. 


D’aprés ces résultats il est facile de réduire la table précédente a sa 
forme définitive. 
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Le nombre des racines de l’équation F(z, B) = 0. 




















B,<B<+o 0 


dans dans dans dans 
Limites de B Vintervalle | Vintervalle Vintervalle l’intervalle 
(— @, &) (€4, €2) (€95 ey) (es, + ®) 
—wo< B< Bony é | 0 0 0 
Bani < B< Bay . i + | ef =a 
Ba, <B< By, l1—e | 0 | I 0 
Ba: < B< Bis 0 *s—1/] 0. | 1 
Bons < B< Beans é 0 | 2 | 0 
Bona < B< Bays | | n—2 o | oO 
° . . . . . . ° | . | . ° 
R<B<h | © | 8 0 | « 
B<B<B, | 1 | 0 n—1 | 0 
B<B<B, | 0 1 0 | 1—s 
B,< B< B, | 0 0 n | 0 


A ce que je crois, cette table est équivalente & Vos figures. 
J’ajoute, que dans mon mémoire ,,Sur la fonction entiére 
: —n—AQ 2x—n+1—A 1 
wr F(=A=8, MoMHINS 1 _ 4, 15 


>< F(="14, aemeri rs l+A, *) 


et sur les fonctions d’un genre plus général‘, publié en russe*), Vous 
pouvez trouver une autre application des considérations semblables aux 
précédentes. 


St. Pétersbourg, 1. Janvier 1896. 





*) Mémoires de l’Académie des sciences de St. Pétersbourg, VII. Série 
Tome XLI, N. 2. 





Das Additionstheorem der Function ¢(w). 


Von 


Paut Srdcxet in Kénigsberg i. Pr. 


Geniigen die Gréssen u,, u,, u, der Bedingung: 
(1) uU, + Uy + u, = 0, 
so stellt der Quotient: 


6 6 (U4 Uy) G(U- Uy) O(U+ Us) A 
(2) Ce a ®) = /(u) 


eine elliptische Function dritten Grades dar, die nur an den Stellen 
unendlich wird, welche congruent Null sind. Entwickelt man also 
f(u) nach Potenzen von uw, so muss der Coefficient von u-' identisch 
verschwinden, und es ist daher: 
(3) O= 6U, 6U, OU, + Gu, GU, C'U, + CU, CU, OU, 

+ 26u, Ou, Ou, + 26u, Ou, GU, + 2o6u, OU, OU, 
oder nach leichter poe 


© -S-+2-GQ+2-Q 
+ re + fm 4 Say 


Uy OUs 


Nun bestehen aber die Gleichungen (H. A. Schwarz, Formeln und 
Lehrsiitze, Artikel 9(1), Artikel 11(4)): 


| = “ f 2 
(5) —~ -Q)—-— em, 


. a 
@ = a * <a + om, = seem pe htt +H; —=0), 
inte ist die Relation (4) gleichbedeutend mit: 

: __ 1 (o'u — p ®Y 
(7) PU + Py + Uy =F pa), 
und das ist das Additionstheorem der Function ¢(u) in seiner classischen 
Gestalt. 


Konig sberg i. Pr., December 1895. 





